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MECANIQUE  CÉLESTE. 


INTRODUCTION. 


Cet  Ouvrage  comprendra  cinq  Parties  : 

1°  Théorie  générale  des  marées; 

2"  Méthodes  pratiques  de  prédiction  des  marées  ;  analyse  har- 
monique ;  théorie  de  f^aplace  ; 

3"  Résumé  et  synthèse  des  observations,  et  comparaison  de 
ces  observations  avec  la  théorie  ; 

4"  Etude  des  marées  fluviales  et,  accessoirement,  des  marées 
locales  dans  tous  les  cas  où  la  profondeur  est  trop  faible  pour 
qu'on  puisse  négliger  les  variations  de  profondeur  dues  à  la  marée 
elle-même,  ainsi  que  le  frottement  ; 

5°  Examen  de  diverses  questions  subsidiaires  :  marées  du  noyau 
interne,  de  la  croûte  terrestre;  influence  des  marées  sur  la  rota- 
tion et  le  mouvement  des  corps  célestes. 

La  première  et  la  troisième  Partie  seront  jjarticulirrement 
dévelo|ipées.  Nous  mettrons  à  profit,  d'une  part,  les  progrès 
considérables  apportés  à  la  théorie  des  équations  de  la  Physique 
mathématique  par  la  méthode  de  Fredholm  ;  d'autre  part,  les  pu- 
blications nombreuses,  récemment  parues  en  Amérique,  sur  les 
observations  de  marées,  lesquelles  ont  profondément  modifié  la 
physionomie  des  résultats. 

l^ar  contre,  les  deuxième  et  quatrième  Parties,  auxcjuelles  de 
l^  —  III.  I 
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nombreux  Ouvra-es  spéciaux  sont  consacrés,  ne  seront  traitées 
<|<H'  d'une  façon  succincte.  Ouant  à  la  cin-juiéuie  I»arlie,  comme 
ellr.,|,,ii  re.cvoir  ullériruicinenl  .les  développements  plus  com- 
plels  dans  les  J.crons  fh-  Mérfinùfiie  aHesle,  nous  ne  ferons 
guère  qu'indi(pier  les  résultats  <pii  n'intéressent  pas  directement 
les  maiées  océaui(pies. 


PREMIERE  PARTIE. 

THÉORIE    GÉNÉRALE   DES   MARÉES. 


CHAPITRE  I. 

OSCILLATIOiNS  D'UN  SYSTÈME  MÉCANIOUE. 


1.  Les  marées  sont  des  oscillations  périodiques  de  la  sur- 
face de  la  mer  de  part  et  d'autre  de  la  figure  d'équilibre,  dues  à 
de  petites  forces  perturbatrices  périodiques  dérivées  de  l'attraction 
du  Soleil  et  de  la  Lune. 

Leur  étude  revient  donc  à  celle  des  petites  oscillations  d'un 
système  mécanique  autour  de  sa  position  d'équilijjre  sous  l'in- 
tluence  de  forces  perturbatrices  périodiques. 

!2.  Application  des  équations  de  Lagrange.  —  Nous  considé- 
rerons d  abord  un  svslème  mécanique  ayant  un  nombre  fini  de 
degrés  de  liberté;  par  exemple,  un  système  constitué  par  un 
nombre  fini  de  points  matériels.  Lorsque  nous  voudrons  ensuite 
appliquer  les  résultats  au  problème  des  marées,  il  suffira  de  rem- 
placer les  sommes  finies  par  des  intégrales. 

Soit  donc  un  système  mécanique  en  équilibre  possédant  n  degrés 
de  liberté,  c'est-à-dire  dont  la  situation  peut  être  définie  par  n 
paramètres  ^,,  q.2,  •  •  • ,  (/u- 

Si  nous  avons,  par  exemple.  A"  points  matériels  entièrement 
libres,  ils  constitueront  un  système  ayant  3 A'  degrés  de  liberté, 
et  les  q  seront  les  coordonnées  rectangulaires  de  ces  points.  Dans 
le  cas  général  de  /«•  points  assujettis  à  /•  équations  de  liaisons,  on 
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aura  n^Zk  —  /•,   cl  nous    roiiscrverons  aux    //  paranirlres  q  le 

nom    tic  coordonnées   du   syslènie.    De  même,  nous  ajjpellerons 

vitesses  les  dérivées  q',  =  ■^  de  ces  paramrUrs  par  rapport  au 

temps. 

Représentons  par  T  Ténerj^ic  cini'titpic  «lu  système,  L  son 
énerf^ie  potentielle  due  au\  forces  inlcricurcs.  (^uanl  aux  forces 
extérieures,  nous  les  définirons  par  cette  condiiion  que,  pour  un 
déplacement  xirtiid  du  svstèuie  c()rrcs|)ond:iul  iiux  accroissements 
virtuels  oy,  des  paramètres  q,.  leur  travail  \irliiel  soit 

expression    dans    latiucllc    les    quantités  Q/    sonl    des    lonclions 
données  du  temps. 

Dans  ces  conditions,  les  équations  de  Lagrani;c  s'écrivent 

d    </T        clT        dU        ^  ,. 

^^  ((t   dq)        d<ii        dqi        V'  V  .     .         1     / 

T,  la  demi-force  vive,  est  un  polynôme  du  deuxième  degré 
homogène  par  rapport  aux  vitesses  q\  dont  les  coefficients  sont 
fonctions  des  y. 

U,  l'énergie  polcnlielle,  ne  dépend  pas  des  vitesses  q\  mais 
seulement  des  coordonnées  q. 

3.  Les  équations  de  Lagrange  dans  le  mouvement  relatif.  — 
Nous  ne  pourrions  utiliser  directement  les  équations  (  1  )  que  si  le 
système  exécutait  des  oscillations  de  part  et  d'autre  d'une  |>osition 
diMpiilihre  ahxiliic.  Mais  les  mers  ne  sont  pas  dans  cet  état, 
jiuisqu'elles  sont  entraînées  par  le  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre  :  il  en  résulte  une  force  centrifuge  composée  (force  de 
Coriolis)  qui  coiiiiilnpic  le  pli<'noiu«"ne. 

Ceci  nous  conduit  à  distinguer  parmi  tous  les  paramètres  q  un 
paramètre  jiarliculier  q^  définissant  l'orientation  du  système. 

Le  glohe  terrestre  tout  entier  comprend  une  partie  solide  et  une 
partir  liquide.  Supposons  trois  axes  mobiles  unariahlement  liés 
à  la  partie  solide  et  considérons  également  trois  axes  fixes,  les 
axes  des  z  coïncidant  dans  les  deux  .systèmes. 

Alors,   Yii    leprésentera    l'angle  des  axes  mobiles  a\ec  les  axes 
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fixes  :  et  les  autres  coordonnées  qi  définissent  la  position  relative 
du  système  par  rapport  aux  axes  mobiles. 

On  peut  supposer  (jue  les  ///  soient  choisis  de  telle  sorte  que, 
dans  la  position  d'équilibre,  on  ait  (y,=  o. 

Comme  les  oscillations  sont  petites,  les  qi  seront  alors  toujours 
petits  ;  tandis  que  ^o?  ^^^  contraire,  est  un  angle  fini  croissant  au 
delà  de  toute  limite. 

La  dérivée  y,,  nest  pas  autre  chose  que  la  vitesse  angulaire  de 
rotation  de  la  Terre. 

Bien  que  T  et  U  soient,  en  général,  fonctions  des  /■//,  elles  ne 
dépendent  cependant  pas  de  q^.  En  elFet,  q^  définit  l'orientation 
actuelle  du  sjstème  dans  l'espace  absolu,  et  l'énergie  cinétique, 
ainsi  que  l'énergie  potentielle,  sont  évidemment  indépendantes  de 
cette  orientation. 

Ainsi 

dq^         dcjM 

Nous  supposerons  de  plus  qu'il  n'y  a  pas  de  couple  extérieur 
tendant  à  faire  varier  la  \itesse  de  rotation  de  la  Terre;  par  suite, 

Qo-o. 

Alors,    l'équation    de   Lagrange    relati\e    au    paramètre    ^o    se 

réduit  à 

d    dT 

—, — j—  =  P- 
dt  dq^ 

donc 

Pq  étant  une  constante.  Nous  avons  ainsi  une  intégrale  du  pro- 
blème, et  ce  n'est  pas  autre  chose  que  l'intégrale  des  aires.  En 
•eirpl.  d  après  l  hv[)othèse  admise,  le  moment  des  forces  extérieures 
par  rapport  à  Taxe  de  rotation  est  nul  et,  par  suite,  le  moment  des 
quantités  de  mouvement  est  une  constante. 

Nous  donnerons  bient(\t  1  expression  de  la  constante />o '.  remar- 
quons pour  l'instant  (jue  l'équation  (2)  nous  fournit  une  relation 
linéaire  enlre  ^j,,  ^-  et/),,'  relation  dans  les  coefficients  de  laquelle 
figurent  également  les  qi. 

En  effet,  T  étant  un  polynôme  du  deuxième  degré  par  l'apport 
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/     '^^T  1  •         I         .  •  I 

mi\  (/ ,  -r—   sera    du    nmiiicr  ufi:ri'    par    rannuil    aux    xih-S'^fs.    I^a 
'  '  di/^  '  •  '  '  ' 

rflalion   (il    nous    jxTiiietlr.i    donc    (rcxpriiiici-    yj,.    en    lonclnin 

des  fji^  <i',  et  de  la  conslanle />„. 

Soil  inaintenanl 

H  =Ï_U  — /^,Y:,. 

Uans  le  second  memhre  de  celte  expression,  nous  considérerons 
T  el  L  comme  des  fonctions  de  </;,.  fj\  et  y,:  dans  le  premier,  au 
contraire,  nous  supposerons  (|ii"on  a  remplacé  q^  par  sa  valeur 
tirée  de  (2):  H  sera  alors  i-xprituf'-  en  fonction  de /^o-  7/  t-t  7/- 
Si  donc  nous  di(rérenti(»ns  par  ia|t|)ort  à  ly;,  nous  aurons,  en  (djser- 
vanl,  d  une  part,  que  T  dépend  de  y,  de  deux  manières,  d  aijord 
directement  et  ensuite  indirecleuient .  parce  (pi  d  dépend  aussi 
de  Yl,  ;  daulre  pari.  <jiie  (     ne  di-pend  ni  de  (j\^  ni  de  (j)  : 

'l'Ii  "  dtj'i        dq'^   dq'i        ^^  dq'i  ' 
ce  qui  se  réduit,  en  tenant  compte  de  (2),  à 

£/II       £r 

dq)  ~  dqi 

De  même,  en  diUérentlant  par  rapport  à  «7/  et  observant  que  T 
dépend  de  y,  directement,  puis  indirectement  comme  fonction 
de//;, 

d\\^  _  (n_  _  dv^      <n_  dq\^  _     dq\^ 

dq,         dqi        dqi^  dq\^   dqi        ^  ^  dqi^ 

ou,  d'après  i:)^. 

d\\   _  d'Y        dV 
dqi         d<ii         dq, 

Il  en  résulte  (pTavec  les  nouvelles  variables,  les  é(|uatlons  de 
Laf;ranj,^e  deviennent 

//  étant  le  iioiiibie  des  paramètres  à  \ariallon  lente  qui  délinl>-eiit 
la  position  du  svslème  |);ir  rapport  aux  ax(;s  mobiles. 

(  )n   \oit    (pie  les  é(juatlons  de  l^agrange  c(jiiser\cnt    la    nK'ine 
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forme,  même  ([iiand  on  considère  Téqullibre  dans  le  mouvement 
relalif. 

i.  T  est  un  polynôme  homogène  du  deuxième  degré,  par  rap- 
port à  </y  et  aux  ^;;  U  ne  dépend  pas  de  ces  quantités;  les  -j—  sont 

des  polynômes  homogènes  du  premier  degré  en  q[^  et»y;;  q'^  tiré 
de  l'équation  (2)  est  d'ailleurs  un  polynôme  du  premier  degré, 
mais  non  homogène,  par  rapport  aux  q}  :  H  est  donc  un  polynôme 
du  deuxième  degré,  mais  non  homogène,  par  rapport  aux  q]. 

En  second  lieu,  nous  savons  que  les  qi  restent  toujours  très  pe- 
tits, puisqu'ils  s'annulent  dans  la  position  d'écjuilihre  relatif;  les 
vitesses  q-  seront  également  très  petites,  et  nous  pourrons  négliger 
les  termes  supérieurs  au  deuxième  degré  en  qi  et  q'^ .  Dans  ces 
conditions,  H  sera  un  polvnome  du  deuxième  degré,  non  homo- 
gène, par  rapport  aux  qi  et  aux  q] . 

Nous  pourrons  supposer,  de  plus,  que  ce  polynôme  ne  renferme 
ni  terme  de  degré  zéro,  ni  terme  du  premier  degré. 

En  effet,  H  n'intervenant  (|ue  par  ses  dérivées,  on  peut  toujours 

lui  ajouter  une  constante  arbitraire  de  manière  à  annuler  le  terme 

de  degré  zéro.  U  n"v  aura  pas  non  plus  de  terme  du  premier  degré 

en  qi,  parce  que,  si  1  on  suppose  que  les  forces  extérieures  soient 

nulles,  la  position  d'équilibre  stable  est  caractérisée  parles  valeurs 

7  II 
qi  z=  q'^  z=  o  et  que  les  équations  (3)  se  réduisent  alors  à  -7—  =  o  : 

rJVf 

-% —  s'annulant  avec  les  qi  et  les  q\ ,  il  en  résulte  que  le  coefficient 

de  qi  dans  le  développement  de  H  est  nul.  Enfin,  nous  n'aurons 
pas  non  plus  dans  ce  développement  de  terme  tel  que  Açr^ ,  car  ce 

terme  ne  donnerait  rien  dans  -; —  et  donnerait  zéro  dans  le  premier 

membre  de  (3  )  :  on  le  supprimerait  donc  en  ajoutant  —  Kq-  à  11. 

sans  rien  changer  aux  équations. 

En  définitive,  nous  pouvons  regarder  H  comme  un  polynôme  du 

deuxième  degré  homogène  par  rapport  aux  qi  et  aux  q\ . 

Posons  donc 

U  =  11,--  H,~Ii«. 

Ho  sera  de  degré  2  en  q'  et  de  degré  o  en  q  ; 
H|  sera  de  degré  i  en  q'  et  de  degré  i  en  q  ; 
Ho  sera   de  degré   o   en   //'   et   de   degré   2   en   q. 
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').  Expression  des  divers  éléments  de  H  en  fonction  des  carac- 
téristiques mécaniques  du  système.  —  C()ii>i<lt'ioiis  dans  notre 
syslriuc  lin  [miiil  iiiatt'ilcl  de  ina.sse  ///  et  de  roordonm-cs  jr,  y,  z 
par  rapport  f/itx  itxcs  mohUcs.  Les  roinposanles  de  la  vitesse 
relative  par  rapport  à  ces  axes  ('lani  d(''si|j;nées  par  x  .  y\  z\  les 
composantes  de  la  vitesse  absoliir  du  point,  toujours  par  rapport 
aux  axes  mobiles,  seront,  daprrs  les  l'oniiuh-s  l'onilamejitales  delà 
géométrie  einéma tique. 

Donc  1  énerj^ie  cinétique  du  svslfnie  dans  le  inouveinent  ahsolu 
est 

ou,  en  déseloppant, 

T  =  2^  —  ^x  -  ^  y  ■-  -^  z  -^  )  -\-  (j  ^2^m  i  TV  —yx  )^  y^-^ —(ar^  +  jk'-). 

Le  iireinier  terme  de  cette  expression  est  la  denii-lorce  vi\e  T' 
du  svslème  dans  son  inouNcnicnt  iclalii  :  1  ne  déjiend  pas  de  la 
vitesse  r/'^,  (jui  a  été  explicitenuMit  séparée. 

ï /;?  i^y'  —  y^)  <^st  le  moment  de  lotation  M.  c'est-à-dire  le 
moment  résultant  des  (jiiantités  de  moinenifiil  dans  le  mouvement 
relatif;  ï//?  (./•-  -|-,r-)  est  le  momciil  d'incrllr  .1  du  système. 

Mous  poiiNons  donc  écrire 

T  =  T'-i-7;.M  ^q\{   - 

Par  suite.  I  é-cpiation  (■.i)  nons  donne  poiii-  la  \aleur  île  la 
constante  />„ 

,      7  •  '''T         ,.  ,  . 

{■i-OlS)  ^0=  ^    !\1    _|-    ,y       J, 

expression  qui  est  l)i(Mi  une  rdalion  lim-airc  ciilrc  7„</'(i  et  1rs 
vitesses  relatives,  mais  où  les  coordonnées  relalixcs  (ii^uri'iit  an 
deuxième  deoré. 

l'.n  I  (■iiipl.iciii  I    iiiainlciianl    1    cl  /<„   par   leurs  \alcnrs  dans   Tcx- 
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pression  de  H  (  §  3),  on  a 


H  =.T  —  U 


T'-U-7'o^ 


on,  en  éliminant  y^  au  niojen  de  (2  bis)^ 

H  =  T'-    U  -  -^f/iu— M)2. 

Or.  T'  est,  par  rapport  aux  q\  un  polynôme  homogène  du 
deuxième  degré  dont  les  coefficients  seraient  fonctious  des  q  ; 
mais,  d'après  rhvpollicse  déjà  faite  (§4)  sur  la  petitesse  des  coor- 
données et  des  vitesses,  grâce  à  laquelle  on  peut  négliger  tous  les 
termes  supérieurs  au  deuxième  degré,  T'  sera  un  polynôme  homo- 
gène du  deuxième  degré  par  rapport  aux  q'  et  indépendant  des  q. 
Dans  les  mêmes  conditions  d'approximation,  U,  qui  est  indépen- 
dant des  q\  sera  du  deuxième  degré  en  ^;  il  en  est  de  même  de  J. 

Quant  à  M.  il  sera  du  degré  i  en  ^  et  du  degré  i  aussi  en  q'  ] 
jp„  est  une  constante. 

Par  conséquent,  en  ordonnant  par  i^ipport  aux  q' ,  nous  aurons 
nécessairement 

2J 

„         />,)  M 
Hi  =  — -. — , 


H, 


•iJ 


Bien  que  cela  ne  paraisse  pas  explicitement  dans  Ions  les  termes, 
nous  sommes  certains  qu'en  développant  en  fonction  des  </  et 
conservant  seulement  les  termes  d'ordre  2,  ces  différentes  expres- 
sions seront  bien  de  l'ordre  voulu  en  q. 

Lne  circonstance  permet  d'ailleurs  de  les  simplifier  :  c'est  que 
le  moment  d'inertie  de  la  partie  solide  du  globe  est  beaucoup  plus 
considérable  fpie  celui  de  la  partie  liquide.  Par  suite,  la  vitesse  de 
rotation  j)cut  être  regardée  comme  constante  et  nous  j)oserons 

J  =  Jo-Hy. 


lo  i'iu;\iii;ui:  r-Aiirii;.  —  ciiAiMTnic  i. 

.1,1  ("laiil  le  inoincnt  (rincrlie  conslanl  de  la  jiarlie  suliile  et  y  celui, 
\arlable  mais  beaucoup  plus  petit,  de  la  partie  liquide. 

Nous'  atlinetlrons  (ju'on  peut  négliger  tous  les  termes  en  -r 
et  nous  |i()seroiis 

p^T=  .l„aj. 

(.)  ('tant  S('nsil)|('iii(iil  <''i;al  à  (/\.  l'.n  cIlVl.  Ir  lUdincnl  de  rotation 
de  la  jiartic  solide  est  Ju7„  ot  la  |)etitesse  relative  du  moment  M 
fait  que  />„  no  dillere  pas  beaucoup  de  S  f/\^  qui  serait  le  moment 
de  rolalion  le  rcuscmble  du  i^lobc  -i  .1  (Hait  eonstanl,  cesl-à-dire 
si  l'équililtre  i-elalif  n  était  pas  troubk\ 

Négligeant  -»  nous  pourrons  remplacer  -p  |)ar  i  et.  avec  la  UK-me 

approximation,  nous  aurons 

T-.)„^./ -•'"<'      J„^J?      ...j-Jo     y. 

N(jus  allons  pouvoir  maintenant,  dans  les  e\|)ressions  des  di- 
verses portions  de  H  déjà  ordonnées  par  rapport  aux  q' ,  mettre  en 
évidence  Tordre  des  paramètres  ^jr.  D'abord,  M-  étant  de  l'ordre  du 
produit  7"7".  c'est-à-dire  de  /7'",  |niisfpie  M  et/'  se  rajiportcnt 

tous  deux  à  la  partie  liquide.  - — r  sera  de  1  ordre  de  -j-  7-  et  pourra 
se  sti|)piiiii('r  par  rapport  à  1'  ;  -^  —  devient -p'  (o  M  =  (o  M  :  enfin 

—  —     .locj-  —     y  w-, 

et  le   premier   terme,    qui    est  une  constante,    jx'ut    >e   supprimer 
dans  les  éi^piations  dilléieutielles. 
Nous  aurons  doue  liiialement 


(4) 


H2=T', 


<  )ii   voit   donc  ipie   —  II,,   l'eprésenle   ItMiergie   potentielle,   en   v 


.1'" 
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ordinaire 


eomprenaut    le    potentiel    —     d'où    dérive    la    force   centrifuge 
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(>.  Oscillations  possibles  du  système.  —  Un  tel  système  peut 
prenilre  deux  sortes  croseillallons  dislincles  :  les  oscillations 
propres  et  les  oscillations  contrainies. 

Si  l'on  sup|)ose  qu'on  écarte  le  système  de  sa  jjosilion  déqiii- 
lihre.  et  qu'on  l'abandonne  à  lui-même,  il  oscillera  :  ce  seront  les 
oscillations  propres^  dont  la  période  dépend  de  la  configuration 
du  système. 

\u  contraire,  si  l'on  soumet  le  système  à  l'action  d'une  force 
extérieure  périodique,  il  prendra  des  oscillations  appelées  oscilla- 
tions contraintes,  qui  auront  même  période  que  la  force  et  ne 
dépendront  pas  de  la  confiiiiiration  du  système.  Nous  allons  étudier 
successivement  ces  deux  sortes  d'oscillations,  en  commençant  par 
les  oscillations  propres. 

7.  Étude  des  oscillations  propres.  —  Il  nous  faut  supposer  que 
les  forces  extérieures  sont  nulles,  par  suite  faire  Qi  =  o. 

Alors,  l'équation  de  Lagrange  relative  au  paramètre  cjh  s'écrit 

d    r/H        d\\ 

(^)  -r  -7—^ 1 —  =  o 

^^t   dq'i,         dqi; 

et  nous  aurons  n  écjuations  de  ce  genre,  n  étant  le  nombre  des 
paramètres  q^^  sans  v  comprendre  (jq. 

Ces  équations  sont  des  équations  linéaires  à  coefficients  con- 
stants. 

En  effet,  mettons  en  évidence  les  différentes  portions  de  H. 

Comme  Ho  est  indépendant  des  q  etHo  des  ^',  les  équations  (5) 

s'écriront 

d_  cVà^        d_  d\\^  _  r/M,  _  d^  _ 
dt  d(fj,         dl  df/i^.         d<ji;         dqi- 

Or,  IL  étant  un  polynôme  du  second  degré  en  q' ^  'T~^  ^ev'A  de  la 
forme 

<in-i         „       ,         „       ,  „       ,  „       ,       ^,    „      . 

et  l'on  a 


les  a]^  étant  des  constantes. 


-T-  .   .   .-] 

-«a-./.'7a-+- 

(f    =    l, 

2,  . . .,  /t  ) 

a",k  = 

12  I'UKMIKKK    l'AftTIK.    —    riIAIVTHi;    I. 

De  même,  H,  étaiil  un  polvnoin.-  <lii   pirmicr  ucgré  en  q  et  du 
premier  clej^ré  en  q\  on  aura 

./II,       v*     '/'"i 

et 

^Mi      y>     r/'ll, 
./y A-  ''Zddq.d.ji/^'- 
Donc 

./   ^H,        r/M,  _Y'  -'    dm,  rf-H,    \    , 

^  ^   ""  ^/y^  " ^^  \dqi  dq'k         dqi  dqij  ^' 

en  posant 

«/A  = 


d(lidq'/,         difjdqi; 

Ho  étant  un  j)ulynome  du  second   degré   en  ^y,  nous  poserons 

également 

d\\,      V 

dqi,         ^mà 

avec 

dnu 


dq/  dq/, 

Avec  ces  notations,  les  écjuations  de  Lagrange  prennent  la 
forme 

(6)  ^(a",7cg",-+-  a'a.q',-+-  an.qi)  =  o. 

Ce  sont  bien  des  é(jualions  linéaires  à  coefticients  constants. 

Chacune  d'elles,  celle  relative  au  paramètre  <//<.  contient  comme 
inconnues  les  n  paramètres  qi{i=  i,  -i /' )  ainsi  cjue  leurs  dé- 
rivées r/-^  q];  et  nous  avons  en  tout  /i  l'cjuations,  puisque 

/•  =  I,  •;>,  . . . ,  /i. 
On  sait  «jii  un  pareil  svstéme  s'inlègi'C  en  posant 


et  cherchant  à  déterminer  A  et  les  x,-  de   manière  à  satisfaire  aux 
éf(uations.  Celles-ci  deviennent  par  la  substitution 
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OU,  en  posant 

(7)  2^'J;Ci/.  =  o- 

Nous  avons  alors  n  inconnues  a,,  7.0,  .  . .,  a,.^,  outre  A,  et«  équa- 
tions linéaires  homogènes.  Donc,  pour  que  le  problème  soit  pos- 
sil)le,  il  (nul  que  le  déterminant  de  ces  équations  soit  nul, 

(8)  A(À)-o. 

Ce  déterminant  a  n  lignes  et  n  colonnes;  chacun  de  ses  élé- 
ments étant  un  polynôme  du  deuxième  degré  en  /,  le  déterminant 
lui-même  sera  un  polynôme  de  degré  2/1  en  \. 

Je  dis  que  l'équation  (8)  a  ses  racines  deux  à  deux  égales  et  de 
signes  contraires.  En  eOel,  si  l'on  permute  les  indices  i  et  k,  a]f^^ 
d'après  sa  définition,  ne  change  pas  ;  il  en  est  de  même  de  rt,v;.  Au 
contraire,  <7^    change  de  signe  : 

«a-  =      «1-n 

«(•/,■  =        «A/- 

Mais  si,  après  avoir  fait  cette  permutation  d'indices,  on  change), 
en  —  A,  on  ne  change  pas  l'expression  d'un  élément  C/a  du  déter- 
minant; ainsi 

C/a-(>0  =  Ca/(-)0 

et,  par  conséquent, 

A/a(à)  =  Aa.,-(-X), 

en  désignant  par  A,7;(â)  la  valeur  du   déterminant  A  (À)  constitué 
avec  les  éléments  C/^. 

Or,  permuter  les  indices  i  et  k  revient  à  permuter  les  lignes 
avec  les  colonnes,  ce  qui  ne  change  pas  la  valeur  du  déterminant. 
Nous  avons  donc,  en   tenant  compte  de  l'égalité  précédente, 

A,7,(X)  =  A/,,-(X)  =  A,7.-(-X), 

c'est-à-dire 

A(X)  =  A(-X). 

L'équation  (8)  a  donc  bien  ses  racines  égales  deux  à  deux  et  de 
signes  contraires. 


i4  premikre:  partik.  —  chaimthk  i. 

Je  (lis  inainlenanl  que,  si  I  ('•(inililjie  est  staljle.  ces  raiines  sont 
parement  imaginaires  el<jii On  a 

X  =  ;x  v'~, 
a  étanl  léel. 

En  ellel,  si  A  avait  une  partie  réelle  positive,  e"^  et,  par  suite, 
qi  pourraient  croître  indt'lininient  avec  t  :  l'équilibre  ne  saurait  être 
stable.  Df  même,  si  la  partie  rc'elle  ('-tait  négative,  il  existerait  une 
racine  — ).  doiil  la  partie  réelle  serait  positlNC.  cl  le  même  raison- 
nement s"apj)liqnerait.  Donc,  la  partie  réelle  est  nulle  et,  par  suite, 
1  équation  en  ).  n'admet  que  des  racines  imaginaires  conjuguées 
deux  à  deux. 

Si  nous  supposons  l'équation  en  ).  résolue,  nous  pourrons  pour 
chaque  racine  de  cette  équation  déterminer  les  valeurs  correspon- 
dantes des  inconnues  a,-  et,  par  conséquent,  des  paramètres  qi. 
Nous  obtiendrons  ainsi  in  solutions  particulières  satisfaisant  aux 
t'qualions  de  Lagrange  et  correspondant  aux  in  racines  de 

Chacune  de  ces  solutions  particulières  sera  une  fonction  pério- 
dique du  temps;  toutes  les  variables  seront  proportionnelles  à 
une  exponentielle  imaginaire,  c'est  pourquoi  ces  solutions  sont 
appelées  oscillaliuns  jjroprcs  liarnioniques  complexes  du  sys- 
tème. 

Si  nous  posons 

2,-  =  p,-  e"'iV— 1, 

0/  et  (0/  étant  respectivement  le  module  et  l'argument  de  a/,  cha- 
cune des  oscillations  propres  harmoniques  complexes  du  système 
sera  donnée  par  les  n  valeurs 

des  païamèlres  (j. 

IjCs  t'ijinilionsdiUV-renlieiles  ('tant  linéaires  et  à  coefficients  réels, 
la  j)artie  n'elle  et  la  partie  imaginaire  des  solutions  complexes  sa- 
tisferont séparément  au  problème.  Donc,  de  chaque  solution  com- 
plexe, nous  pourrons  déduire  deux  solutions  réelles  : 

qi—  Pi  cos(;Ji/  -f-  lui), 
fji=  0/  sin(;jL/  -h  to/). 
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Ces  solutions  réelles  seront  appelées  les  oscillations  pfoprcs  liar- 
moniqiies  réelles  du  système. 

Les  in  solutions  [)articiili(Tes  (jui  donncnl  les  oscillations  coni- 
])lc\es  étant  conjuguées  deux  à  deux,  leur  somme  fournira  égale- 
menl  une  oscillation  propre  harmonique  réelle  rentrant  évidem- 
ment dans  les  précédentes. 

En  combinant  les  in  solutions  particulières  des  équations  diJJe- 
rentielles,  on  obtiendra  la  solution  générale  du  problème.  Une 
oscillation  propre  quelconque  peut  donc  toujours  se  décomposer 
en  oscillations  harmoniques  complexes,  d'où  l'on  jiassera  facilement 
aux  oscillations  harmoniques  réelles.  Dorénavant,  quand  nous 
parlerons  d  une  oscillation  propre,  il  faudra  toujours  entendre  une 
oscillation  propre  harmonique  complexe. 

On  voit  que  la  période  d'une  oscillation  propre  correspondant  à  la 

valeur  a  est  donnée  par  —  =  ^ L  ecpiation    en    k    delinit 

donc  les  périodes  des  oscillations  propres.  L'amjditude  est  repré- 
sentée par  0,  et  la  phase  par  w/;  dans  la  même  oscillation,  ces  deux 
éléments  diffèrent  pour  chaque  paramètre. 

Il  nous  reste  à  montrer  comment  on  peut  déterminer  p/  et  oj,, 
cest-à-dire  a,. 

Pour  cela,  nous  introduirons  les  mineurs  du  déterminant  ^(  À). 

Désignons-les  par  D/y;,  de  telle  sorte  que 

A  =  :SG,7,D,7,. 

D'après  la  théorie  des  équations  linéaires  homogènes,  nous 
aurons 

Les  mineurs  sont  des  quantités  complexes  entièrement  détermi- 
nées quand  on  connaît  A;  le  problème  est  donc  entièrement  résolu. 

ISaturellement,  les  a/  ne  sont  déterminés  qu'à  un  facteur  con- 
stant près,  et  le  rapport  ;— ^  est  indépendant  de  i. 

'  *  t)(7. 

Remarquons    que  toute  racine  de  Téquation  (8)  nous  fournit 
également  comme  racine  son  imaginaire  conjuguée  —  /.. 
A   — A  correspondra  une  oscillation  j)ropre  harmoni(pie 
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im;ii;inaire  conjugii('e  de  la  jtii'Mt'-dciiic,  cl  nous  aurons  encore  le 

ra|)|)()rt  ,- — ^ — ^-  indcijcndanl  di'  /. 

^Fais  le  détennlnaat  A  joiiil  dune  synicliic  parliculicre  en  \ertu 
de  lii(ju(dlc,  comme  nous  le  savons  déjà,  on  a 

A,/,(X)  =  A/,,(-  X), 
c'est-à-dire 

S  C/A-(X)  Da(X)  =  2  C/,/(-  ).)  Dx./(-  X  ), 

d  où 

D,y-.a)  =  D,v(-X), 
puis(|ue 

G//;(X)  =  G/,,(-X). 

Par  conséquent, 

D,-/,(-X)        D/,,(X) 

11  en  résulte,  en  permutant  les  indices,  que  le  rapport -^  est  indé- 

D/A- 

pendant  de  k. 

8.  Cas  particulier  de  l'équilibre  absolu.  —  Si  nous  supposons 
que  les  oscillations  du  système  s'elfectuent  de  part  et  d'autre 
d'une  position  d'équilibre  absolu,  nous  aurons  pour  les  parties 
constitutives  de  H 

H2=  T  énergie  cinétique, 

H.  =  o, 

Ho  =  —  U         énergie  potenliellc  changée  de  signe. 

Alors  a',y;.  =  o  ;  par  suite,  ici,  C,a-  ne  clian<^c  pas  quand  on  per- 
mute les  indices. 

Nous  avons  toujours 

A,7,(X)  =  A/,,(X), 
c'est-à-dire 

i:  G//,  (  X  )  D,v, (  X  )  =  2  G/,/ (  X  )  Da/ (  X  ), 

et  d  adlcurs 

G/a-(à)  =  Ga-,(X), 
(lonc 

D/a(X)  =  Dav(X). 


o 


r,     %i    est     propfuliouucl     à     D/;t(X);     [î/    est    proportionnel 
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à  Da,(  a)  =  DikÇ).).  Par  suite,  a,  et  [j,  ne  diflerenl  que  par  un  fac- 
teur constant,  qu'on  peut  prendre  égal  à  i  puisque  chacune  de  ces 
quantités  n'est  délerniinée  qu'à  un  facteur  constant  près. 
Ainsi 

Or,  ces  quantités  sont  imaginaires  conjuguées,  donc  elles  sont 
réelles  et  l'on  a  to/  ==  o,  (\ue\  que  soit  /. 

Par  suite,  les  oscillations  de  tous  les  paramètres  q,  c'est-à-dire 
de  tous  les  points  du  système,  ont  niênie phase. 

Au  contraire,  dans  le  cas  général,  elles  ont  des  phases  diffé- 
rentes. 

En  elTet,  nous  avons  bien  toujours 

mais,  comme  C,vi(À)  change  par  la  permutation  des  indices,  on  ne 
peut  |)lus  en  déduire 

D//,(X)-D/,,-(X). 

L'eil'et  de  la  force  de  Coriolis  est  donc  de  décaler,  dans  une 
même  oscillation  propre,  tous  les  paramètres  les  uns  par  rapport 
aux  autres. 

1).  Étude  des  oscillations  contraintes.  —  Dans  ce  cas,  les  forces 
extérieures  ne  sont  plus  nulles.  Le  terme  Q/  de  l'équation  de 
Lagrange  relative  au  paramètre  qi  sera  différent  de  zéro,  et  de  la 
forme 

les  facteurs  e^'^'^  étant  des  fonctions  périodiques  du  temps. 

En  effet,  la  force  perturbatrice  peut  toujours  se  décomposer, 
daprès  la  série  de  Fourier,  en  composantes  isochrones  cotnplexes 
(loiiL  les  parties  réelles  fourniront  des  composantes  isochrones 
réelles. 

Considérons  les  composantes  complexes.  Chacune  d'elles  don- 
nera lieu  à  une  oscillation  contrainte  isochrone  de  même  période; 
et  lorsque  toutes  les  composantes  agiront  à  l;i  fois,  l'osciUation 
résultante  sera,  d'après  le  j)rin("i|ie  de  la  suj)crposition  des  petits 
mouvements,  la  somme  des  oscillations  dues  à  chacune  d'elles.  Il 
nous  suffira,  par  conséquent,  d'en  envisager  une  seule. 

P.  —  m.  2 
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Posons  donc,  en  supprimant  inalnlenanl  l'indice  A, 

Cette  force  perturbatrice  engendrera  une  oscillation  contrainte 

qi  =  £/  e^', 

que  nous  nous  jirojjûSùns  de  dcleiminer. 

Il  nous  suffit  pour  cela  de  voir  ce  que  deviennent  les  équations 
de  Laj;rango.  L'écjuation  (5)  aura  un  second  uiouihre  K^e'^  et 
s'écrira 

dt   dq,,         dqi, 

A  est  ici  une  donnée  de  la  question,  tout  comuie  K. 

En  distinguant  les  trois  portions  de  H  et  introduisant  les  con- 
stantes tt'^yr,  a'.f.  et  «/A,  comme  nous  l'avons  fait  au  paragraphe  7, 
les  équations  (9)  s'écriront 

,    „      „         ,      .  r  /A-  =  I.  9..  . . .,  n' 

\l  =  \,l — , 

et,  en  substituant  la  A.deur  rji=ztic>-^,  que  doit  prendre  le  para- 
mètre cji  sous  l'influence  de  la  force  perturbatrice,  nous  aurons 
finalement  le  groupe  d'équations 

(10)  ZziCuc-=^k. 

Les  C/A  sont  des  constantes  connues,  puisque  A  est  connu. 

Chacune  des  équations  renferme  les  n  inconnues  s/  et  nous 
avons  n  équations.  Ce  sont  encore  des  équations  du  premier  degré 
comme  les  équations  ('j),  mais  elles  ne  sont  plus  homogènes  et 
renferment  un  second  membre.  On  les  résoudra  par  le  procédé 
habituel,  et  l'inconnue  £/  se  présentera  sous  la  forme  du  quotient 
de  deux  déterminants.  Au  dénominateur,  nous  aurons  le  détermi- 
nant A(a)  des  coefficients  C//,  des  inconnues;  au  numérateur,  ce 
même  déterminant  dans  lef|uel  on  aura  remplacé  respective- 
ment  (]/, ,    C/2,    .-.,    C/„    par    K,.    ka,    ...,    K„    :   ce    sera    donc 

Par  consécpient,  une  solution  [)arliculière  du  problème  des  oscil- 
lations contraintes  nous  est  donnée  par  les  n  valeurs 
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10.  Comparaison  entre  les  oscillations  contraintes  et  les  oscilla- 
tions propres.  —  Ka  est  une  constante,  D^^  est  un  polynôme  de 
degré  2.  n  —  2  en  À  puisque  c'est  un  déterminant  qui  a  /?  —  i  lignes 
et  dont  chaque  élément  est  du  deuxième  degré  en  ).,  ^Q-)  est  de 
degré  211.  Donc  î,est  une  fonction  rationnelle  qu'il  est  possible  de 
décomposer  en  éléments  simples. 

Pour  cela,  nous  introduirons  les  oscillations  propres  du  sys- 
tème. 

Nous  avons  vu  qu'en  désignanl  par  Ay  une  des  2/1  racines  de 
l'équation  (8), 

A(X)  =  0  (y  =  I,2,...,2rt), 

l'oscillation  propre  correspondante  est  donnée  par  les  valeurs  des 
paramètres 

qtj  =  3t,7  e^/         (  i  =  1 ,  2,  ...,«). 

Les  in  racines  Ay  sont  d'ailleurs  égales  deux  à  deux  et  de  signes 
contraires.  Ces  valeurs  de  q  sont  une  solution  des  équations  diffé- 
rentielles sans  second  membre,  tandis  que  ^/ =  Zie^-^  estune  solu- 
tion particulière  de  ces  équations  avec  second  membre. 

Pour  avoir  la  solution  générale  de  ces  équations,  c'est-à-dire 
du  problème  des  oscillations  contraintes,  il  nous  suffira  d'ajouter 
à  la  solution  particulière  une  solution  quelconque  des  équations 
sans  second  membre,  c'est-à-dire  une  oscillation  propre. 

Ceci  posé,  procédons  à  la  décomposition  de  ti  en  fonctions  ra- 
tionnelles. Les  racines  du  dénominateur  sont  À  =  Ay,  ces  quantités 
étant  les  mêmes  que  celles  qui  définissent  les  périodes  des  oscilla- 
tions propres  du  système;  à  chacune  de  ces  racines  correspondra 

SK/,D,A(Ày) 

un  terme  -7-. ^ — ,,  i    ^   ( /i  =  1 ,  2,  . .  .,  /^)  et  nous  aurons,  en  som- 

mant  par  rapport  ày  =  i,  2,  ...,  2/2, 

En  vertu  d'un  théorème  que  nous  avons  d<''montré  au  para- 
graphe 7,    le   rapport— ^^^ — —    est    indépendant    de    /.    Mais    nous 

savons  que,  outre  la  solution  particulière  cjij  ^=  c/.ije^'j^  des  oscilla- 
tions  propres,  nous  avons  également  la  solution  imaginaire  con- 
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juguée  5<7  =  (3/ye"^/,  el  nous  avon>  «It'nioulré  aussi  que  le  rapport 

-^ — i^  était  indénondaiil  Av  h.  Nous  en  concluons  que 
Vhj 

a/y  [i/,/ 

est  indépendant  à  la  lois  de /cl  de  h.  Ce  rapport  ne  déj)endra  donc 
que  dey  et  nous  pourrons  écrire 

D//,(Xy) 


=  UyA'rXy), 


uy  étant    une   (piantité    d(jnt   nous    verrons    bientôt    la    significa- 
tion (§  15). 
Alors 

"W   K/,  U/  a//P/,y 

et  nous  en  déduirons  l'expression  des  paramètres  7/.  En  écri- 
vant ^"  pour  montrer  qu'il  s'agit  d'une  solution /?a/7fcw//ère  des 
équations  avec  second  membre,  nous  aurons 

;=:2/l 


^-2    x^2'<-vP'.)- 


A  el  tv^  sont  des  constantes  t/o/</ie>5,  se  rapportant  a  la  force  per- 
turbatrice qui  est  connue;  ).y,  piy,  a,y  el  [j^y  sont  aussi  des  con- 
stantes relatives  à  l'oscillation  propre  dont  la  période  est  définie 
par  la  racine  Ay  de  l'équation  (8). 

Par  conséquent,  à  un  coefficient  près  (pii  ne  dépend  que  dey,  le 
terme  général  de  q\  sera  v.ijc'-' {j  =^  i,  2,  . .  .,  '.>./?). 

Chaque  terme  correspond la  à  une  oscillation  contrainte  harmo- 
nique. 

Si  l'on  conqiare  (-elle  oscillation  à  roscillalion  propre  corres- 
pondante, on  voit  que  a,/  est  le  même  pour  les  deux  oscillations, 
mais  que  le  coclficient  expouenliel  est  c'^  dans  l'une  et  eV  dans 
l'autre. 

(Chaque  oscillation  coiitiainte  a  donc  en  ses  tlivers  points  les 
mêmes  dillV-rences  de  phas(;s  (pic  l'oscillation  pro|)re  harmonique 
correspondante  el  une  amplitude  pro[)orlionnclle,  mais  sa  période 
est  didérenle  :  c'est  celle  de  la  i'orci;  pcilnrbalrice. 
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L'oscillation  conlrainle  totale  correspond  à  l'expression  com- 
plète des  (ji.  Elle  se  trouve  ainsi  décomposée  en  oscillations  iso- 
chrones harmoni(|ues  contraintes  complexes  dont  on  déduirait 
aisément  les  oscillations  contraintes  harmoniques  réelles. 

11.  Résonance.  —  il  convient  de  signaler  tout  de  suite  un  fait 
extrêmement  important.  Supposons  que  A  soit  très  voisin  d'une 
des  valeurs  \j  relatives  aux  oscillations  propres. 

Alors,  le  terme  correspondant  dans  l'expression  de  qi  devien- 
dra prépondérant,  et  l'oscillation  contrainte  observée  différera 
très  peu  par  la  période,  par  le  rapport  des  amplitudes  et 
la  différence  de  phases  en  divers  points  d'une  des  oscillations 
propres  harmoniques  du  système.  C'est  en  ceci  que  consiste 
le  phénomène  de  résonance  ;  on  en  constate  la  production 
dans  certains  bassins  maritimes  où  se  produisent  des  marées 
considérables  se  rapprochant  d'une  oscillation  harmonique 
propre, 

12.  Conséquence  du  principe  des  forces  vives.  Énergie  d'une 
oscillation.  —  Formons  l'expression 

Nous  aurons  alors,  H  dépendant  de  q  et  de  q\ 


^     ,  d   dW       v^  d\\ 


dE      •^     ^^dll       -^     ,  d   d\\       -^ 

'dt  ^2d  '^   d^'  ^2d  ^  dîd^  ~2d  71^  ^  ~Zd  1^  ^ 


X7    ,  a   an      ^^  cm    ,     v^    ,^, 


d'après  les  équations  de  Lagrange. 

Or,  SQofy  représente  le  travail  virtuel  des  forces  extérieures 
correspondant  à  un  déplacement  virtuel  Zq  des  paramètres.  Le 
déplacement  réel  pendant  le  temps  dt  étant  q'dt^  ^'l' Q  est  le  tra- 
vail des  forces  perturbatrices  rapporté  à  l'unité  de  temps.  Il  en 
résulte  que  E  représente  Vénetf^ie. 

L'expression  (12)  peut  se  transformer  aisément  en  appliquant 
le  théorème  des  fonctions   homogènes.   Nous  avons,  en  effet,  en 


22  Pni:Mii;ni-:  pautii:.  —  ciiai-ithi.   i. 

nous  rej>oiiant  iui\  driinitions  de  llj.  11,.  Il,,  i  J5   i 


V      '^"^  Il 

1'^  777^"- 


Par  conséquenl. 

(i3)  1-:  =  H2-Ho=  T'^L  -^■ 

Le  iiioiiiciit  (le  r(ilalioii  M  dans  le  iiiotix  ciiieiil  rvlalil  ne  (i^iire 
pas  dans  celle  expression. 

Dans  le  cas  où  l'oscillalion  s  «'liccliie  autour  d  une  pusilioii 
d'équilibre  absolu,  on  a  simplement  pour  l'énergie 

(i3fns)  E  =  T->-U. 

13.    iSuus  allons  mlroduirfî  les  nolalions  suivantes.   Soient 

des  foncliuns  quelcoïKjucs  du  temps; 

leurs  dérivées.  Posons 

E(xi)  =  UJx', }  -  IIo(^/), 

les  fonctions  Hq  et  Ho  avant  les  mêmes  de^n's  respectifs  par 
rapport  aux  x/  et  x,-  cpie  nos  fonctions  habituelles  de  même  dési- 
gnation en  q,  et  q..  Dans  ces  conditions,  K  sc^ra  un  pcdviiome 
homogène  de  deuxième  degré  en  x  et  x' ,  c'est-à-dire  une  forme 
quadratique  sans  terme  en  xx' . 

Considérons  maintenant  une  foruic  (piadial  i(|  uc  ipiolçonque  V  (x) 
et  posons,  pa/-  (h'  /i  ni  lion. 

Si,  dans  cette  expression,  on  fait  v  =  x,  «»n  aura,  d'après  le 
théorème  des  fomlions  homogènes, 

V {x,  X)  =  V{x). 
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De  même 

F{ax  -+-  by)  =  a-F(x)  -4-  b-F{y)  -H  lab  F{x,y). 

Ces  relations  expriment  les  propriétés  i^énérales  des  formes  qua- 
dratiques. 

Enfin,  nous  poserons 

EC^mJK/)  =  Hi{x',;  y,-)  —  H^Çxi,  yi). 

1  i.  Application  au  cas  des  oscillations  propres.  —  Considérons 
une  oscillation  propre  formée  par  la  combinaison  de  deux  oscilla- 
tions propres  harmoniques 

gij  eic/ik  étant  les  valeurs  du  j)aramètre  Çi  correspondant  respec- 
tivement aux  racines  Ay  et  Aa  <^le  l'équation  (8). 
L'énergie  de  cette  oscillation  sera 

E(qi)  =  F{q,j)  -+-  Eicji^.)  -+-  -iFiqij,  (Ja,) 

ou,  en  mettant  en  évidence  les  éléments  de  chaque  composante, 

E (  qo  =  e2>.;'  [l)  U, (  a,y  )  -  U,{oi,j)]  +  e^-^t  [  a|.  H.,  (  aa- )  —  Ho (  olu- )] 

-4- -2 e'H+>-k" [XyX/,H2(a,y,  a^)  —  Ho(a,y,  a/;i.)l- 

Nous  avons  donc 

E('7//lJ  ~  e-^i', 

Or,  dans  le  cas  des  oscdlations  propres,  le  système  étant  sous- 
trait à  rintluence  des  forces  extérieures,  l'énergie  doit  rester  con- 
stante. Il  faut  donc  que  tous  les  termes  renfermant  des  exponen- 
tielles dis|jaraissent.  Ainsi  l'on  aura 

E(q,j)  =  E(qa-)  =  o. 

Si  Ay  -+-  Aa^o,  nous  aurons  également 
E(^/7,y/A)  =  o. 
Mais,  si  Ay  +  "aa  =  o,  ce  dernier  terme  ne  sera  plus  nul. 
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Dans  ce  cas,  Véqullihrc  étant  supposé  stable,  et  1  équalion 
en  A  ayant,  par  suite,  toutes  ses  racines  purement  ima}^inaires  et 
conjuguées  deux  à  deux,  nous  avons  qi^  =  Sij,  Sij  étant  loscillation 
liaruioni(|Uf  complexe  imaginaire  conjuguée  de  r/,j,  et  y,  sera  une 
oscillation  propre  harmonique  rérllc. 

Remarquons  (pie  II^.,  énergie  cinéti(pie  dans  le  moincmenl 
relatif,  est  une  somme  de  carrés  toujours  positive  ;  —  H,,,  qui  se 
réduirait  à  Ténergie  potentielle  U  s'il  n'y  avait  pas  de  rotation, 
pourrait  alors  être  considérée  comme  positive  également  dans  toute 
position  du  système,  puisqu'il  serait  toujours  permis  d  attribuer 
la  xaleurzéro  au  minimum  de  ('  qui  correspond  à  la  p(jsition  d"é- 
quilihre  stahle.  Bien  que,  dans  le  mouvement  relatif,  cette  condi- 
tion ne  soit  j)as  m'cessaire  à  la  stabilité  de  l'équilibre,  nous  nous 
restreindrons  toujours  désormais  au  cas  où  Ho  et  —  H^  sont  deux 
formes  (juadra tiques  définies  positives. 

J^ans  ces  conditions,  je  dis  que  l'équilibre  restera  stable,  c'est- 
à-dire  que  A  est  purement  imaginaire. 

En  premier  lieu,  À  ne  peut  pas  être  réel.  En  ellét,  si  \j  était 
réel,  qij  le  serait,  Y.{qij)  serait  une  somme  de  carrés  et  ne  pour- 
rait donc  être  nul  :  donc,  pas  de  racines  réelles  possibles. 

F^n  second  lieu,  A  ne  peut  pas  avoir  de  partie  réelle.  En  elTet,  si 
les  racines  avaient  une  partie  réelle,  en  prenant  pour  Ayt  1  imagi- 
naire conjuguée  de  ).y,  Ay  +  À^  ne  serait  pas  nul  et  qi  serait  réel. 
E(<//)  devrait  donc  être  positif;  or,  tous  ses  termes  sont  nuls. 

Nous  devons  donc  nécessairement  supposer  que  A/  est  purement 
imaginaire.  Alors,  en  prenant  deux  racines  imaginaires  conju- 
guées Ay  et  Aa,  on  aura  bien  une  oscillation  propre  réelle  y,  pour 
laquelle  À/  -h  L^  =  o  et  Ténergie  se  réduira  à 

E(^,)  =  2Ë(7,y,  Sij)  =  —  2[AJH2(a,7,  ^/y)  -f-  Ho»  ^t/y,  ;î/y  )]. 

I-,es  paramètres  n'étant  d'ailleurs  déterminés  (juà  un  facteur 
constant  près,  on  j)Ourrii  toujours  choisir  ce  facteur  de  manière 
que 

E(q:j,Sij)  =  I. 

(Jn  voit  qiH',  dans  1  expression  de  l'énergie  d  une  oscillation 
propre  complexe  quelconque,  tous  les  termes  E(«7,y),  E(q,/s)., 
K(<//7,  qi/i)  disparaîtront,  sauf  les  termes  E{  q/j,  Sij)  corrrs[)ouilant 
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aux  oscillations  harmoniques  conjuj^uées.  L'énergie  totale  sera 
donc  égale  à  la  somme  des  énergies  des  oscillations  propres 
harmoniques  réelles. 

13.  Application  au  cas  des  oscillations  contraintes.  Détermina- 
tion de  [j./.  —  Supposons  que  nous  considérions  une  oscillation 
contrainte  quelconque  qi  formée  par  la  solution  particulière  qf 
des  équations  avec  second  membre,  à  laquelle  on  a  ajouté  une 
oscillation  propre  quelconque  .v,^, 

Sik  ajant  pour  imaginaire  conjuguée  l'oscillation  propre  7,7,,  de 
telle  sorte  que 

Nous  aurons  pour  l'énergie  de  l'oscillation  contrainte 

E(fy,)  =  E(  g?  )  -t-  E(5,7.)  +  -2  Er^»,  Sik). 

Le  premier  terme  contient  en  facteur  e-^^ . 
Le  deuxième  terme  contient  en  facteur  e^-^^kt. 
Le  troisième  terme  contient  en  facteur  ef'^-^-/)^. 
Considérons  exclusivement  ces  termes  en  e^''^^/'^' dans  la  relation 
fondamentale 

Le  premier  membre  nous  fournira  2  (a  —  A/,)  E  (qf ,  5/a)- 
Or,  chaque  terme  de  E(^",  a'/a)  est  proportionnel  au  para- 
mètre q'^-  correspondant  et  se  décompose,  par  suite,  d'après  la 
formule  (i  i  ),  en  une  série  de  termes  ayant  respectivement  en  déno- 
minateur À — Ay  (y  =  I,  2,  ...,  2  n).  Faisons  tendre  maintenant 
À  vers  ).A. 

Dans  chaque  produit  (A  —  Aa)  q%  tous  les  termes  tendront  vers 
zéro,  à  l'exception  d'un  seul,  celui  qui  contiendra  précisément 
A  —  Aa  en  (lénoMunateur,  et  nous  aurons 

lim  (  X  —  /./.  ) ry 0  =  a,/,  e>'  i:  l\,,  ;j./,  ?/,/,  =  q,ke  >-->>i"  S  K/,  -jl/,  ,3/,a-, 

d'où 

Iim(X  —  ÀA)E(^yp.  sa-)  =  e'>-->-^"E(7/A,  Si„)ZK,,  [xi/iuk- 
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Nous  avons  donc,  pour  ).  :=  '/.h, 

■A  K I  (j , A .  s,/,  1 1  K/,  11/,  [i/t /.  =  —  /. ',  X  K/,  'i/, /, . 

Mais  nous  savons  que 

K(^//.,  s,//)  =  I. 
Il  en  lésulle  (jue 

i  \J-K  =  —  >>/. , 

ce  (|ui  (léleiiiiine  les  coefiîcienls  -j.. 

lui  posa ni 

T,  =  3:  K,,  3/.J.  ■ 

l'expression  (  i  i  )  de  loscillalion  contrainte  j)eut  alors  s'écrire  sous 
la  forme 


'-^l^'-'^y^^'- 


16.  Détermination  des  racines  de  l'équation  A(À)  =  o.  —  Xous 
allons  montrer  (juc  les  diilérentes  racines  de  1  équation  (8)  peuvent 
être  obtenues  en  considérant  les  minima  successifs  du  rapport  de 
deux  formes  quadratiques. 

Supposons  deux  formes  quadraticjues 

F,=  X?XI--X|X?-^...  +  >.^X^, 

X|  ,  \o ,  ...,  \/,    étant  (les  lonclions   linéaires  des  variables^,, 
x-2,  .  .  . ,  jc„,  et  considérons  le  rapport 

Fi  _  SX-^X^- 
F   -    2X2 

Ce  rapport  ne  peut  \aricr  qu'entre  ),"J  el  X'I,  en  désignant  par 
).,  et  A,/  la  plus  grande  el  la  plus  |)elile  des  racines  en  valeur  abso- 
lue. Donc,  si  Ion  cberclie  son  minimum,  on  aura  une  des  valeurs 
de  )..  Supposons-la  trouvée,  et  assujettissons  maintenant  les  varia- 
bles à  la  condition  X,  =  o.   Si  nous  prenons  alors  le  rapport  -r^  , 

où  les  termes  en  Xj  ont  disparu,  il  variera  entre  les  limites  A*  et 
Al  :  d'oîi  un  nouveau  minimum  fournissant  \.,i  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  donner  à  ce  résultat  une  forme  géométrique  intéres- 
sante. 
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Si  nous  considérons  les  variables  x^^  x-^^  ...,  Xn  comme  des 
coordonnées  dans  l'espace  à  n  dimensions,  F  =  o  et  F|  ~  o  repré- 
senteront deux  ellipsoïdes,  et  1^'  —  s  F,  :^  o  sera  un  ellipsoïde 
passant  par  linlersection  des  deux  premiers. 

Mais,  pour  certaines  valeurs  de  :,  cet  ellipsoïde  se  réduira  à 
un  cono. 

Dans  le  cas  particulier  où  F  =  o  représenterait  une  sphère, 
c'est-à-dire  si  l'on  avait 

x\^  x\-^ . .  .^ xJi  —  o, 

la  reclierclie  des  A  reviendrait  à  celle  des  axes  de  ICllipsoïde 
F,  =  o. 

Nous  allons  montrer  maintenant  quelles  sont  les  formes  quadra- 
tiques qui.  dans  le  cas  des  oscillations,  peuvent  servir  à  la  déter- 
mination des  périodes. 

17.  Considérons  une  oscillation  propre  harmonique  quelconque 
qij  =  a-ijC^-/  et  son  imaginaire  conjuguée  A/y  =  '^ijC  V- 

Une  oscillation  |3ro|)re  quelconque  r//  jjourra,  comme  nous  le 
savons,  se  décomj)oser  en  oscillations  propres  harmoniques,  sous 
la  forme 

les  Ay  étant  des  coefficients  constants.  Nous  supposerons  ([ue  cy, 
soit  une  oscillation  réelle  :  les  termes  du  deuxième  membre  seront 
alors  imaginaires  conjugués  deux  à  deux;  Xjcjij^  par  exemple, 
sera  imaginaire  conjugué  de  By.ç/y,  et  les  deux  coefficients  Ayet  By 
seront  imaginaires  conjugués. 

Ceci  posé,  considérons  l'énergie  ^{cji).  Pia[){)elons  que,  F  étant 
une  forme  quadratique  quelconque,  on  a 

F(-rH-7)         =F(^)-^F(7)  -f..,F(.r,j-), 

Yikx-^'Qy)  =  A■•'F(':r)^-  B^  F(  r) -f- 'i  AB  F(:r,jK), 

A  et  B  étant  des  coefficients  constants.  Cette  dernière  formule  se 
généralise  d'ailleurs  immédiatement  et  nous  pouvons  l'appliquer 
à  qi  qui  est  une  somme  de  m  termes;  on  a  ainsi 
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Nous  savons  (§  14)  que 

lorsque         Xy-HX^.  <o,         E(q,j)=o,         E(q,j,  q,/,)  =  o, 
lorsque  Ày  -+-  X  a-  =  O,  E  (  q,j  )  =  O,  E  (  q,j,  q,,,  )  =  I . 

il  nous  suffit  donc,  dans  l'expression  de  K(qi),  de  considérer 
uniquement  les  termes  tels  (jue  Ay  4- )>;^.  =  o,  c'est-à-dire  de 
changer  r/ih  en  5,/  et  Aa  en  By.  Il  reste  ainsi  simplement 

Eiqi)=2^2\jBj, 

ce  qui  est  essentiellement  positif,  puisque  Ay  et   By  sont   imagi- 
naires conjugués. 

Dévelo[)pons  r/i  suivant  les  puissances  croissantes  du  temps  ; 
nous  aurons 

qi  =  y:  \j  7.(jeht  =zxi-i-û:'j  t^—t^-h..., 
avec 

Xi=  SAya,y, 
37,=  _  AyAy  a /y, 

x;-=  SA/Aja,y. 

Les  quantités  x,  x',  x"  sont  réelles,  puisque  q  est  réel. 

Elles  sont  liées,  d'ailleurs,  par  des  relations  linéaires,  qui  ne 
sont  pas  autre  cliose  que  les  équations  diderentielles  (6)  où  les 
paramètres  ^,  g',  q"    sont   remplacés  par   leurs    valeurs    initiales 

/y»  /y*'  /Y*'      • 

Dans  l'expression  de  l'énergie,   qui  est  une   constante,   faisons 

Alors  E  i^qi)  =  \\.>  [q'.)  —  Ho  {qi)  se  réduira  à 
n.AT'i\  —  \U{xi)  =  -?.-LkjBj. 

D'après  la  déliiiition  des  fonctions  IL  et  Hq,  celte  expression 
sera  une  forme  quadratique  des  'in  variables  x^  x'  :  appelons-la  F,. 
Si  nous  changeons,  dans  F,,  Ay  en  Ày  Ay,  ce  qui  entraîne  le 
changement  de  By  en  —  Ày  By,  puis  x  en  x'  et  x'  en  x",  nous 
aurons 

H2ix"i)  —  Ihix'i)  =  -  ■iSX?  AyBy. 

Le   premier  membre    est  une   forme  quadratique  en  x'  et   x", 


OSCILLATIONS    D  UN    SYSTÈME    MÉCANIQUE.  29 

c'est-à-dlre,  puisque  x"  s'exprime   linéairement  en  x  et  x\  une 
forme  quadratique  des  in  variables  x^  x'  :  appelons-la  Fo- 
INous  obtenons  ainsi  deux  formes  quadratiques, 

F2(:r,a-')  =  H2(^")-Ho(3r')=  — -^.SXjAyBy, 

des  vliï  variables  x  et  a:',  qu'on  peut  former  sans  résoudre  l'équa- 
tion A(X)  =  o.  Ce  sont  des  sommes  de  carrés  essentiellement 
positives. 

Considérons  leur  rapport 

F2  ^XjAyBy 

F.  -.kjV,j     ' 

t 

Les  variables  x  et  x'  sont  réelles,  mais  arbitraires.  Le  rapport 

•^  variera  par  suite  de  — K\  à  — l.\.  A,  et  À,/  étant  la  plus  petite 

et  la  plus  grande  des  racines  de  A  (X)  considérées  en  valeur  abso- 
lue. Donc 

i  1 

et  la  recherche  du  minimum  du  rapport  des  deux  formes  nous 
fournira  la  racine  X| . 

Supposons  que  À,  soit  déterminé.  On  pourra  alors  calculer  a, 
et  p,  (yvoir  §7). 

Assujettissons  maintenant  les  x  ç,\.  x'  -a  deux  relations  linéaires 

A,=z  Bi  =  o. 
Nous  formerons  ces  relations  en  considérant  que 

E('7/,  *a)  =  i:AyE( ^,7,5/1)  =  Al, 

puisque  tous  les  autres  lermes  pour  lesquelsy  ^  i  sont  nuls. 

Par  conséquent,  l'une  de  nos  relations  sera,  puisque  s\  j  =  —  Xi  [i/i 
pour  l  =  o, 

-  XiH2([3n,  cr'i)  -  no(p,i,^/)  =  o. 

Pareillement,  nous  aurons  la  relation  imaginaire  conjuguée 

X,  Hj(a/,,./-;)  —  iio(a/i,  Xi)  =  o. 
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Dans  ces  conditions,  A,  cl  li(  seront  nuls,  et  le  rapport  p^  aura 
un  nouveau  minimum  — A*  ;  d'où  ao  et  ^jj. 

Nous  assujettirons  ensuite  les  variables  aux  conditions 

A,  =  B,  =  o, 
formées  d'une  faron  analoyuo,  et  ainsi  de  suite. 

18.  Dans  le  cas  de  l'ôcjuilibre  absolu,  les  deux  formes  qua- 
dratiques se  simplifient.  En  effet,  on  a  alors  (§8)  (iik^=  o.  Si  donc 
nous  supposons  que  tous  les  x  soient  nyls,  ce  qui  revient  à  faire 
correspondre  l'origine  du  temps  à  la  position  d'équilibre,  les  x" 
seront  tous  nuls  aussi,  en  vertu  de  la  relation  linéaire  qui  les  lie 
aux  X  et  aux  x' .  Comme  on  a,  d'ailleurs,  a/ =  fi/,  il  en  résulte  que 
les  coefficients  Ay  et  By  sont  égaux  et  de  signes  contraires;  étant 
imaginaires  conjugués,  ils  seront  alors  purement  imaginaires. 

La  forme  F,  se  réduit  à  H2  {x')  et  la  forme  Fo  à  —  Hq  {x')  ; 
elles  ne  dépendent  plus  que  de  n  variables  au  lieu  de  in. 

Mais,  dans  l'un  comme  dans  l'autre  cas,  la  recherche  des  racines 
de  A  (a)  =  o  est  ramenée  à  celle  des  miniina  successifs  du  rapport 
de  deux  formes  quadratiques. 

19.  Cas  où  réquation.  A(X)  =  o  admet  des  racines  multiples. 
i"   Oscillations  propres.  —  Reprenons  les  équations  (7) 

-a/G/;t=  o. 

Nous  savons  (§7)  qu'elles  fourniront  les  solutions  du  problème 
si  leur  déterminant  A  ().)  est  nul  :  les  racines  de  l'équation 

(8)  A().)  =  o, 

que  l'on  peut  déterminer  comme    nous  venons   de   le    montrer, 
donnent  alors  les  périodes  des  oscillations  propres. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  l'équation  ((S)  avait  toutes 
ses  racines  distinctes,  c'est-à-dire  que  les  mineurs  du  premier 
ordre  D//v  ne  j)ouvaient  s'annuler  tous  en  même  temps  (jue  A.  Les 
inconnues  a/y  sont  alors  respectivement  proporiionnelles  à  D/A(Xy), 
elles  peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  l'une  quelconque  d'entre 
elles  j)rise  arbitrairement,   et  la  solution  générale  ^/,  correspon- 
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danl  à  l'ensemble  des  in  racines  Xy,  comprend  bien,  comme  cela 
doit  être,  in  constantes  arbitraires. 

Supposons  mainlenanl  que  A  admette  la  racine  (b)iil)le  Ay.  D'a- 
près la  théorie  générale  des  systèmes  d'équations  dillérentielles 
linéaires  à  coelficients  constants,  deux  cas  sont  à  en\isai;er  : 

i"  Si  les  mineurs  J)/a  ne  s'annulent  pas  tous  pour  A  =z  Ay,  les 
équations  admettent  nécessairement  une  solution  de  la  forme 
a/yP(^)eV,  P  étant  un  polynôme  du  premier  degré  en  <,  renfer- 
mant deux  constantes  arbitraires  ;  de  telle  sorte  que,  dans  la 
solution  géïK'rale,  le  nombre  de  ces  constantes  reste  égal  à  in. 

2"  Si  tous  les  mineurs  D,a(a/)  sont  nuls,  la  solution  précédente 
sera  illusoire;  mais,  en  admettant  que  \j  ne  soit  pas  racine  de  A 
d'ordre  de  multiplicité  supérieur  à  2,  i^n  au  moins  des  mineurs  du 
second  ordre  ne  s'annulera  pas.  Les  inconnues  a/y  pourront  alors 
s'exprimer  linéairement  en  fonction  de  deux  d'entre  elles  prises 
arbitrairement  :  il  en  résulte  qu'à  la  racine  double  Ày  corres- 
pondront deux  oscillations  qtj  distinctes,  ayant  même  période,  et 
différant  non  seulement  par  les  amplitudes,  mais  encore  par  les 
phases  respecli\es  des  divers  paramètres.  Quant  au  nombre  des 
constantes  arbitraires  dans  la  solution  générale,  il  restera  bien 
toujours  égal  ■Ain. 

Or,  je  dis  qu'en  vertu  des  conditions  mécaniques  auxquelles 
est  assujetti  le  système  étudié,  celte  dernière  hypothèse  est  seule 
réalisable,  c'est-à-dire  que  dans  lexpression  d'une  oscillation 
propre  quelconque,  le  temps  ne  peut  pas  figurer  en  dehors  des 
exponentielles. 

Admettons,  en  effet,  que  le  système  soit  susceptible  de  prendre 
une  oscillation  de  la  forme 

Nous  aurions 

q'i=  Kj'Xijte>-it-{-{7.ij-\-  XyY,7)eV. 

D'ailleurs,     nous    aurions    également    la    solution     imaginaire 

conjuguée 

si=  t'^ije-h'-^^ije-'^'i' 

et  f/i-\-  i>c  constituerait  une  oscillation  réelle  du  système. 
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Consi(l(''ruus  l'expression  E(^,-t-5,)  de  réiiergie  correspon- 
dante. 

On  a 

\i(qi-+-Si)z=  \i(qi)  -f-  E(S/)  -1-;>.E(^/,  Si). 

Elle  doit  se  réduire  à  une  conslanle. 

Or,  qi  et  q]  contiennent  un  terme  en  te'i'  et  un  ternie  en  e'/; 
E(<7,)  qui  est  de  degré  2  en  </,  et  q]  sera  de  la  forme  ^'-^'^2(^)5 
P2  étant  de  degré  2  en  /.  Ce  terme  non  constant  de\ant  dispa- 
raître, on  aura 

\i((ji)  =  o, 
de  même 

E{si)  =0. 

Il  reste  donc  sim|)lciiicnt 

'2li(c/,,  s,), 

c'est-à-dire  une  forme  hilinéaire  en  q  et  .s',  5  et  ^'  :  par  suite,  un 
polynôme  du  deuxième  degré  en  /. 

Le  coefficient  de  /'-  devra  être  nul.  On  Tohliendra  en  remplaçant 
respectivement,  dans  l'exjjression  de  2E(^/,  ,ç/),  ^/,  q'^ .  .ç,  et  s'-  par 
leur  terme  de  degré  le  plus  élevé,  c'est-à-dire  par  Iqij.  fq,j,  tsij 
ts'ij.  Le  terme  en  t-  sera  ainsi 

■>.rn<.(q,-j,Sij). 

Or,  il  ne  peut  pas  être  nul,  puisque  nous  savons  que 

^{qij,Sij)  =  I. 

Par  conséquent,  une  seule  hypollièse  reste  admissible  :  les 
équations  (7)  n'admettent  que  des  solutions  où  le  temps  figure 
seulement  dans  les  exponentielles.  Si  donc  'kj  est  racine  double, 
non  seulement  le  déterminant  A.  mais  encore  tous  ses  luineuis  du 
premier  ordre  D/^  s'annulent. 

Supj)Osons,  par  exemple,  a,  =  Ào  ;  nous  aurons  alors  deux 
oscillations  liarmonicpies,  y,,  et  ^/o,  correspondant  à  la  même 
racine.  La  j)ériode  étant  la  mc-me,  ou  |)ourrait  remplacer  ^y/,  et  qi-y 
par  deux  combinaisons  linéaires  (|urlconqiies  de  ces  (juantités. 

Mais  nous  couviendroMs  de  les  choisir  en  restreiiinani  le  sens 
du    mol   osciUalioii    lidrinonique ,    de    manière    à    conserver   les 
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relations 

K(<7/i,  Su)  =  E(7,-2,  *;2)  =  I- 

20.  2"  Oscitlations  contraintes.  —  Nous  avons  trouvé  (§  0) 
que  la  solution  des  équations  avec  second  membre  était  donnée 
par 


■y;"  K/(  U//,  ( 

^'■=2.— 3TI7 


et  nous  avons  décomposé  ti  en  éléments  simples  de  la  forme 

const. 

T r-*    * 

A  -  Kj 

Si  l'équation  en  \  a  une  racine  double,  aurons-nous  dans  cette 
décomposition  un  terme  en  -z ^ — -?  Non,  car,  la  racine  double 

^  (A—  Ay;^ 

de  A  (À)   annulant  D//i,   il  ne  nous  restera  au  dénominateur  que 
A  —  \j  au  premier  degré. 

De  même  pour  une  racine  triple  ou  d'ordre  quelconque  de 
multiplicité;  t  ne  pourra  pas  sortir  du  terme  exponentiel  et  les 
mineurs  d'ordre  2  ou  d'ordre  supérieur  s'annuleront  :  ti  restera 
toujours  infini  du  premier  ordre. 

21.  Cas  où  l'équation  A(À)  =  <)  admet  des  racines  nulles.  — 
D'abord  la  racine  zéro  sera  d'ordre  pair  de  multiplicité,  puisque 
A  (a)  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  À. 

Si  l'on  fait  ).  =  o  dans  les  équations  différentielles,  cela  revient 
à  faire  fj,^  "7/^  *^i  ^^  ces  équations  se  réduisent  à 

I.ai/,qi=  0, 
c'est-à-dire  à 

-^  =  0 

Par  conséquent,  —  Ho  n'est  plus  une  somme  de  n  carrés,  mais 
une  soanme  de  moins  de  n  carrés. 
Soit  donc 

-l\o=X]-hXl-^-...^\J,         (p<n), 
P.  —  III.  3 
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les  X,,  Xo -\/,  étanl  des  coiiihinaisons  linéaires  des  para- 
mètres Cl. 

Nous  pomons  prendre  X|.  Xo.  ..,,  X,,  eux-inèines  comme 
paramètres. 

Alors,  nous  aurons  dcu.v  caléjj;()nes  de  j^aramèlres  :  les  uns, 
les  qa  au  nombre  de  /?  ;  les  autres,  les  qt,  au  nombre  de  n  — p. 
Ho  ne  dépendra  que  des  qa  et  pas  des  qh\  tandis  (jue  IL.  dé|)endra 
à  la  fois  des  q^  et  des  q',, . 

Quelle  peut  être  la  signification  de  ces  dillérents  j)araniètres? 

Ils  définissent  à  eux  tous  la  position  des  molécules  de  la  mer. 

Supposons  qu'elles  se  d(''placenl  de  manière  que  la  surface  des 
mers  ne  varie  j)as.  11  y  a  une  infinité  de  manières  de  réaliser  cette 
condition  ;  si,  par  exemple,  on  considère  à  l'intérieur  des  mers 
une  surface  de  révolution  et  qu'on  la  fasse  tourner  d'un  petit  angle 
quelconque,  la  surface  extérieure  ne  bougera  pas. 

S'il  en  est  ainsi,  je  dis  que  —  Ho,  l'énergie  potentielle,  ne 
changera  pas.  En  ellet,  les  molécules  se  remplaçant  les  unes  les 
autres,  aucune  force  ne  |jeut  produire  de  travail,  tant  extérieur 
qu'intérieur. 

Hq  ne  dépend  donc  que  de  la  surface  extéiieure  de  la  mer. 

Si  les  paramètres  qa  définissent  la  surface  extérieure  et  les 
paramètres  qi,  la  position  des  molécules  à  l'intérieur  de  cette  sur- 
face, il  est  clair  que  H,j  dépendra  seulement  des  qa. 

Qu'en  résultera-t-il  alors  ?  Nous  avons 

E  =  H.— Ho, 

Ha  et  — Ho  étant  tous  deux  positifs.  Si  q  et  q'  sont  réels,  E  ne 
pouvait  s'annuler,  dans  le  cas  général  ne  comportant  aucune  res- 
triction, que  si  tous  les  q  et  q'  s'annulaient  à  la  fois.  Ceci  ne  sera 
plus  vrai  maintenant. 

Il  I";miI  toujours  (pi(;  \\.,  et  Ho  soient  nuls.  H.j  étant  une  somme 
de  n  carrés,  tous  les  q'  seront  nuls  encore  ;  la  nullité  de  Ho  en- 
traîne bien  la  nullité  des  qa,  mais  pas  celle  des  q/,. 

Dans  ces  conditions,  les  résultats  précédemment  acfjuis  \ ont-ils 
subsister? 

En  premier  lieu,  nous  avons  démontré  que  l  équation  en  A  ne 
pouvait  |)as  avoir  de  racine  réelle  (§  11).  Nous  ne  pouNons  j)lus 
dire  ici  que,  si  '/.j  était  réel,  tous  les  qij  dexraient  égtdement  être 
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idenliquemenl  nuls  :  mais  nous  savons  que  1  on  aura  ^)  =  o, 
donc  Ày  =  o.  Par  conséquent,  pas  de  racine  réelle  différente  de 
zéro. 

Nous  avons  vu  aussi  que  E  (^/y,  s/j)  ne  pouvait  pas  être  nul, 
parce  qu'alors  E  (qij  -+-  Sij)  serait  nul  et  que,  qij  -+-  Sij  étant  réel, 
on  en  déduirait  qij  -{-  Sij  ^=  o;  un  choix  arbitraire  nous  per- 
mettait, d'ailleurs,  de  prendre  ¥,  {qij  -\-  sij)  =  i.  Ici,  de  ce  que 
E  (qij  +  Sij)  sera  nul,  nous  pourrons  seulement  déduire  que 

d'où 

(jfij"^  ^'7  =  fonst., 

ce  qui  exilée  que  l'on  ait  Ay  =  o.  Pour  toute  autre  valeur  de  Ay,  on 
aura  donc  bien  encore  E  (qij:  Sij)  ^  o. 

Reprenons  enfin  le  raisonnement  par  lequel  nous  avons  montré 
que  le  temps  t  ne  pouvait  pas  figurer  en  dehors  des  exponentielles 
(§19).  Il  n'est  plus  applicable  ici,  puisque  nous  sommes  préci- 
sément dans  le  cas  où  E  {qij,  Sij)  =  o.  Nous  pourrions  donc  avoir 
une  oscillation  propre  de  la  forme  <7/ =  y^it-+-  ,3/.  Par  exemple,  si 

l'on  prend  Ho  =  N  —  et  Hq  =  o,  comme  alors  E  r^:  Ho  =  const., 

ou  aura  q]  =  o,  d'où  qi  =  a/ 1  +  ^3/,  polynôme  du  premier  degré. 
Mais  ne  pourrait-on  pas  avoir  comme  solution  un  polynôme  du 
second    degré?   Je    dis  que    non.    En    effet,  admettons    que   nous 
ayons 

g,=  — -^ii  -^  Y/, 

a/,  j3/,  V,-  étant  des  constantes  qu'on  peut  supposer  réelles,  car,  si 
elles  étaient  complexes,  on  prendrait  séparément  les  parties  réelles 
et  imaginaires.  L'énergie  E(^/)  doit  rester  constante  ;  écrivons  son 
expression 

en  écrivant  l'indice  a  dans  H,,,  pour  mettre  en  évidence  que  \lg  ne 
dépend  pas  des  qi,. 

Ho  est  un  polynôme  du  deuxième  degré  par  rapjiortaux  y.t  -h  3, 
donc  du  deuxième  degré  par  rapport  à  ^;  Hq  est  un  polynôme  du 
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deuxième  (lejiré  par  ra|)|)f)tl  aux —/-  + |j„  / -|- v„,  donc  du  qua- 
trième degré  par  lapporl  à  /.  [^'expression  de  E(<^/)  do\  aul  se  ré- 
duire à  une  coustaule,  il  laiit  (pie  le  terme  en  l""  di-paraisse  ; 
donc 

—  THo(aa)  =  o 
4 
et  par  suite 

Ainsi,  il  faut  que  tous  les  y.„  soient  nuls;  quant  aux  y./,,  nous  ne 
savons  pas.  11  reste  alors 

et  Ho  II  est  plus  que  du  deuxième  degré  en  t.  11  faut  que  le  coeffi- 
cient de  l-  disparaisse  ;  d(jnc 

H,!  a/,)  —  Ho(|i„)  =  o. 

Les  deux  termes  étant  essenliellement  positifs,  on  devra  avoir 
séparément 

ce  qui  entraîne  la  nullité  de  tous  les  y.b  et  de  tous  les  [ta-  [*our  ce 
qui  est  des  [îi/,,  nous  ne  sa\ons  pas. 

Mais,  tous  les  a  étant  nuls,  il  reste  simplement 

polvuomc  (\n  prt  mier  de;L;ré. 

En  outre,  on  \oil  (pie  y„  se  réduit  à  une  constante,  taudis  (pie  ^/^ 
est  une  fonction   Inu'aiie  du  temps. 

Il  en  1.  suite  donc  (pic  la  surface  est  invariable,  on  du  moins 
qu'elle  n'est  altérée  (pic  d  une  façon  constante,  mais  que  les  molé- 
cules sont  inoltilcs  :  en  (ianires  termes,  il  j  a  des  ct»urants  internes 
(pii  n  allcicnl  pas  la  surlace  extérieure. 

Ainsi,  lions  Ncnons  de  d(''m  outrer  que  l'énergie  E  I  -; h  pt  -\-  y) 

ne  poinail  se  K'dnirc  à  nnc  constante  que  si  tous  les  a  étaient 
nuls,  aussi  l)icn  lc>  a/,  (jnc  les  a„  ;  mais  nous  avons  démonliH''  aussi 
cpieUpie  chose  de  plus,  c'est  que,  si  tous  les  a  ne  sont  pas  nuls, 
l'éiieigie  ne  pouira  UK^'ine  pas  être  un  polynôme  du  pnmicr 
deiiré. 


OSCILLATIONS    n'iN    SYSTKMK    .MKf AMQIK.  3^ 

22.  Étude  des  marées  statiques.  —  Sous  l'inlluence  d'une  force 
])erlurbalrice  eonslanle.  la  surface  des  mers  prend  une  forme  qui 
constitue  la  marée  statique.  Nous  allons  cherclier  comment  se 
comporte  dans  ce  cas  le  système  que  nous  \enons  di-  considérer, 
lleprenons  donc  les  équations  dilïerentielles  des  oscillations  d'un 
sjstème  soumis  à  Faction  d  une  force  extérieure 

Comme   nous   supposons  ici  la  force  perturbatrice  constante, 

nous  aurons 

Q/.  =  const..         ).  =  G. 

Nous  avons  évidemment  une  solution  particulière  du  svstème 
d'équations  différentielles  en  prenant  ^/  =  consl.  ;  il  suffira  d'y 
ajouter,  pour  avoir  la  solution  générale,  la  solution  gén-^rale  des 
équations  sans  seconds  membres,  c'est-à-dire  une  oscillation  propre 
quelconque  du  système. 

Mais  le  système  particulier  que  nous  considérons  est  constitué 
de  telle  sorte  que  H,,  ne  dépende  que  delasurfac'  extérieure;  nous 
nous  trouvons  donc  dans  le  cas  étudié  au  précédent  paragraphe, 
•où  l'équation  caractéristique  des  périodes  des  oscillations  propres 
admet  des  racines  nulles. 

Eh  bien,  je  dis  que,  pas  plus  dans  le  cas  d'une  force  perturba- 
trice constante  que  dans  celui  des  oscillations  propres,  il  n  est 
possible  d'avoir  comme  solution  un  polynôme  du  second  degré. 

En  effet,  la  surface  extérieure  ne  dépend  que  des  paramètres  ^„  ; 
par  conséquent,  si  les  qt  subissent  des  variations,  les  qa  ne  va- 
riant pas,  le  travail  des  forces  extérieures  sera  nul.  Nous  avons 
donc  dans  notre  bypothèse  Qi  =  o.  Nous  allons  voir  alors  que 
l'énergie  E  sera  un  polynôme  du  premier  degré. 

On  a  (§  12) 

et,  comme  (^^  =  o,  celte  expression  se  réduit  à 

Supposons  pour  un   instant  <jue    nos  étjuations    différentielles 
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admettent  comme  solution  un  polvnome  du  second  degré:  en  dif- 
férenliant  l'équalion 


nous  obtiendrons 


F^.(g'i)  =  F,,.(oLit^^i)  =  o. 


Or,  en  posant  gi(p)  =  g],  on  voit  que  les  équations  Fa^^/I)  =:  o 
ne  sont  pas  autre  chose  que  les  équations  qui  définissent  les  oscil- 
lations j)iopres  du  système. 

Par  conséquent,  les  expressions  ^^=a,/4-  pi  seront  les  coor- 
données d'une  oscillation  propre  du  système,  de  celle  qui  corres- 
pond à  A  =  o;  et,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  au  paragraphe 
précédent,  on  doit  aAoir 

Ç'u=  ?>a  =  const., 
d'où 

I        „      „ 

Comme  Q^  est  une  constante,  on  a  bien  -r-^  =  const.  et  E  est 
un  polynôme  du  premier  degré. 

]\biis  nous  avons  démontré  que  ceci  ne  pouvait  a\oir  lieu,  dans 
une  oscillation  quelconque,  cpic  si  tous  les  a  étaient  nuls.  Par 
conséquent,  dans  les  marées  statiques,  les  valeurs  des  paramètres  </ 
seront  simplement  des  polynômes  du  premier  degré, 

En  outre,  la  dérivée  ^,-  sera  une  solution  des  équations  sans 
second  membre,  c'est-à-dire  une  oscillation  })ropre.  Pour  cette 
oscillation,  on  aura  II,,  =  o,  ce  qvii  entraîne  la  condition  que  tous 
les  jjrt  soient  nuls. 

Finalement,  les  oscillations  constituant  les  marées  staticpies  sont 
données  par  les  valeurs 

qb=  \ibf  ^'(b, 

qa  =  ïa- 

Les  qa  se  réduisent  à  des  constantes,  tandis  que  les  r/b  sont  des 
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fonctions  linéaires  du  temps  et  ne  sont  pas  nuls  en  général.  La 
tonne  de  la  surface  est  donc  invariable,  mais  à  l'intérieur  nous 
pouvons  avoir  des  courants  continus. 

'2''\.  Sui\aul  (jue  CCS  courants  existent  ou  non,  nous  pourrons 
tlislinguer  deux  sortes  de  marées  statiques  : 

1°  Marées  statiques  de  la.  première  sorte.  (y^  =  o.  Il  n'y  a 
pas  de  courants  continus,  simplement  une  déformation. 

Dans  ce  cas,  tous  les  q'  et  les  q"  sont  nuls;  les  éc[uations  diffé- 
rentielles se  réduisent  à 

^rii/,rji=  Q/,, 

c'est-à-dire 

On  déterminera  les  paramètres  constants  (/  à  laide  de  ces  équa- 
tions ;  c'est  un  pur  problème  de  Statique. 

2"  Marées  statiques  de  la  deuxième  sorte.  Hq  dépend  seu- 
lement des  qat 

dqi, 

Si  nous  prenons  les  équations  différentielles  relatives  îx  k  =  b, 
nous  aurons,  puisque  O^  =  o, 

^(dioq"i-^a',bq'-)  =  o; 

y,          .              ,               dUo 
au,qi  sera  nul,  puisque  c  est -. 

Alors,  les  équations  sintègrent  immédiatement  et  donnent 

V  Ca';^!/;—  a'i,,qi)  =  M/,. 

Chaque  constante  M/,  est  ce  qu'on  peut  appeler  un  moment  du 
système. 

Un  second  cas  remarquable  est  celui  où  tous  ces  moments  M^ 
sont  nuls. 

Ainsi  donc,  nous  aurons  deux  sortes  remarquables  de  marées 
statiques  : 
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Celles  (Je  Ja  prciiucrc  soile,  corre.spondaaL  à  y^  =  u  :  louLes  les 
vitesses  sont  nulles,  pas  de  courants  à  l'intérieur; 

Celles  do  la  deuxième  suite,  correspondant  à  Mé  =  o  :  ce  sont 
les  monienis  qui  sduI  nuls,  il  v  a  do  courants  constants  à  l'inté- 
rieur. 

24.  Il  V  a  deux  cas  où  ces  deux  sortes  de  marées  statiques  se 
confondent  : 

i"  Si  I  équation  en  À  des  oscillations  propres  n"a  pas  de  racine 
nulle.  En  effet,  dans  ce  cas,  il  n'existe  pas  de  <j(j  et  la  question  ne 
se  pose  pas;  nous  savons  qu'un  p(dvnoine  >\\\  picuiier  det;ré  ne 
peut  être  solution  du  problème. 

2"  Si  l'équilibre  est  absolu.  On  a  alors  ( j;  8)  «^.^  =  o. 

Les  équations  .M^  =  o  (pu  dounciil  les  marées  statiques  de  la 
deuxième  sorte  deviennent  simplement 

y]  «'//-'//=  'S 

et,  comme  les  q\^  sont  toujours  nuls,  ces  équations  sont  des  rela- 
tions linéaires  entre  les  q\.  Nous  aurons  autant  de  relations  dis- 
tinctes que  de  r/^.  Par  suite,  ces  ci\  sont  tous  nuls,  et  l'on  retrouve 
les  marées  stalicjues  de  la  preiuière  sorte. 

Au  contraire,  dans  le  cas  des  axes  tournants,  qui  est  celui  de  la 
nature,  les  deux  sortes  de  marées  sont  à  distinguer.  En  elVel,  sup- 
posons qu'il  n'y  ait  pas  de  courants  internes,  (/^ç,  ^  o,  la  surface 
tendra  vers  \n\ç:  position  d'écpiilibre  correspondant  à  laction  des 
forces  extérieures. 

Mais,  s'il  y  a  des  courants  iiilenies,  une  force  nou\elle  s  intro- 
duira outre  les  forces  extérieures  :  c'est  la  force  de  Coriolis, 
laquelle  est  perpendiculaire  à  la  direction  des  courants,  et  dont 
l'action  altérera  la  surface  d'équilibre. 

Nous  verrons  plus  tard  l'importance  de  cette  distinction. 

2*).  Oscillations  contraintes  d'un  système  à  deux  groupes  de 
paramètres.  —  ^ous  axons  alor>  c/,=  l/^''^  ).  ('lant  ici  une  con- 
stante qui  (léliiiit  la  |)ériode  «le  la  force  jx'ilurbalrice.  Mais,  dans 
riiypollièse   d'un   système    constilu(''  di'  telle  sorte  (jue  li„  ne  dé- 
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pende    pas    des    paraiiirlres   r//,,    ou    a    O^  z^::  o   el    ré([ualioii    des 
momeiils  subsiste, 

Sculeincnl,  euninie  dans  le  cas  des  marées  slalnpics  de  la 
deuxième  sorte,  les  moments  iM^  seront  l'orcément  nuls;  en  ellet, 
ils  doivent  être  à  la  fois  constants  el  projtortionnels  à  é'-^  comme 
les  q  et  les  q' . 

Alors,  une  première  (piesiion  se  pose.  Supposons  qu'il  s'agisse 
d  une  marée  à  très  longue  période  :  À  sera  alors  très  petit,  et  nous 
aurons  une  marée  que  nous  pourrons  traiter  comme  une  ujarée 
statique.  Mais  comme  une  marée  statique  de  quelle  sorte?  D'après 
ce  que  nous  \enons  de  dire,  quel  que  soit  A,  iM^=o;  lorsque  A 
tendra  \ers  zéro,  M/,  restera  nul  et,  par  conséquent,  les  ^y,  tendront, 
non  vers  les  valeurs  de  la  première  sorte,  mais  vers  les  valeurs  qui 
correspondent  à  une  marée  statique  de  la  deuxième  sorte. 

Supposons  maintenant  le  cas  général,  où  )>  ne^t  pas  très  petit. 
S/,  comme  nous  l'avons  vu  au  paragraphe  10,  est  une  lonction  ra- 
tionnelle de  A  qui  peut  se  décomposer  en  éléments  simples  de  la 

forme  ^ ^5  les  Ay  étant  les  racines  de  l'écpiation  caractéristique 

des  oscillations  pi'opres. 

Si  cette  équation  a  des  racines  nulles,  aurons-nous  des   termes 

en  T-  et  :r7,?  Pour  nous  en  rendre  compte,  supposons  £/  développé 

suivant  les  puissances  croissantes  de  A, 

et  remplaçons  £/   par  cette   valeur  dans   nos  équations   dilleren- 
tielles 

Nous  aurons,  en  ne  conservant  que  les  termes  de  degré  —  2,  —  i 
et  o  en  A, 
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et,  |)iir  siiile,  en  égalant  les  coenîcienls  de  ces  ternies  dans  les  deux 
membres  des  équations  dillerentielles, 

F/.(a,)  =0,  termes  en  -^j 

V /J i,t  ~  j,)  =  o,  »       en  -» 

F/,  (  — H  [3/<  -f-  Y/  1  =  K/(.  »       rie  deiïi'é  o  en  X. 

On  reconnaît  les  trois  éf[uations  (jne  nous  avons  d«''jà  rencontrées 

en  étudiant  les   marées  statiques  (§  22).  Nous  en  conclurons  de 

même  qu'on  a 

«a  =  a/,  =  o. 

Donc,  dans  s,,  pas  de  terme  en  r-,  et  a  fortiori  pas  de  terme 

I 

en  .— j  etc. 

Mais  nous  pourrons  avoir  un  terme  en  -  parce  que,  si  les  |j„  sont 

nuls,  les  ^i  peuvent  être  différents  de  zéro.  Seulement  ces  termes 
ne  figureront  que  dans  l'expression  des  qh\  les  q„y  rpii  seuls  nous 
intéressent,  n  en  aurojit  pas. 

26.  Influence  du  frottement.  —  Cette  influence  est  extrêmement 
faible;  nous  verrons  quelle  est  presque  négligeable,  sauf  le  cas  des 
canaux  étroits  et  si  la  période  est  très  longue,  lille  se  manifeste  de 
plusieurs  manières. 

D'abord,  si  nous  considi'-rons  les  A/  correspondant  aux  oscilla- 
tions propres,  ils  ne  seront  |)lus  purement  imaginaires,  mais  auront 
une  partie  réelle  cpii  sera  toujours  m'-gative  parce  que  lénergie  ira 
en  décroissant.  Les  racines  de  l'équation  en  \  seront  bien  encore 
imaginaires  conjuguées  deux  à  deux,  mais  elles  ne  seront  plus 
deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires.  Voilà  un  premier 
point. 

Vax  voici  la  conséquence  :  Considérons  les  oscillations  con- 
traintes ;  nous  avons  qi  ^  Zie'-^^  qui  est  une  solution  j)arti(ulière, 
mais  la  solution  générale  des  équations  avec  second  membre  est 
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Les  x\y  dépendent  des  conditions  initiales.  Dans  le  cas  des  ma- 
rées, il  est  évident  que  ces  termes  ont  dû  disparaître.  En  efl'et, 
Ày  ayant  sa  partie  réelle  négative,  e'j'  va  constamment  en  décrois- 
sant et,  depuis  que  les  marées  existent,  le  mouvement  dû  aux 
oscillations  propres  doit  être  considéré  comme  couqjlètement 
éteint  :  il  reste  donc  seulement  Toscillation  contrainte  proprement 
dite. 

En  second  heu,  le  frottement  produit  une  diminution  d'ampli- 
tude très  légère  et  aussi  un  léger  décalage. 

Nous  avons  de  plus  une  résonance  moins  parfaite.  En  effet, 
nous  avions 


et  le  phénomène  tie  résonance  était  dû  à  ce  que,  jjour  A  =  Ày,  un 
des  termes  devenait  infini  et,  pour  ainsi  dire,  écrasait  les  autres. 
Avec  le  frottement,  une  résonance  aussi  parfaite  ne  sera  plus  pos- 
sible. En  effet,  K  est  purement  imaginaire,  car  les  forces  perturba- 
trices sont  essentiellement  périodiques  ;  )>y,  au  contraire,  a  une 
partie  réelle  négative.  Donc  A  —  Ày  ne  s'annulera  jamais. 

Cependant,  en  pratique,  la  différence  n'est  pas  très  grande,  car 
la  partie  réelle  de  Ay  est  toujours  extrêmement  petite  en  valeur 
absolue;  il  en  résulte  que  A — )>y  pourra  devenir  extrêmement 
faible,  et  que  nous  aurons  une  résonance  presque  parfaite. 

Enfin,  l'existence  du  frottement  nous  oblige  à  modifier  les  con- 
clusions auxquelles  nous  étions  parvenus  en  ce  qui  concerne  les 
marées  statiques.  Pour  le  montrer,  prenons  un  exemple  simple. 
Supposons 

H  = 1-  to  (  xy  —  yx  ) ; 

X  et  y  représentent  ici  nos  paramètres  cf,  et  Ho  ne  dépend  pasdej>^. 
JNous  devrons  donc  faire  Q^=o,  et  les  équations  de  Lagrange 
relatives  à  notre  système  seront 

x" —  i(xiy'-+-  X  =  Ce"''', 
y"  -^  rmix'  =  o. 

Mais,  pour  tenir  compte  du  frottement,  nous  ajouterons  les 
termes   — o.r',  — ^y'  à   chacun  des   premiers    membres,   et  nous 
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aiiron>^  ;iiii-;i 

.r"  —  ■?.  LMy'  -r-  X  —  p  j-'  =  G  e'-', 
r"-i-  iMx'  —  ^y  =  o. 

Pour  résoiidii'  ces  «'(nialions,  posdiis 

X  =  Ae>', 
y  =  |}e>'. 
Il  viendra 

A(X-—  pÀ  -+-!)—  swBÀ  =  C, 
•2wAÀ  -T-  B(X-—  pÀ)  =  o. 

d  où  l  on  lire 

•>.  (I)  A  X 


Imaginons  que  la  période  de   la  force   perlurbalnce   soit    très 
longue,   el  faisons  tendre  À  vers  zéro.  La  limite  de  A  H  ne  sera  pas 

la  MK'ine  selon  (ju  il  \  aura  ou  (|ii  il  uv  aura  pas  de  I  lol  leiuenl.  S  il 
n  y  a  pas  frollenient, 

p  =  o,  limile  Xn= — -iioX. 

S'il  V  a  frollemenl, 

p  >•  o,  limite   X  lî  =  o. 

Prenons   d'ahord    le  cas  où   p  =  o.  La  première   équation  nous 
donne  alors  à  la  I mille 

A  4-410-^4  =-.  C, 
d  où 

C 


A  = 


I  -i-  4  <^i>'' 


X  sera  conslant,  et  nous  aurons  une  marée  slali(|iie. 

Je  dis  que  ee  sera  une  marée  statique  de  la  tlcuxième  sorte. 
Pour  le  montrer,  il  siillit  de  faire  voir  que  r  ne  se  réduit  pas  à  une 
constante.  Ln  eli'et,  nous  avons,  à  une  constante  |)rès. 


uoA    . 
7  = x"*^    • 


Nous   pomons   prendre    la    constante   ('gale   à    —    '  !  '    >  ce    qui 

3nne 

/A'        , 
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expression  qui  tend  \ers  —  acoA/  lorsque  A  Icnd  \ei's  zéro.  Donc, 
marée  statique  de  Ja  deiixièuie  sorte. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  il  v  a  irotleinent  :  0  >>  o.  On 
a  alors  simplement  A  =  C  ;  r  =  const.  Donc,  inar(''c  statique  de  la 
première  sorte. 

Ainsi,  lorsque  la  période  tend  vers  !  ialiiii,  la  limite  de  la  marée 
n'est  pas  la  même  selon  (pi  il  v  a  ou  non  liott(;meiil.  SM  v  a  frot- 
tement, si  petit  qu'il  soit,  la  limite  est  la  marée  statique  de  la  pre- 
mière sorte;  s'il  n'y  a  pas  de  frottement,  la  limite  est  la  marée 
statique  de  la  deuxième  sorte. 

Laplace  et  ses  successeurs  ont  envisagé  simplement  le  phéno- 
mène statique  delà  première  sorte.  Depuis,  M.  Hough,  astronome 
à  rObservatoire  du  Cap,  dont  nous  analyserons  plus  loin  d'im- 
portants travaux,  a  introduit  cette  distinction  et  a  conclu,  dans  le 
cas  de  la  nature,  à  une  marée  statique  de  la  deuxième  sorte.  Cette 
conclusion  doit-elle  subsister? 

Assurément,  il  y  a  frottement.  Seulement,  ce  frottement  est 
extrêmement  petit.  Si  donc  X  tend  vers  zéro  de  manière  à  donner 
des  périodes  de  plus  en  plus  longues,  la  période  pourra  devenir 
très  longue  tout  en  restant  encore  petite  par  rapport  à  la  durée  qui 
serait  nécessaire  pour  que  l'intluetice  'lu  frottement  fût  sensible  : 
dans  ce  cas,  la  marée  se  rapprochera  de  la  marée  statique  de  la 
deuxième  sorte.  Mais,  la  période  continuant  à  augmenter,  il  arri- 
vera un  moment  où  À  sera  petit  par  raj)j)ort  à  0;  la  période  devra 
alors  être  considérée  comme  grande  par  rapport  au  temps  d'in- 
fluence sensible  du  frottement,  et  l'on  aura  une  marée  statique  de 
la  première  sorte. 

Toute  la  question  est  donc  de  savoir  alors  si  les  marées  à  longue 
période  qu'il  y  a  lieu  de  considérer  (c'est-à-dire  celles  dont  les  pé- 
riodes sont  de  i5  jours,  de  1  mois  ou  de  6  mois)  ont  des  périodes 
petites  ou  grandes  par  rapport  au  teuq)S  irinllucncc  du  Irotlemeut. 
A  celte  (juestion,  M.  Hough  répond  que  les  périodes  sont  |)etites, 
et  que,  par  suite,  on  aura  des  marées  statiques  de  la  deuxième 
sorte. 

C  est  un  point  sur  lecpiel  nous  reviendions. 
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CHAPITRE  II. 

AITLICATIUN   DES  l'ULNCH'lCS  GÉNÉHALX 
AU   PHÉNOMÈNE  DES  MARÉES. 


27.  Nmis  allons  niainlenaiit  a|)|»li([ii<M"  à  I Océan  lui-int'-me  les 
l'csultats  ohlenus  dans  le  cas  d'nn  sjstèine  de  points  matériels. 
Bien  (jiie  rOcéan  soilnn  milieu  continu,  nous  pourrons  le  consi- 
dérer comme  constilut-  par  un  nombre  fini,  mais  très  grand,  de 
points  matériels;  alors,  les  théorèmes  précédents  subsisteront;  il 
suffira  de  remplacer  les  sommes  par  des  intégrales.  Nous  nous 
contenterons  pour  le  moment  d'admettre  cette  proposition,  sous 
réserve  d'en  donner  plus  tard  une  démonstration  rigoureuse. 

!28.  Que  deviennent  alors,  dans  le  cas  de  la  mer,  nos  fonc- 
tions H,  H,,  H,  et  H„? 

Considérons  une  molécule  cjuelconcjue  dans  sa  |)()siti()n  (Tt-cjui- 
libre  relatif,  et  soient  x,  y,  z  ses  coordonnées  par  rapport  aux  axes 
tournants  invariablement  liés  à  la  partie  solide.  Sous  l'action  des 
marées,  cette  molécule  se  déplace  et  ses  coordonnées  dexiennent 
alors  a-  -+-  u,  y  -I-  r,  z -h  <v. 

Les  quantités  //,  i-,  tv  sont  très  petites  et  joueront  le  rôle  des  pa- 
ramètres fj  du  Chapitre  premier.  Nous  désignerons  par  a',  c',  w'ies 
composantes  de  la  vitesse. 

Alors,  rio,  qui  est  la  demi-force  vive  T',  sera 

(i)  n.2=  I dz, 

en  désignant  paiw/-:  I  élément  de  Noiume  cLcdy  dz^  et  la  densité  de 
I  eau  de  mer  étant  |)rise  comme  unité. 

Nous  avons  trouvé  ensuite  cjue  II,  était  égal  à  toM,  M  étant  le 
moment  de  rotation  dans  le  mouvement  relatif.  Ici,  nous  aurons 


M 


=   /   dz\\>'{x -^  u)— u'iy  ^  v)\. 
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Dans  celle  expression,  nous  pouvons  clislini;uer  deux  lermes. 

Celui  en  i'' x —  u'y  esl  du  premier  deyré  en  u'  el  t-"',  c'est-à-dire 
par  rapporta  ce  que  nous  avions  précédemment  appelé  les  q' ;  et 
nous  avons  vu  qu'on  pouvait  toujours  faire  disparaître  les  termes 
du  premier  degré  en  q'  (§  4). 

I.aulre  terme  en  ç' u  —  u' ç  est,  au  contraire,  à  conserver,  et 
nous  aurons 

(2)  Hi  =  co   /  ( v' u  —  u'i')dz. 

Enfin,  nous  savons  qu'en  désignant  par  U  l'énergie  potentielle 
due  à  la  gravitation,  etparyle  moment  d'inertie  de  la  partie  liquide, 
on  a 

(3)  Ho  =  -U+-^. 

z 

Le  terme  "^-^  correspond  à  la  force  centrifuge  ordinaire. 

(  hiant  à  U,  si  nous  appelons  II  le  potentiel  de  la  gravitation  au 
point  considéré  de  masse  dm,  nous  aurons 


U 


=  -    I    lldm. 


Il  convient  de  distinguer  deux  parties  dans  fl. 
Représentons  d'abord  la  partie  solide  du   globe,   puis  la  sur- 
face S   de  la  mer  dans  sa  position  d'équilibre,   enfin  la  surface 


Fi£ 


troublée  2'  (Jig.  i).  Entre  les  surfaces  S  et  S' se  trouve  un  bourrelet 
liquide,  et,  comme  le  volume  total  des  mers  est  invariable,  ce 
bourrelet  se  trouvera  en  partie  positif,  en  partie  négatif. 

Si  nous  envisageons  l'attraction  en  un  point  (|uelcon(jue,  elle  se 
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décompose  en  deux  :  d'une  p;irt,  ralliiiclion  due  à  l'ensemble  de 
la  |)artie  solide  el  de  la  partir  lupiide  dans  sa  position  d  équi- 
libre :  (1  autre  part.  I  atlrarliou  du  bi)urrcirl.    Nous  pourrons  donc 

écrire 

n  =  11'-^  II", 

ir  étant  le  |)Otenliel  dû  à  la  j)arlie  solide  et  à  la  partie  liquide 
dans  sa  position  d  écpiilibre. 

De  même,  le  volume  -:  limité  par  la  surface  troublée  S'  se  com- 
posera de  deux  parties,  et  nous  aurons 


-z'  est  le  volume  de  la  partie  solide  el  de  la  partie  liquide  jusqu'à  la 
surlace  d'équilibre;  x"  est  le  volume  du  bourrelet  et  se  trouve  en 
partie  négatif. 

L'élément  de  masse  dm  aura  pour  valeur 

dm  ^=  p  d-, 

p  étant  la  densité,  qui  est  égale  à  i  pour  la  partie  liquide  et  plus 
grande  que  i  pour  la  partie  solide. 

Nous  pouNons  alors  développer  l'expression  de  l'énergie  poten- 
tielle et  écrire 

—  U  =  -    fw  dm  -f-  -    fn"  dm  ^   '    f  W  dm  +  -    T 11"  dm. 
2  ,,/-,  2  J..  'i  ,  /_„  -i  J,„ 

Le  premier  terme  représente  l'énergie  provenant  de  l'attraction 
sur  lui-même  du  volume  constitué  par  la  partie  solide  et  la  partie 
liquide  en  équilibre;  le  deuxième  terme  représente  l'énergie  pro- 
venant de  l'atliaction  du  bourrelet  sur  la  partie  solide  et  la  |)artie 
liquide  en  équilibre;  le  troisième  terme,  lénergie  provenant  de 
l'attracliou  delà  partie  solide  et  tie  la  |)artie  liquide  en  équililjre 
sur  le  bourreb'l  ;  eiilin  le  (juatrième  terme  re[)résente  l'énergie  pro- 
venant de  l'attraction  du  bourrelet  sur  lui-même. 

Le  premier  terme  est  donc  une  constante,  et  nous  j)ouvons,  par 
suite,  le  supprimer.  Le  deuxième  et  le  troisième  terme  sont  égaux 
entre  eux  d  après  la  théorie  du  [)otentiel  iiew  Ionien  ;  nous  j)ou- 
vons  les  grouper  ensemble,  et  écrire  simplement 


U  =   /  W  dm  -H  -    /    U"  dm. 
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INjiir  avoir  EJq,  il  nous  suffit  (rajouter '^-^  •  Ainsi 

Ho=    /   W dm -i /  II"  dm -i 1  (x--\- ^^ )  dm. 


Posons 


n'+^(.r2  +  j2)  =  G; 


G  est  le  potentiel  dû  à  l'attraction  de  la  partie  invariable  limitée 
par  la  surface  d'équilibre  S,  plus  le  potentiel  dû  à  la  force  centri- 
fuge :  c'est  donc  le  potentiel  qui  engendre  la  pesanteur.  Nous 
avons  alors 


(4) 


Ho  =    /  G  dm  H /  n"  dm, 


nos  intégrales  sétendant  uniquement  au  volume  V  du  bourrelet, 
parce  qu'on  a  pu  supprimer  également  la  partie  constante  du  mo- 
ment d'inertie. 

Considérons  le  premier  terme  de  Hq.  Soit  Go  la  valeur  de  G  sur 
la  surface  d'équilibre  S;  c'est  une  constante  sur  cette  surface.  Pre- 
nons un  point  à  une  distance  ^  de  sa  position  d'équilibre  comptée 
positivement  vers  le  bas;  comme  'C,  est  toujours  petit,  le  potentiel 

sera  devenu 

G  =  G«+^-^, 

g  étant  l'intensité  de  la  pesanteur,  qui  est  constante  si  nous  négli- 
geons l'aplatissement. 

Le  volume  total  du  bourrelet  étant  nul.  on  aura,  puisque  la  den- 
sité est  I  dans  t", 

/  Go  dm  =  /  Go  <^~  =  Go  /  rf~  =  o. 

Le  premier  terme  de  Hq  se  réduit  dune  à  ^  /  "Çdz. 

Pour  évaluer  rh,  prenons  sur  la  surface  X  un  élément  d7  et 
élevons  sur  cette  base  un  [)etit  cylindre  que  nous  découperons  en 
petites  tranches  de  hauteur  dZ,  {fig.  2).  xNous  aurons 

f/x  =  di  c?^ , 

é-j  ^  d-. = gj\h  ^  ^^ = f  y  ^-^  ./a. 

p.  —  III.  4 


5o 
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Donc,  le  iJi-emior  lerinc  fie  Ho  sera-  jZ-r/r:,  fh  riant  un  élé- 
nicnl  (le  la  siirlace  (réqnililjre  S  et  i^  la  valeur  correspomlantc  de 
rabaissement  vertical  dû  à  la  marée. 


Fis. 


a  do-  b 


Occupons-nous  niainlcnant  du  second  terme,  celui  qui  corres- 
pond à  ratlraction  du  bourrelet  sur  lui-même.  Nous  pourrions 
considérer  deux  éléments  de  ^olume  w^/c-,  vV/o-'  et  calculer  l'inté- 
grale double 

r  r  rr'  dz  ch' 

r  étant  la  dislance  des  deux  ])elits  cylindres,  c'est-à-dire  des  deux 
éléments  r/7.  <h'  de  la  surface.  Mais  il  est  jdus  commode  de  dé- 
composer en  fonctions  spbériques. 

On  sait  qu'une  fonction  quelconque  ^  à  la  surface  de  la  sphère 
peut  se  décomposer  en  fonctions  spbériques,  sous  la  forme 

A„  étant  un  cucflicient  et  X,;  une  lonclidu  spbrri(pu"  d'ordre  n. 
Si  X„  et  X^  sont  deux  fonctions  spbériques  d  ortire  dillérent,  on  a 
la  relation  yénéiale 

/  X„  \,,  <^a  =  o, 

l'intégrale  étant  étendue  à  tous  les  éléments  'l<s  de  la  sjihère. 

Nous  pouvons  supposer  de  plus  que  nous  avons  choisi  nos  fonc- 
tions de  telle  sorte  c[ue 

X  l  (h  =  I , 


/ 


Si  nous  consulérons  cbaqiie  élément  de  masse  "C,  a- comme  con- 
centré sur  la  surface,  nous  pourrons  admettre  <|ue  II"  est  le  poten- 
tiel (iTi  à  l'attiactiou  d'une  couche  suj)erlicielle  dont  la  densité 
serait  —  "C,.  A  linlérieur  de  la  sphère.  Il"  satisfait  à   I  ('(piation  de 

La  place 

Ail"  =  o. 
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On  |KMit  (lailltMii-s  le  <li'C()in|ioser  à  rinlérieiiren  loiictions  sphé- 
ricjues  sous  la  foiiue 

/■  étant  la  distance  au  cenlre  rapportée  au  rayon  pris  comme  unité. 
Sur  la  surface,  on  aura,  d'après  un  théorème  connu, 


,.    /     dn        „\ 


c'est-à-dire,  en  faisant  /•  ^  i , 

Z(2n-Hi)H„X„  =  —  471^  =— 4TtSA„X„. 

Nous    aurons    donc,    en    égalant  les    coefficients  des   fonctions 
sphériques  de  même  ordre, 

4~A„ 

ce  qui  détermine  les  coefficients  du  développement  de  II"  en  fonc- 
tion de  ceux  du  développement  de  ^. 

11  est  alors  aisé  d'exprimer  Ho  en  fonction  des  coefficients  A,,. 
Etfectivement.  on  a,  d'une  part, 

J  r^ rf^  =  V  xfj  X2  ch -r-  2^  A„ k„  fx,. X,, d^=y^  Af„ 

puisque  toutes  les  intégrales  de  la  première  somme  sont  égales  à  i, 
et  que  toutes  celles  de  la  seconde  sont  nulles. 
D'autre  part,  on  a  de  même 

f\\   dm  =  fn"  Z,  d^  =  V  A„  B„   f\f,  d^  -4-2  (  A„  \h'  -^  A/,  IJ,  )  ^\„  \,,  d-: 

Jmad  ^md    2  II  -+-  I 

11  en  résulte  que 

Or,  J?  est  la  pesanteur  à  la  surface.  Le  vol  unie  d(;  la  Teire  étant  ^  , 
si  D  est  la  densité  movennc,  la  masse  sera  -^-~ ;  il   faut   lu  <li\iser 
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|)ar  le  carré  du  ravoii  pom-  oljlemr  4'  :  par  suite, 
iJonc,  finalcineiil, 

lorsqu'on  suppose  f^  constant,  c  est-à-dirc  en  négligeant  laplatis- 
sement. 

Remarquons  que,  la  l'onction  sj)lu''ri(|U('  doifirr  zéro  éianl  une 
constante,  son  coeflîcienl  Aq  devra  cire  nul.  l.a  ell'et.  I  in\ariabi- 
lilé  du  volume  des  mers  impose,"  la  condilion 

qui  peut  s'écrire,  puiscpie  AqXo  est  une  constante, 

Toutes  les  intégrales  pour  lesquelles  n  y^  o  étant  nulles,  il  reste 
simplement 

A5   /  (h  =  o, 

d  où 

Ao=  o. 

Nous  verrons  plus  tard  que  A,  est  généralement  très  |)etit.  C'est 
le  terme  en  Ao  qui  est  le  plus  important.  Gomuie  1)  :^  5,5,  on  a 
sensiblement 

(6j  \h=1T.\\l''-^  —  \ 


Le  second  tenue  est  donc  environ  c)  fois  plus  pctil  ipic  le  pre- 
mier. Nous  pourrons  souvent  le  négliger,  c  est-à-dire  négliger  l'at- 
traction du  bourrelet  sur  lui-même,  l'ordre  de  l'erreur  commise  de 


ce  tait  étant  environ  — • 


29.  Expression  du  potentiel  des  forces  perturbatrices.  —  11  nous 
faut  étudier  maintenant  les  cjuantités  (^)  (pii  délinissent  les  forces 
extérieures.    Nous  savons  (§2)  que  -<^o^y  représente  le   travail 
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virtuel  des  forces  extérieures  lors(|u'on  fait  subir  aux  paramètres /v 
des  déplacements  virtuels  o^. 

I^es  forces  extérieures  qui  interviennent  ici  sont  d'abord  l'at- 
traction des  astres  :  Soleil  et  Lune.  Mais  ce  ne  sont  pas  les  seules; 
comme  nos  axes  de  comparaison,  au  lieu  d'être  fixes,  sont  animés 
dun  double  mouvement,  il  faut  également  considérer  les  forces 
fictives  correspondantes  :  force  d'inertie  d'entraînement  et  force 
centrifuge  composée  de  Coriolis.  Le  mouvement  de  rotation  des 
axes  est  le  seul  qui  introduise  une  force  de  Coriolis,  et  nous  avons 
déjà  tenu  compte  de  cette  force  par  l'adjonction  du  terme  H,  ; 
il  n"j  a  donc  pas  lieu  de  la  compter  dans  les  forces  extérieures. 

Quant  aux  forces  d'inertie  d'entraînement,  il  faut  distinguer 
celle  qui  est  due  au  mouvement  de  rotation  des  axes  :  c'est  la  force 
centrifuge    (ordinaire    dont    on    a    également    tenu   comjjte  par   le 

terme  —^  ■  11  reste  donc  à  considérer  uniquement  la  force  d'inertie 

d'entraînement  dans  le  mouvement  de  translation  des  axes  autour 
du  centre  de  gravité  de  l'ensemble  formé  par  la  Terre  et  l'astre 
attirant;  et  cette  force  peut  aisément  s'adjoindre  à  la  force  d'attrac- 
tion elle-même. 

En  efl'et,  soit  P  le  potentiel  des  astres  au  point  considéré  de 
masse  dni\  appelons  — Po  le  potentiel  des  forces  fictives  en  ce 
point,  de  telle  sorte  que 

(7)  2  Q  ô'/  =  ^^   r  P  dm  -  r:   r  Po  dm  =  0   A  P  —  Po)  dm. 

Le  potentiel  P  peut  se  développer  suivant  les  puissances  crois- 
santes des  coordonnées  x,  y,  z  du  point  considéré  : 

Les  composantes  de  la  force  réelle  seront 

dp   ,         rfP   ,         f/P   , 
-7— dm,     —r- dm,      —7- dm., 
dx  dy  dz 

Quelles  seront  celles  de  la  foire  fictive?  L'accélération  d  entraî- 
nement est  l'accélération  |)rise  par  le  centre  de  la  Terre  sou.s  l'ac- 

..        ,  .  111     fl^'    (l?    dP 

lion  des  astres;  ses  composantes  seront  les  valeurs  de  -p-?  -j—,  -j- 

'■  dx     dy      dz 

relali\es  à  ce  centre,  c  esl-à-dire  pour  x  =y  =  z  :=^  o. 
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Par  consL-qiicnl,    les  coinposanles  de  la    loice    d  enlraîneiueul 

sont 

B  dm ,     <  '.  (itn.     D  <///?, 

et  son  traxaii  miIucI  oP„  <:////  sera 

ûl'u  dm  —  (  B  o.r  -f-  C  0 )■  -f-  D  oz  )  dm. 
II  en  iM'siiIle,  le  choix  de   la   (^onslanlc  ('liiiil  ;irl)itraiic.  qii  on  a 
(8)  Po=  A -T- B:r-T-C)--^  D;:. 

pQ  n'est  donc  pas  autre  cliose  (jue  reusenihlc  des  termes  de  de- 
grés G  et  1  de  P. 
Calculons  P.  On  a 


|JL  étant  la  masse   de  l'un  des  astres  altir.mls  et  /•  la   distance  du 
centre  de  cet  astre  à  l'élément  dm  de  la  Miiiace  terrestre. 


Fis. 


Considérons,  par  exemple,  la  Lu  ne  :  soient  O  le  centre  de  la  Terre 
et  a  le  rayon  OM  {fig-  3).  Nous  a\oiis.  en  appelant  o  la  distance  OL 


et  ce  l'angle  MOL, 


r-  =  a^-i-  .3-  —  2rt  .0  cosG. 


Dévelojipons  -  siii\anl  les  puissances  croissantes  de  -  : 
I         I         acoscp        «2(3c()s-o  —  I) 

l)"où,  en  négligeant  les  termes  en  — i 


(9) 


r>=Vif  _V 


.^   \xa  cosco 


<i.a-(  ■)  CnS-'J  —  I 


Ad    0       '    J^  p-  jmd  '>.p'l 

Les  trois  termes  du  développciunit   >()iil  respectivement  de  de- 
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grés  o,  I  t'I  2  ea  .r,  t,  :;  ;  les  deux  premiers  rcprésenleuL  donc  1',, 
et  l'on  a 

(lo)  P — I\,  =  7    '___  (^;5  cos^-j  _  i). 

Consi(l«"rons  le  uièdre  formé  par  les  irois  vecleurs  menés  du 
centre  de  la  Terre  à  l'astre,  à  cl/n  et  au  pôle;  il  nous  fournit  la 

relation 

coscp  =  cosô  cosO  -H  si  II  0  si  11  0  cos  Yj 

Q  étant  la  colalitude  du  lieu,  o  la  dislance  polaire  de  1  astre  et  *' 
1  angle  horaire  de  l'astre  par  rapport  au  lieu;  on  a,  d'adleurs, 

-,  =  Oit  -h'I  —  .H, 

oj  ('tant  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  la  Terre,  •!>  la  longitude 
du  lieu  et  JK  l'ascension  droite  de  l'astre. 

On  voit  que  coscd  est  un  polynôme  du  premier  degré  en  cosv. 
3cos-'j  —  I  sera  donc  un  polynôme  du  second  degré  en  cosy,  par 
suite  un  polynôme  du  second  degré  en  e'T  et  e~'T. 

Par  consé([uent,  Texpression 

P — Pu  =       -a-sia^O    >    -'- siii- o  cosjiy 

(il)  ^  -t-  -  a'' sin?.  tJ   7    — -sin-2ûcosY 

a-  v^    '-'■ 

H — ^  Ocos^O  —  I)  ^    —  (jcos-o  —  i) 

du  potentiel  des  astres  en  un  point  déterminé,  de  coordonnées  0, 
'l,  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

P  —  P„=V  V  <pe"Y. 


Le  |>remier  S  est  relatif  aux  différents  astres;  s  est  un  nombre 
entier  pouvant  prendre  les  valeurs  o,  zt  i ,  ±2;  les  coeKit'ients  <t> 
dépfMidenl  des  distances  polaires  0  et  des  distances  p  des  astres, 
ainsi  ([lie  de  la  colalitude  0,  mais  [)as  de  la  longitude  ni  des  ascen- 
sions droites. 

En  remplaçant"  par  sa  valeur,  ou  aura,  pour  un  astre  considéré 
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isoléinent, 

P  —  Pu  =  ^  ^c-siS.gsiuit-h.u<\i_ 

fPg-si-R  ^^,j  çgj^  jjj^g  f'oiiciion  de  la  colatiliulc  et  du  temps,  pourra 
se  développer  en  une  série  trii;oiioniéli'i(pie  dont  le  terme  général 
sera  Be-'t*',  B  nétanl  plus  fonction  que  de  la  colalilude  et  u.  étant 
petit  par  rapport  à  to,  parce  que  le  mouvement  de  Tastre  est  beau- 
coup plus  lent  que  la  rotation  de  la  Terre. 
Par  suite, 

(il)  F  _  ?„  =  V  e*<w^+«-.^  V  Be=^'>'  =  V  Be^'W-', 

en  posant 

D'après  (i  i),  on  voit  qu'on  aura 

B^-Scos^O  —  i         pour        s  =  o. 
B  ~  sinaO  »  s  =  ±  i , 

B  ~  sin^O  »  s  —±2. 

JNous  obtenons  ainsi  le  développement  du  potentiel  de  lastre  au 
point  O,  'l  considéré. 

En  considérant  alors  la  variation  o(P  —  Po)Zdp,  on  aura  les 
coefficients  Q  correspondant  aux  déplacements  virtuels  oq  des 
paramètres  g  relatifs  à  ce  point. 

Finalement,  l'expression  SQ8^  étendue  à  tout  le  système  se 
trouvera  développée  aussi  en  une  série  de  termes  contenant  en  fac- 
teur e^^,  A  pouvant  avoir  les  valeurs 

l(9.(0±[l),       i(—1U}±ll), 

/(codria),        i(— u)±:[x), 

±   tlJL. 

30.  Classification  des  différents  termes.  —  Nous  avons  donc 
trois  catégories  dillerentes  de  termes. 

Si  nous  considérons  les  valeurs  de  la  première  ligne,  comme  u. 
est  petit  par  rapport  à  to,  nous  aurons  des  termes  pour  lesquels  ). 
sera  très  voisin  de  20)i  ou  de  — 2ix>i,  c'est-à-dire  des  éléments 
isochrones  imaginaires  conjugués  dont  la  période  sera  voisine 
de  I  2  heures  :  il  en  résultera  des  marées  semi-diurnes. 
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Les  valeurs  de  la  seconde  ligne  donneront  de  même  des  termes 
imaginaires  conjugués  deux  à  deux,  dont  la  période  sera  voi- 
sine de  ii  heures,  et  qui  donneront  naissance  à  des  marées 
(Jiitrnes. 

Enfin,  pour  ).  =  « jjl,  ik  étant  voisin  de  zéi'O,  nous  aurions  des 
termes  produisant  des  marées  à  longue  péi'iode. 

Les  termes  ainsi  obtenus  sont  très  nombreux.  Parmi  les  termes 
luiKiires  semi-diurnes,  il  en  est  deux  principaux  : 

Vitesse  angulaire 

M, 2(0)  —  n) 

Ko 2w 

Le  terme  Mo,  qui  dépend  du  moyen  mouvement  n  de  la  Lune, 
existerait  seul  si  l'orbite  lunaire  coïncidait  avec  l'équateur,  et  s  il 
n'y  avait  pas  d'excentricité. 

Le  terme  Ko  contient  en  facteur  sin-I,  I  étant  l'inclinaison  de 
l'orbite  lunaire  sur  l'équateur.  Imaginons  que  nous  répartissions  la 
masse  de  la  Lune  sur  son  orbite,  proportionnellement  au  temps 
mis  à  parcourir  chaque  portion  :  nous  obtiendrons  ainsi  l'effet 
moyen  de  la  Lune.  L'orbite,  par  rapport  à  nos  axes  qui  sont  liés 
à  la  Terre,  tournera  :  cette  rotation  serait  sans  iniluence  si  Ion 
avait  1  =  0,  mais  l'existence  de  l'inclinaison  donnera  naissance 
à  K2. 

L'effet  del'excentricilé  e  se  traduit  dans  le  groupe  semi-diurne 
par  trois  termes  : 

N -2  tu  —  3n-)-T!i 

L 2  w  —    n  —  Tîj 

2  N 2  w  —  4  "  -1-  '■*-  ^ 

dépendant  de  ra,  moyen  mouvement  du  péi'igée  lunaire. 

N  et  L,  qui  contiennent  e  en  facteur,  sont  les  termes  elliptiques 
de  premier  ordre,  l'un  moyen,  l'autre  mineur;  2N  est  le  terme 
elliptique  de  second  ordre,  il  contient  c-  en  facteur. 

Enfin,  les  inégalités,  évection  et  variation,  introduiront  chacune 
deux  termes,  mais  on  ne  considère  pas,  en  général,  le  second 
terme  variationnel  en  raison  de  la  petitesse  de  son  coefficient;  il 
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l'esté  ;nnsi  : 

|X!. 

V j»  (o  —  )  /t  -+-  i  /J 1  —  m 

/ iM  —    n   —  .>. rt  1  -f-  CI 

■1 M»  —  t  /J  —  2  /i  I . 

/ii   csl  le  moyen  nioiivemenl  du  Soleil. 

Parmi  les  termes  lunaires  diurnes,  on  considère  : 

O to  — .in 

Kl co 

00 tu  -)-  u« 

(  J .         (O   —    3  /«  -(-  TH 

M 1 to  —    n   -H  Q 

J to  —    n   —  TO 

»  .  .  .  .      to  —   .(  /J  -^  •>.  T3 

» (O  —  l  n  —  iHi  —  Ts 

Les  lermes  o  et  R|  sont  de  beaucoup  les  plus  importants.  Tous 
les  termes  du  groupe  diurne  contiendront  en  facteur  une  puis- 
sauce  impaii'e  tle  sini,  car,  si  lOn  change  o  en  — —  o,  sinao  change 
de  signe. 

Tous  les  termes  à  partir  de  (^contiennent  e  en  facteur,  1  axant- 
dernier  contient  e'-. 

(^  est  la  dillcrence  des  moyens  mouvements  du  nœud  et  du  pé- 
rigée. 

Enlin,  les  termes  lunaires  à  longue  période  sont  : 

|A|. 

M/. m 

.M  /n .         n  —  M 

» ')  /(  —  m 

» /»  —  7.  /J  1  -!-  m 

MS  /. ■}.{   Il    —   lly) 

Le  leriiie  M  /.  *pii  est  ii'  plu>  iiiip(ulaut  de  ce  groupe,  a  pour 
période —",  c"esl-à-<lire  einiron  i  ;")  ioiirs:  il  contient  en  fac- 
teul•-^ill- 1.  ()iiand  on  change  0  en  -  —  o,  ce  qui  re\ienl  à  changer  I 
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en  — I,  3cos-o — -i  ne  change  pas  :  les  laelciii-s  des  ternies  dn 
groupe  à  longue  jx'-riode  ne  peuvent  donc  (-onlcnir  que  des  puis- 
san('es  paires  de  sini,  de  nu''nie  <pie  les  ternies  du  groupe  scnii- 
dlurne. 

Nous  aurons  maintenant  des  termes  solaires,  mais  le  nombre 
des  termes  efficaces  sera  moins  grand.  Dans  le  groupe  serni- 
(liiifne.  il  suffit  d'en  retenii-  trois  : 

Vitesse  angulaire 

S  2 ■}Alo  —  lli) 

Ko 2  0) 

T J.M  —  3  «  1 

Le  terme  Ko  est  inséparable  du  terme  lunaire  correspondant  : 
leur  somme  ne  forme  qu'un  seul  terme  distinct,  dit  luni-solaire 
ou  sidéral. 

Dans  le  grouj^e  solaire  diurne,  deux  termes  seulement  im- 
portent : 

I    A  |. 
P (O  —  9,  /J  , 

Kl (u 

K,  doit  s'ajouter  également  au  terme  lunaire  correspondant,  pour 
constituer  le  ternie  litni-solaire  ou  sidéral  diurne. 

Enfin,  il  suffit  de  considérer  deux  termes  solaires  à  longue 
période  : 

Si« './«i 

Sa «1 

qui  sont  respectivement  .s7?//?/-rt/i/^//e/  et  annuel. 

La  Lune  et  le  Soleil  étant  les  seuls  astres  perturbateurs,  nous 
nous  trouvons  ainsi  avoir  développé  i'Qo^  en  série  harmonique 
dont  cha(|ue  terme  contient  en  facteur  e'-^^  À  avant  les  valeurs  ci- 
dessus  énumérées,  et  donnera  lieu,  si  on  le  considère  isolément,  à 
une  comp(>sant(.'  isochrone  de  l'oscillation  contrainte. 

Nous  allons  nous  proposer  maintenant  de  rechercher  ces  com- 
posantes. 
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KTIDi;  DES  MARÉKS  A  LONGUE  T'Êliinhi: 


31.  Dans  le  cas  tlune  luarcc  à  longue  période,  A  est  très  petit, 
et  nous  pourrons  considérer  tout  de  suite  le  passage  à  la  limite, 
c'est-à-dire  le  cas  d'une  marée  statique. 

Nous  savons  alors  (§  26)  que,  s'il  y  a  frottement,  la  limite  sera 
une  marée  statique  de  la  première  sorte  ;  nous  n'envisagerons  que 
ce  cas  pour  le  moment. 

Les  résultats  sont  différents,  suivant  qu'on  considère  le  globe 
comme  entièrement  ou  paiticUement  recouvert  par  les  mers,  sui- 
vant aussi  qu'on  néglige  ou  non  l'attraction  du  bourrelet. 

32.  Nous  avons  vu  (§23)  que,  pour  une  marée  slalicpie  de  la 
première  sorte,  les  équations  du  problème  sont 

Ajoutant  les  équations  relatives  à  tous  les  paramètres,  on  a 

c'est-à-dire 

SH„+5  /  (I'  — Po)rf/cr  =  o. 

Calculons  ôH,,.  Nous  savons  (§  28j  que 

les  coefficients  A,,  étant  ceux  du  développement  de  "t  en  fonctions 
S|)hériques, 
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On  en  déduit 


Mais 


0  /'  n: ç j,  =j  2h:' . j, -^  f^ii cl. ^  f  II" 0^ 


da. 


parce  que  les  deux  inléi^rales  du  second  membre  sont  égales  en 
vertu  de  la  théorie  du  potentiel. 
Nous  avons,  par  suite, 

2H,.  =  /- ,  n-  , i,;, 5: d,  =  /, ^2  '^»  ^A«  {^-~y 

Occupons-nous  maintenant  de  P  —  Pg-  En  se  reportant  au  dé- 
veloppement du  potentiel,  on  voit  que  pour  le  terme  à  longue 
période  considéré,   de    vitesse    angulaire    |a|,  P  —  P^   sera   de   la 

foi-me 

P  —  Pu==  R(  jcos^O  —  I)  cosiX/, 

R  étant  une  constante  proportionnelle  à  a- pi. 

3cos-0  —  I  est,  au  facteur  -  près,  le  polynôme  de  Legendre  du 
second  ordre;  et,  en  remarquant  que 

/  (3cos-  6  —  i)'  d(j  =  —^, 

J  13 

nous  pourrons  poser 

3cos-6  —  I  =  4  /  -4^  X2, 

la  fonction  sphérique  Xo  répondant  bien  à  la  condition 

Si  nous  posons  maintenant 

Rcos/ÀM /— ^  =  C, 

nous  aurons 

P-P„-GX,. 

D'où 


î  Ç {P—\\)ld.=^  f  CX.oldc:. 
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En  ajoutant  à  cette  variiitlou  celle  «le  II,,.  niMi>  ;i\i)ns  al(ir'<  pour 
la  condition  (Téquilihie 


f>  l\"~^'^^C\,,rZ<h  =  o, 


équation   (jiii  doit  être  satisfaite   pour   toutes  les  \aleurs  possibles 
de  o'Ç. 

Dans  le  cas  (jù  la  nier  reeou\re  le  i;lolje  enlicreuient,  o..  n  est 
assujetti  qu'à  une  seule  condition,  c'est  que  le  volume  total  de  la 
mer  reste  iinariable:  on  doit  donc  axoir  «-iialeinent 


/ 


ÎjZ  ch  =  o. 


Ces  deux  équations  ne  peuvent  être  satisfaites  en  même   temps 

que  si  l'on  a 

n"-i-  /.'^  -h  0X2=  consl.. 

c'est-à-dire,  en  remplaçant  FI"  et  v  par  leurs  dé\eloj)pements  en 
fonctions  sph(''riques  (§28), 

V  x  /i  -(-  I  3  /  ^md 

la  constante  du  second  membre  étant  prise  égale  à  zéro,  parce 
qu'on  peut  toujours  ajouter  une  constante  à  0". 

Or,    les   A„   ne    sont   assujettis    qu  à    la    condition    d'invariabi- 
lité /  Çt/o-  =  o  qui,  ainsi  ipic  nous  le  savons  déjà,  se  réduit  à  Aq  ^  o. 

Tous  les  autres  coefficients  étant  arbitraires,  il  en  résulte  que  l'é- 
quation précédente  est  une  identité.  On  en  lire  donc  A,,  =:  o,  sauf 
pour  n  =  2,  et 

d'où 

C 


A,  =  — 


4-D        1- 
3  5 


I.a  \arialioii  de  niveau  due  à  la  man'-e  considérée  sera  donc 
c.  _  .    y    _  GX2         _       H(  jcos^O  —  i)cost).^ 
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La  surface  Lronhlée  s'obtiendra  en  portant  sur  touLes  les  nor- 
males à  la  surface  d  ('(luililire  des  longueurs  proportionnelles 
à  3cos-6  —  I  :  on  obtiendra  ainsi  un  cUipsoïdede  révolution,  tlonl 
raj)lahsseinent  varie  proporlionneilcnient  àcosi/.t.  La  marée  sera 
dailleurs  nulle  sur  les  deux  parallèles  de  ±  35"  environ,  corres- 
pondant à  3cos-0  —  I  =  o. 

Le  problème  est  dans  ce  cas  complètement  résolu,  même  en 
tenant  compte  de  l'attraction  du  bourrelet. 

33.  Influence  des  continents.  —  Dans  le  cas  où  la  mer  ne  re- 
couvre pas  tout  le  globe,  la  présence  des  continents  introduira  de 
nouvelles  liaisons,  les  A„  ne  seront  plus  quelconques  et  léquation 
à  laquelle  nous  sommes  par\enus  ne  sera  plus  une  identité. 

Sur  les  continents,  nous  devrons  avoir 

^  ^  o,  par  suite         oZ  =  o. 

Les  variations  oX  sont  donc  assujetties  maintenant,  non  plus  à 
une  seule  condition,  mais  encore  à  la  condition  o!^  =  o  sur  toute 
la  surface  des  continents.  Il  en  résulte  que  l'équation  d'équi- 
libre 

\n"-^é-ç^c\i)?zch  =  o, 


/' 


où  l'intégrale   est  étendue  à  la  surface  des  mers  seulement,  doit 
être  une  conséquence  de 

^  ôr  rfj  =  o 


n 


sur  l'ensemble  du  globe  et  de 

or  =  o 

sur  la  surface  des  continents. 
On  doit  donc  a\oir  encore 

H" -H    i^Z,  -\-  CX2=   COIlSl. 

à  la  surface  des  mers,  et,  à  la  surface  des  continents. 

Le  calcul  serait  très  com|)liqué  et  conduirait  à  des  conclusions 
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fort  complexes  si  l'on  voulait  tenir  compte  de  Taltraction  du  bour 
relet.  Mais,  si  nous  admettons  (piOn  puisse  négliger  II",  on  aura 

^'X.  == — C\î-i- const., 
d'où 

R  cos/X<(3cos2  0  — i)  K 


/.ttD  i-l» 


K  (''tiuit  une  constante. 

La  nouvelle  surface  d'équilibre  sera  encore  nn  ellipsoïde, 
j)uiscjue  la  marée    X^    comprend    encore    un    terme   proportionnel 

àXo. 

L'introduclion  tlu  lerme  constant  revient  à  considérer,  au  lieu 
de  la  sphère  entièrement  recouverte  par  les  mers,  une  sphère  de 
rayon  légèrement  moindre,  la  ditlérence  représentant  le  volume 
des  continents  au-dessus  des  eaux;  et  l'ellipsoïde  limiU'  par  la 
surface  troublée  aura  même  volume  que  cette  sphère  réduite, 
mais  non  pas  que  la  sphère  limitée  par  la  surface  d'équilibre  sup- 
posée prolongée  sous  les  continents  {fig-  4)- 

Fig.  4. 


En  etlct,  SI  nous  considérons  la  surface  d'équilibre  et  la  surface 
déformée,  ce  sont  les  volumes  à  V extérieur  des  continents  qui 
doivent  rester  égaux  ;  mais  les  portions  sous  les  continents 
n'entrent  pas  en  ligne  de  compte  et  ne  sont  pas  égales  en  général. 

Comment  calculerons-nous  la  constante  R?  De  manière  que  le 
volume  total  des  mers  resli'  invariable.  La  condition  est 


flch  =  o, 
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c"osl-à-clire.  en  reinplaranl  w  jiar  sa  valeur, 

R  cos  i\t    I  (3  eus-  0  —  i)  (h  -h  K   j    t/a  =  o. 

Appelons  il  la  siirJacc  totale  des  mers, 

o  -^    /  (h, 
et  posons 


/' 


(  3  oos-  0  —  I  I  ^T  =  —  E  i2. 

iNons  aurons  alors 

K  =  REcosjX/ 

et 

R  (  3  cos-  6  —  I  -h  E  )  cos  / X  / 


On  \oit  que  1  iulrodiiclion  du  terme  E  cliange  la  valeur  des  pa- 
rallèles pour  lestpiels  la  marée  reste  nulle. 

Pour  caleuler  E,  il  suffirait  de  connaître  la  distribution  des  con- 
tinents; la  loi  de  profondeur  des  mers  n'intervient  pas.  Or,  lai 
répartition  des  continents  est  parfaitement  connue,  sauf  dans  le- 
voisinage  du  pôle  antarcticpie.  Le  calcul  a  été  fait  dans  deux  liv- 
pothèses,  et  I  on  a  trouvé 

E  =  o,  00486 

dans  le  cas  d'une  mer  libre, 

li  ^0,01  ï>o 

dans  le  cas  d'un  continent. 

L'observation  des  marées  à  longue  période  aurait  donc  permis- 
théoriquement  de  décider  de  l'existence  d'un  continent  antarc^ 
tique,  hupiellc  n  est  plus  douteuse  acluellem<'ut  ;  mallieureuse- 
ment  celte  obser\alion  présente;,  en  ptalifjiic.  de  très  grandes  dif- 
licultés. 

3i.    Si    l'on    \oiilait   tenir  coiuple   à  la   fois  des  continents  et  de 
lattraction  du    bourrelet  sur  lui-même,   le   problèuie   se   poserait 
ainsi  :  il  faudrait  trouver  une  fonction  O"  qui   satisfasse,  à  linté- 
P.  —  III  5 
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rieur  de  la  sphère,  à  réqualiuii  <le  Laplace 

All"=o, 

el  aux  condilions  aux  limites  siii\aiiles  : 
V  la  siirraee  des  ineivs  ou  de\iait  a\oir 

ir'-f-  ,A':  -r  (^X:;  ^   fOllSl., 

c'est-à-dire,  puisque 

'/II' 

-'<  =  <'  —  -"• 

el  (ju  il  est  Ion  jours  permis  d  a|ouler  une  couslanle  à  II", 

il/,,f^'_„A_n"=cx... 

De  plus,  à  la  surface  des  coutiiieuls,  on  aurait 


c'est-à-dire 


•}.  /•— 7—     -  Il    =  o. 

dr 


On  parvient  à  résoudre  le  proijlèine  en  introduisant  certaines 
fonctions  dont  les  propriétés  rappellent  celles  des  fonctions  s|)lié- 
riques,  auxquelles  elles  se  réduisent  d'ailleurs  dans  le  cas  d'une 
mer  recouvrant  tout  le  globe,  mais  qui  dépendent  de  la  forme  des 
continents.  [H.  Poincark.  Sur  l'équiHhie  cl  le  mouvement  des 
mers  [Journal  de  MathénidtMjnes  pures  el  appliquées).^ 
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CHAPITRE  lY. 

ÉTUDK  Di:S  MARÉKS   V  COURTE  PÉUIODK  OU  MARÉES  DYNAMIQUES. 


3o.  Il  s'ai;il  ici  Je  lruii\erles  composantes  des  oscillations  con- 
traintes coiTCspondant  aux  deux  premiers  termes  du  développe- 
ment (le  P  —  Po  (§  ^9).  Pour  cela,  il  est  nécessaire  de  recourir  aux 
é<jualions  de  rHydrodYnamique. 

Soient  dm  1  élément  de  masse  correspondant  à  l'élément  de  vo- 
lume (Yt;  ^dm,  Y d/)K  V^dm  les  composantes  de  la  force  exté- 
rieure appliquée  à  cet  élément  :  p  la  pression.  On  a,  dans  le  cas  de 

l'équilibre, 

dm        dp 
d-z        dx 

et,  si  la  densité  de  leau  de  mer  est  prise  pour  unité,  les  équations 
de  l'Hydrostatique  s'écrivent 

dx  dv  dz 

Pour  passer  aux  é([uations  de  l'Hydrodynamique,  il  suffit  d  in- 
troduire la  force  d'inertie. 

Soient  a?,  r,  ^  les  coordonnées  de  la  molécule  dans  sa  position 
d'équilibre  ;  x  -\-  u,  y  -i-  i",  z-  -{-  w  les  coordonnées  de  cette  même 
molécule  dérangée;  w',  c',  iv'  les  composantes  de  sa  vitesse.  Nous 
savons  qu'on  peut  donner  au\  équations  deux  formes  diflerentes, 
celle  d'Euler  et  celle  de  Lagrange. 

Si,  comme  l'a  fait  T.agrange,  nous  prenons  comme  variables  les 
coordonnées  initiales  de  la  molécule  et  le  temps  ^,  c'est-à-dire  si 
nous  considérons  la  molécule  dont  les  coordonnées  initiales  J?, y,  z 
sont  aciuellement  devenues  x  -\-  u,  y  -|-  c,  :;  -(-  et',  les  composantes 
de  l'accélération  sont  simplement 

du'       dv'       d\v' 
~dt  '     Ht  '     ~dt  * 


t  Ux  sera 

du'        du'  dx 

du'  dy 

du'  dz 

~dt  ~^  TU-  ~dt  " 

dy    dt 

dz    dl  ' 

du          du'     , 

'/«     ., 

du'     , 

dt          dx 

dy 

-  dz''- 

CiS  1'ui:mii;uk  iautik.    —  chapitre  iv. 

Si,  au  coiilrairc.  nous  coMSHh'Tons  avec  Euler  la  inolfcule  dont 
les  .coordonnées  actuelles  sonl  ^^',.1'.  :-,  1;»  vitesse  à  riu><lant  /  con- 
sidéri'  sera  une  foncliou  de  x,  y,  z  el  (  ei  la  comixisanlc  de  lac- 
(t'Iéralioii  sui\anl 


(■  esl-à-dire 


Mais,  dans  le  cas  des  marées,  il  n'y  a  j>as  de  |)areille  dislinclion 
à  taire.  Les  déplacements  //,  r.  u'  sonl,  en  elTel,  toujours  très 
petits  ainsi  ipie  leurs  déri\ées  :  1  accélération  de  la  uioN-cule  dont 
les  coordonnées  actuelles  sont  x  -h  a^  y  +  c,  ;  +  tr  el  celle  de  la 
molécule  dont  les  coordonnées  actuelles  sont  .r.  r.  r  ne  dillereront 
que  par  des  quantiti's  du  second  ordre,  toujours  négligeables,  el 

,.,,.,  ,  ..  |.  du' 

nous  |)Ourrons  indillcicnimcnt  l'cprcsenh'r  I  une  ou  I  aiilic  par  — r— 

d-^u 

ou    — ; 

dt' 

Alors,  en  tenant  compte  de  la  force  dinerlie.  la  force  totale  a|)- 
plicjuée  à  l'élément  dni  sera 


el  les  équations  de  l  Hydrodvnatuupie  seront 

d'^  u  dp 

~  ~dT^      '  dx' 

dt-    ~  dy' 

d-  il'  <lp 

'"  ~dF  ^  TTz' 

Il  faudra,  en  oulie.  leur  ad  joindic  Ic^piation  de  conlinuilé 

y  du 

cl  les  équations  iH-sultanl   des  conditions  aux  limites  :  le  déplace- 
ment /^  c,  n'  ne  peut   avoir  de  composante  normale  le  long  de  la 
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paroi,  et  sur  la  surface  lihie  ou  doit  avoii' 

p  =  consi. 

36.  Kn  raison  des  difficullés  que  présenle  le  |)rol)l«"'nir  considéri'- 
dans  toute  sa  généralité,  nous  procéderons  par  étapes  successives 
en  traitant  une  série  de  cas  de  plus  en  plus  compliqués. 

\ous  nous  occuperons  d'abord  des  oscillations  d'un  litpiide  ])e- 
sanl  dans  un  vase,  en  négligeant  la  courbure  de  la  Terre,  la  force 
centrifuge  composée  et  l'attraction  du  bourrelet  sur  lui-même. 

En  second  lieu,  nous  aborderons  les  oscillations  d'un  liquide 
recouvrant  une  sphère  non  tournante,  c'est-à-dire  ([ue  nous  tien- 
drons compte  de  la  courbure,  mais  nous  négligerons  encore  la 
force  centrifuge  composée. 

Ensuite,  nous  étudierons  les  oscillations  dun  liquide  dans  un 
vase  tournant,  c'esfe-à-dire  que  nous  négligerons  la  courbure,  mais 
en  considérant  cette  fois  la  force  centrifuge  composée. 

Enfin,  nous  tiendrons  compte  de  tous  les  éléments  du  problème 
en  étudiant  les  oscillations  dun  liquide  pesant  recouvrant  tout  ou 
partie  d'une  sphère  tournante;  même,  dans  certains  cas,  nous  ver- 
rons quelle  peut  être  l'influence  de  l'attraction  du  bourrelet. 

87.  Oscillations  d  un  liquide  pesant  dans  itu  vase.  —  Nous  avons 
trouvé  les  équations  londamentales 

d-  u  il  p 

d-  V  dp 

dl'     ~~  dy  ' 

d-  >»■  df^^ 

de-    '"   ^        dz  ' 

«,  r.  ivétant  les  composantes  M\  déplaceuKuil  ;  \'////,  ^  dnt^  7. dm 
celles  de  la  l'orce  ap|)liquée  à  l'élément  c///i  ;  p  la  pression;  la  den- 
sité du  liquide  étant  prise  d'ailleurs  pour  unité. 

Nous  supposerons  la  force  X,  Y,  Z  soumise  à  un  potentiel  \  , 

X  dx  -+-  Y  dy  -^Z  dz  —  d\ . 

Ce  potentiel  se  conq)osc  ici  du  |)otenliel  di'i  à  la  pesanteur  et  de 
celui   des  forces   extérieures.    Ea   pesanteur    n'est   |)as    une   lorce 
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troublante,  c'est  elle  qui   engendre  Ho;  on  peut  jtremlre  son  po- 
tentiel égal  à  o-z  en  comptant  les  c  positifs  vers  le  Ijas. 

Les  forces  extérieures  se  réduisent  ;t  l'attraction  des  astres;  cette 
attraction  est  soumise  à  un  potenlicl  I*  —  l'„  «jui.  ainsi  que  nous 
le  savons.  dé|)en(l  «lu  lein[)s.  ConsidtMons  nu  des  éléments  iso- 
chrones du  dt-\eloppeinent  tle  ce  potentiel,  el  p«isons 

\'  =  A'  -  -r-  <^  e"  ; 

C  est  une  fonction  connue  de  x.  y,  z. 

ï^es  équations  du  problème  s'écri\<Mit  idors 


d-  Il          d     .. 

— /'N 

dt-          <ly 

-  P). 

d-  w          d 

—, —  =  -r  <  \ 
dt^          dz 

-  p). 

Sous  rinllueace  des  forces  extérieures,  le  liquide  du  vase  pren- 
dia  des  oscillations  contraintes:  par  conséquent,  les  composantes//, 
(',  w  du  déplacement,  qui  jouent  ici  le  même  rôle  que  les  para- 
mètres q  relatifs  à  un  svslème  île  points  discrets,  seront  propor- 
tionnelles à  e'-'.  Nous  aurons  donc,  (pi'il  s'agisse  d'ailleurs  d'oscil- 
lations propres  ou  d'oscillalions  contraintes, 

d-u  _  . .,  <i-v  _  ,  ,  d-iv  _  .  .^ 

~dF  "   '  "'  ^ÎÏÏ  "   '     ■  dt-    ~  '' 

et  les  équations  dc\  iciidinui 

d     , 
dx 

A2(>     —    —-(  \    —  I)  ), 

dy 
A-ir  =  —  (\   —  p  I, 


dz 


À-  étant  esseni  iillciiicnl  né,t;alil. 
Si  maintenant   nous  noxms 


À2o  =  V-^, 


ETUDIC    DES    MARKKS    A    COIRTK    l'KKIODK    or    M\ur;i:s    DVNA.MIQli: 

les  éfiiialions  du  prohirine  piendronl  la  (Ornic  simplo 


a 

d-o 

V 

dy 

U' 

— 

11 

On  voit  que  '^  est  un  potentiel  analogue  à  un  potentiel  des  vi- 
tesses :  c'est  {une  fonction  de  r,  r,  3,  multipliée  par  le  facteur  c^^ 
qu'il  nous  arrivera  parfois  de  sous-enlendre  dans  ce  qui   suit. 

Quant  à  1  écpiation  de  continuité,  elle  s'écrira 


A  désignant,  comme  d Ordinaire,  le  laplacien  de  la  fonction  ce. 
C5  devra  satisfaire  à  cette  dernière  équation  en  tous  les  points  à 
l'intérieur  du  vase  :  mais,  en  plus,  'i  devra  satisfaire  aux  conditions 
aux  limites. 

(  hielles  seront  ces  conditions?  11  nous  faut  distinguer  entre  les 
parois  et  la  surface  libre. 

En  un  point  quelconque  des  parois,  le  déplacement  doit  être 
tangent  à  la  surface  de  la  paroi;  donc 


a,   ji,  Y  étant  les  cosinus  dii-ecteurs  de  la  normale.  Par  suite,   la 
fonction  cp  est  assujettie  sur  la  paroi  solide  à  la  condition 

fix  dy  dz 


qui  peut  s  écrire  encore 


do 


en  désignant  par  du  le  petit  élément  de  la  normale  à  la  paroi  dont 
les  composantes  suixant  les  axes  sont  respectivement  r/.r,  r/y,  dz. 
Sur  la  surface  libre,  la  condition  à  remplir  est  que  la  pression/? 
soit  égale  à  la  |)ression  atMiospli('ii(pie.  Nous  devrons  donc  avoir 


—  ^'  =  oon<t. 


72  PREMIKHK    l'ARTlK.    —    CHAPITRE    IV. 

Or.  quelle  est  la  valeur  de  V  sur  la  surface  libre? 

Soit  \  0  la  valeur  de  \  sur  la  surface  d'équilibre,  que  nous  pren- 
drons comme  plan  desxy.  Taxe  des  r  étant  dirii^é  vers  le  bas.  On 
aura 

C  avant  une  valeur  connue  au  poiiil  considéré  de  la  surface. 

En  ce  |)oint.  élc\ons  une  pei|jendiculaire  à  la  surface  d'équi- 
libre juscjuà  sa  rencontre  a\ec  la  surface  libre,  et  soit  w  la  lon- 
gueur de  cette  perpendiculaire  comptée  positivement  \  ers  le  bas; 
nous  aurons 

Or,  nous  pourrons  prendre  simplement 

d\  __ 

dz    ~  "■ 

car  le   potenliel   des  astres   pciil   t'-iic   considéré   comme  constant 
quand  on  passe  de  la  surface  (ré(piilibre  à  la  surface  libre.  Déplus, 

1^  est  la  composante  ncjrmale  du  déplacement;  c'est  donc  ■-^■ 
Par  suite,  à  la  surface  libre. 

4z 
et  la  condition  à  celte  surface  sera 

dz 

car,  C5  n'étant  définie  (|ue  par  ses  dérivées,  la  constante  peut  être 
supposée  nulle. 

Ainsi,  la  lonctioii 'i  doit  satishtirc  aux  conditions  suivantes  : 

I"    V  I  intérieur  du  vase,  on  doit  avoir 

A'j;  =  ()  : 

a"   Sur  les  parois  solides 

dn 
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3"    A  la  surface  libre 

'  az 

S'il  s'agit  (roscilliilions  coiilraiiitcs.  /,  et  C  sont  des  ilonuées. 
S'il  s'agit  d'oscillalioas  propres,  A  est  une  inconnue  à  délcrniiner, 
mais  C  =  o,  et  la  dernière  condition  se  réduit  à 

'AH.  Cas  où  la  profondeur  du  vase  est  infiniment  petite.  — 
Nous  a\ons  le  dioil  de  faire  cette  hvpotlirse.  parce  que  la  proton- 
deur de  la  nier  est  très  petite  par  rapj)ort  à  la  loni;ueur  d  onde 
d'une  ondulation  de  la  marée.  Kn  eflet,  on  peut  admettre  pour  la 
nier  une  profondeur  moyenne  de  5^"'.  tandis  (|ue  la  longueur  dune 
onde  marée  est  comparable  aux  dimensions  mêmes  des  bassins 
océaniques. 

De  même  que  précédemment,  nous  négligeons  encore  la  spliéri- 
cité  et  la  force  centrifuge  composée.  Soit  /i  la  protondeur;  ;  est 
également  très  petit,  et  l'on  peut  développer  '^  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  ;  : 

Cp   =   Oy  -~  O]  C   -I-  0-2  J-  ^-  .  .  .  , 

c2„,  '^,,  'z>-2,  . . .  étant  des  fonctions  de  a;  et  de  i'.  multipliées  par  e'^. 
A  quelles  conditions  devront  satisfaire  ces  fonctions? 
A  1  intérieur,  on  devra  ;i\oir 


o. 


doi 


d.r-         (ly- 

-T— =-  =  -i  Ci 0  M-  ( )  C  O,  -*- . . .  : 
dz- 


Aci  =  A'yo  —  •'. ïo ^  z(  A^i  ^  () -^3 ;  -h .  .  . , 


les  termes  négligés  étant  du  second  ordre. 

La  condition  Acs  ::=  o  devant  être  satisfaite  pour  ;  =  o,  on  devra 
avoir  entre  '^|,  et  'ij  la  relation 

(l)  Aoo-f-  2^2  —  o. 
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Au  tond,  nous  aurons 

'/te  _     d'^        ^  r/cp  do 

(In  (l.r        '  dy        '  dz  ' 

a,  p,  y  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  fond,  ou  des 
quantités  proporlionnelles  à  ces  cosinus.  (  )r.  la  surface  du  fond  a 
pour  équation 

et  les  cosinus  directeurs  de  l;i  iioriiiide  sonl  pronortiunuels  à  -;— , 

'       '  dx 

-7-  et  —  I .  La  condition  au  fond  s'éeiil  donc 

d'f  _  dli  ,h         dh   d-:. 
dz        dx  dx        dy  dv 

ou,  plus  siniplenient. 

di  __  x^  dh  d<s 
^^^  Tz  "" 2d7û^  71^' 

Maintenant 

d-s> 

az         '  ' 

en  négligeant  les  termes  en  z- \  ce  (|ui  doiiue  au  fond,  pour  ;  =  /i, 
et  en  tenant  compte  de  <c  cpie  2'^.,  =i —  A'^o, 

do 

dz        '  ■     ' 

I*ar  conséquent. 

,  „  ,  v^  d/t   do 

(3;  .^,^ /,Acp„^>  — -^. 

^^  ll.f    i/x 

Remarquons  que.  pour  r  =  A,  on  a,  en  négligeant  //-, 

do         do.,  do^ 

dx         dx  dx 

n  •  I  V^  dh    do  ,  t/cpo    <    (J^^ 

Par  suite,    dans    >  -j-  v-'   nous  pourrons  substituer  -i—  a  -r-> 
^^  dx  dx  '  dx       dx 

il  condition  toutefois  de  supposer  que  les  dérivées  de  li  sont  éga- 
lement très  petites.  Sous  cette  réserve,  la  condition  au  fond  nous 
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donne  entre  'f^  et  '■s^  la  relation 

'  •  '        ^^  dx   ax       Mi^  dx        dx  I 

Koste  la  condition  à  la  Mirlace  libre.  On  iloil  a\oir  (^  37) 

dz 

ce  qui  s'écrit  ici,  pour  c  =  o, 

X^œo— ^'f  I  —  Ge>'=  o, 
ou,  en  tenant  conipLe  de  (4), 

..  -u      ..    ,.    -^     /*  -^     -  CeAf  =  o. 
^^  dx  ',      dx  j 

Nous  pouvons  maintenant  supprimer  sans  ambiguïté  l'indice  o, 
et  nous  vovons  que  le  problème  se  ramène  à  la  détermination  dune 
fonction  ci  de  x  et  y  qui.  en  tous  les  points  de  la  surface  libre, 
qui  est  une  aire  plane,  doit  satisfaire  à  l'équation  (5) 


/    /,  t/o 


^"-"i  =  ^^in;-v^x)- 


Ge>-' 


'i  étant    [)ropoilionnel    à  e'^,    on  a,   d  ailleurs,    dans   tous   les  cas. 

Pour  les  oscillations  contraintes,    l'équation   du    problème  sera 
donc 

'  '         dn        '^  ^  dx  •      dx  / 

Pour  les  oscdlations  j»i  opres.  celle  équation  sera 

La   fonction    z>   devra,    en   outre,    satisfaiie   aux   conditions   aux 
limites  de  l'aire  plane. 

Si  le  vase  se  ternune   par  des  parois  \erticales,  sur  ces  parois 
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les  flérivées  de  //  sont  infinies  et,  par  suite,  les  équations  (6)  éta- 
blies dans  riivjtotlièse  où  ces  dérivées  sont  très  petites  ne  subsistent 
plus:  mais  la  condition  aux  limites  est  très  simple,  la  normale  à  la 
paroi  se  trouve  dans  le  plan  nié-mc  delà  surface  libre,  et  l'on  devra 
avoir 

-f-  =  o. 
a/1 

Si,  au  contraire,  la  ()aroi  est  inclinée,  celle  condition  ne  donne 
plus  lien,  car  il  faudrait  introduire  la  dérivée  de  es  par  rapporta  z. 
r^a  condition  aux  limites  e»t  alors  que  es  devra  rester  fini.  A  pre- 
mière \ue,  cette  condition  peut  paraître  superflue,  mais  elle  n'est 
cependant  pas  remplie  (relle-nième.  Supposons,  en  effet,  que  'j 
et  //  dépendent  de  t  seulement;  l'équation  (6  Ois)  des  oscillations 
propres  se  réduit  alors  à 

h'Si   -4-  /i  o  =  —  cp . 

»  *  fr      i 

Cette  équation  difiércntielle  linéaire  du  second  ordre  admet, 
par  hypothèse,  une  solution  finie,  mais  elle  en  admet  deux  dis- 
tinctes, et  la  seconde  peut  ne  pas  être  finie.  Soit  >l  cette  seconde 
solution. 

h^^  fi  •y=  77 'l'- 
Entre '-p  et  'l  existe  donc  la  relation 

/i  (  'Si"<\i  —  'J/"o)  -f-  /j'('f 'd/  —  'Vcp)  =  o, 

qui  s  intègre  inmiédiateinent  cl  donne 


'Il  =  {^o    I • 


Or.  'i  est  fini  par  livpollièse:  sur  le  l)t)rd.  h  r^  o  et,  par  consi'-- 
quenl,  la  seconde  solution  est  infinie  et  ne  saurait  convcnii-.  Il  est 
donc  l)ien  nécessaire  d'('non<cr  la  conditiun. 

Hi*.   Cas  où  la  profondeur  du  vase  est  constante    —   Les   parois 

seront   alors   scrlicales,   et   la   comliliou  aux   limites  sera   -p- =z  o. 

fin 
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Supposons  qu'il  s'agisse  d'un  vase  reclangiilai?-e,  dont  les  parois 
lalérales  seront  les  plans  {fi g.  5) 


vP  =  o, 

a?  =  a, 


7  =  0. 
y  =  b, 


et  proposons-nous  d'étudier  les  oscillations   propres    du    liquide 
qu  il  renferme,  h  étant  constant,  léquation  (()  bis)  se  réduit  à 

On  peut  y  satisfaire  en  prenant 

o  =  cos eus  — 7= —  e'  '. 

'  a  h 


j.  et  V  elant  des  entiers. 


l-ii 


y.b 


y.o 


Nou 


s  voAons  d  al)or<i  que  les  conditions  aux   parois  seront  rem- 

,.                     ,,.        do                                      ..                    .     a— ./•  , 

plies:  en  eiiet, -^-7  contenant   en  lacleur  sin^ >  scr.i   nul    pour 

j--  =  o  et  J7  =  «:  de  même,  —r  s  annulera  pour  y  ^  o  et  v  =  0. 

dy  I 


JJ'autre  part,  on  aura 


b^ 


-^^■-y.'é 


L'équation  du  problème  sera  donc  satisfaite  si  I  on  |)ren(l 

Il  suffira  de  donner  à  <j.  et  v  toutes  les  valeurs  entières  possibles 
et  Ton  obtiendra  ainsi  toutes  celles  de  A,  (pii  sont  purement  ima- 
ginaires. 

La  fonction  es  correspondant  à  une  des  périodes  d  oscdialious 
propres  étant  ainsi  connue,  on  obtiendrait  facilement,  d'après  les 
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formules  du  paragraplie  [)rért'M]ent,  la  fonction  'i,  et,  pai'  suite,  le 
fiéplaeement   \  erlieal 


-m-^'=Zi-r^"i^r) 


(iiin  |)oint  (le  la  >urface  d'é([uililiir.  Le  prohièine  est  donc  complè- 
lemenl  résolu. 

Il  nous  reste  cependant  à  nionlier  qu  il  ne  comporte  pas  d'autres 
solutions.  Pour  cela,  décomposons  le  plan  en  une  série  de  rec- 
taniiles  par  des  parallMes  aux  axes 

./•  =  [j.  c/ ,       y  =  ''  ^  • 

La  fonction  i  n'est  définie  que  tlans  le  |)remierde  ces  rectangles. 
^«ous  la  définirons  dans  tout  le  plan,  par  symétrie,  en  admettant 
que  'J  reprenne  la  même  valeur  en  des  points  également  distants, 
de  part  et  d'autre  d'un  côté.  Si  l'on  considère  un  des  axes  de  sy- 
métrie, des  deux  côtés  de  cette  coupure,  la  fonction  reprend  la 
même  valeur;  elle  est  donc  continue.  Il  en  sera  de  même  de  ses 
dérivées  d'ordre  j)air;  tandis  que  ses  dérivées  d'ordre  im|)air,  chan- 
geant de  signe,  ne  seront  pas  continues,  en  général,  sur  les  lèvres 
de  la  coupure  :  seules  seront  continues  celles  qui  s'annuleront  sur 
la  cou|)ure.  C'est  précisément  le  cas  de  la  dérivée  première,  puisque 

-r-  ^  o  sur  les  cotes  du  premier  rectanjrle. 

La  fonction  'i  et  ses  il(''ri\ées  premières  et  secondes  sont  donc 
continues  dans  tout  \c  |)lan.  Nous  ()ourr()ns,  j)ar  suite,  développer  es, 
qui  est  essentiellement  périodique,  sous  la  forme 

A  cos ros  —7—  , 

a  0 

et   nous   pourrons  différentier  terme    à  terme  deux    fois,    ce    (|ui 
(l(»nne 

Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  Tt-cpialion 

À^o  =  .^//Ao, 


nous  aurons 


7  A  cos  ■ cos  —7—    X-  -i-  iriiT.-    7   -—      =  o, 

j^  a  b    \  "         ^a^-) 
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et  celle  expression  doil  être  identiqiiemtïut  nulle.  Il  faut  donc  que 
tous  les  coefficients  soient  nuls,  c'est-à-dire  que 


aTa-^. 


rA-^y  ^J  =0. 
^U  a- 1 


Par  conséquent,  ou  bien  tous  les  A  sont  nuls,  auquel  cas  '^  est 
identiquement  nul;  ou  bien  A-  est  le!  qu  il  annule  un  des  coefli- 
■cienls 

>.-.^- 2  :::=.■• 

Vlors  le  coefficient  A  correspondant  est  dirtérent  de  zéro:  on 
peut  le  prendre  égal  à  i,  et  tous  les  autres  A  sont  nuls.  Nous  re- 
tombons ainsi  sur  la  solution  précédente. 

11  n'y  en  a  donc  pas  d'autre. 

iO.  Interprétation  des  résultats  précédents.  Ondes  stationnaires 
par  réflexion.  —  On  peut  donner  des  résultats  qui  viennent  d'être 
obtenus  une  interprétation  facile.  Nous  avons  trouvé  que  léqua- 
tion  des  oscillations  propres  d'un  liquide  contenu  dans  un  vase 
rectangulaire  était 

a2c;  =  — ^  =  A'/'  A'j. 

Si  l'on  suppose  que  i  ne  dépende  pas  de  r,  cette  équation  se 

réduira  à 

d-  o  j  ^''^ 

'dÈ^  ^  ^'dcP-' 

C'est  l'équation  des  cordes  vibrantes.  On  sait  quelle  admet 
pour  solution  générale 

0  =  FU  — ar)-r-F|(/-4-ax), 

I 
en  prenant  a  = • 

Le  premier  terme  de  '-3  représente  une  onde  plane  se  propageant 
dans  le  sens  des  x  positifs  avec  la  vitesse  sj iih\  le  deuxième  terme 
représente  une  onde  plane  se  propageant  avec  la  même  vitesse 
dans  le  sens  des  x  négatifs. 

Considérons  l'une  quelconque  de  ces  ondes.  F  par  exemple,  et 
supposons  ([u  elle  rencontre  la  j)aroi  verticale  x  =  o. 
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,  ■     d-:.  .... 

>ur  celte  paroi,  nous  devrons  avoir  -7^  ^  o,  c  est-a-dire 
'  ax 

F'(  /)—  F',  (/  »  =  o. 
Donc 

F'=F', 
el,  par  suite, 

F  =  F,. 

Ceci  montre  ([u  il  \  a  réHcMon  coniplrle  de  ronde  sur  la  paroi 
verticale  et  cpie  les  deux  termes  de  -z.  reprf'scntcnl.  I  vin  I  onde 
incidente,  1  autre  l'onde  rélléchie. 

Chacune  de  ces  ondes  aura  la  période  t  =  -^  du  lacteur  ('■'^  et, 

connue  la   vitesse  de   propaj^ation   e>l     >  la    longueur  d  onde   sera 
A  ^  -  =  -T~-  ■  L  expression  de  clia<pie  onde  sera  donc 


t 


X 


\    z=  COS  tX(  t  Z^  7.x  ) 


et  leur  ensemble  ronsli  tuera,  après  itilexion  sur  la  [»aroi,  une  onde 

stationnaire 

■:^  =  ■?.  co9,i\'xx  cos/'À  t. 

imaginons  maintenant  dans  le  hassin  rectangulaire  considéré 
au  |)aragraplie  \\S)  une  onde  <le  peilurhalioii  se  dirigeant  de  lori- 
gine  vers  la  droite.  Elle  va  heurter  la  paroi  j- =  r/,  se  réfléchir  en 
arrière,  heurter  .r^o,  se  rétléchir  de  nouveau,  et  ainsi  de  suite. 
Toutes  ces  diverses  ondes  vont  interférer  et  se  détruiront  en  gé- 
néral. .Mais,  si  la  longueur  d'onde  est  convenable,  elles  jiouiront 
s  ajouter  et  donner  naissance  à  une  oscillation  propre,  analogue  à 
celle  des  tuyaux  sonores  ou  d  une  corde  fixée  à  ses  deux  extrémités. 

Cette  oscillation  projtrc  ne  j)()mra  se  proiluire  que  si  la  lon- 
gueur (I  du  bassin  est  un  mullinlc  de  la  demi-lon'jueur  d  onde  -7^— • 
Nous  devons  donc  retrouver  toutes  les  solutions  précédentes  cor- 
respondant à  V  ^  o  en  choisissant  À  de  telle  sorte  qu'on  ait 


V.  étant  un  entier  (luelconnue.  Il  en  i(''siilie  /Àa  =  '-^  et,  par  suite, 
'  '  '  a  ' 

\XTZX     . 

(i  =  COS-! e'^', 

a 

c  est-à-dire,  ellectiveinent,  les  solutions  du  paragraphe  3V). 
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L'interprétation  des  solutions  correspondant  k  y  ^  o  peut  se 
(aire  d.'une  manière  analogue,  en  considérant,  non  plus  une  onde 
normale  à  Taxe  des  x,  mais  une  onde  obli({ue.  Nous  tâcherons 
alors  de  satisfaire  à  l'équation  générale 

en  prenant 

o  =  Y  (t.  —  OLX  —  ^y  ) , 

ce  qui  représente   une  onde   plane  dont  le  plan  a   une  direction 
quelconque. 

La  sid:)slitntion  dans  l'équation  différentielle  donne 

F"=i'-A(a2+p2)F", 
d'où  la  condition 

gh 

Imaginons  maintenant  une  rencontre  avec  la  paroi  x  ^  o.  Nous 
poserons,  pour  représenter  le  système  des  deux  ondes, 

cp  =  ¥{t  —  V.X  —  ^y)-^¥i(t-^ax  —  '^y). 

La  fonction  F(  doit  avoir,  en  effet,  tout  le  long  de  la  paroi  ré- 
fléchissante J7  =  o,  le  même  argument  t  —  j3y  que  la  fonction  F. 

De  plus,  sur  cette  paroi,  on  doit  avoir  -j^  =  o;  donc 

ce  qui  entraîne 

F  =  Fi. 

Il  y  a  donc  encore  réflexion,  et  l'on  retrouve  bien  les  lois  ordi- 
naires de  la  réflexion,  c'est-à-dire  l'égalité  entre  les  angles  des 
normales  aux  ondes  et  à  la  paroi. 

L'onde  incidente  primitive  se  réfléchira  sur  les  quatre  parois, 
et  nous  aurons  quaire  directions  possibles  de  propagation,  symé- 
triques deux  à  deux.  Pour  qu'il  en  résulte  une  oscillation  propre, 
il  faiulra  que  la  fonction  es  re()résentant  l'ensemble  de  ces  ondes  soit 

IL-KX  V— V 

COS  ^ COS— j^  COSiA/, 

a  h 


A-  ayant  ici  la  valeur ^r-   >  ^■ 


P.  —  III. 
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II.  Cas  où  la  profondeur  du  vase  est  constante,  mais  finie.  — 
-Nous  UDiis  sommes  pUu  es  jiisqii  ni  (iaas  1  lijjjullièst'  cl  une  prolon- 
(leiir  infmimenl  petite,  ce  qui  se  rapproche  sensiblement  des  condi- 
liitns  du  |)rol)lème  des  marées:  mais  on  peut  traiter  très  facilement 
aussi  le  cas  plus  jjénéral  d'une  prolondeur  Haie.  Soil  h  cette  pro- 
fondeur, supj)osée  constante.    An   fond,   c'est-à-dire   pour  z^^h, 

I  ^'^  I  ■      I      '     I         '^'^ 

nous   devrons   avoir  v  =  o  et,    sur   les    i)ai()i>    lateiale?.    -r-  =  o. 
dz  '  dn 

Nous  allons  montrer  qu  on  jtetit  satisfaire  aux  conditions  du 
problème  en  prenant 

Considérons  dahord   I  ('(iiialion  \-z.^^i).  Il  faut  «jur  nous  avons 

A'i  =  ■:.■>  A'^i  —  O]  l'^i  =  o; 
donc 

Or,  le  premier  terme  de  cette  éi;alité  ne  dé|)end  que  de  .r  et  r, 
le  second  dépend  de  ;  seulement.  Il  faut,  par  suite,  qu  ils  soient 
constants;  d'où  la  condition 

ri    ^         ?2    "" 
(pii  nous  fournit  les  deux  relations 

'ii  et 'jj  devront  satisfaire  à  ces  conditums  |)oiir  (pic  I  é(piali<tii   de 
continuité  soit  satislaile. 

\  (jjons  maintenant  ce  (pu  se  j)assc  sur  les  ])arois  lal«''rales. 

Comme  "'  =  o,  nous  dc\  rons  avoir 

dx  dy 

c  est-à-dire.  [)uisque  'ij  ne  dt'-pend  cjue  de  c. 


dn 
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doù 

(2)  ^=0. 

an 

Ainsi,  la  fonction  c5,  doit  satisfaire  aux  deux  conditions  sui- 
vantes : 

Atpi -I- /'-Oj  —  o,  à   I  intérieur, 

— -i-  =  o,  sur  le  contour  de  la   suriace. 

(in 

f.a  fonction  ■^■,  \,\  se  trouver  assujettie,  à  son  tour,  par  les  con- 
ditions à  la  surface  libre  et  au  fond. 

Pour  :;  =  o,  nous  devrons  avoir,  dans  le  cas  des  oscillations 
propres, 

A-œ  —  ^y-  =  o. 
'  dz 

ce  qui  donne  ici.  en  suppiiuiant  le  facteur  commun  'j|, 

(3)  X-^cp.-.^-^  =o. 
Knfîn,   pour  r  =  /*,  nous  aurons 

'■»  ^  =  °-       ■ 

coo  doit  satisfaire,  en  outre,  à  la  seconde  des  équations  (ij,  la- 
quelle admet  pour  intégrale  générale 

On  tire  de  là 

dz 


d  oii,  pour  ;  =  o. 


pour 


^=(A  — B)/r         et         o.,  =  A  +  B 
dz 


et.  pour  z  ^^  It^ 

^  =  A/,e''/'-  YM<e   '<>'. 
dz 

Les  deux  conditions  à  la  surface  hbre  et  au  fond  nous  fournissent 
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donc  les  relations 

,ir(  A  —  lîi/>-  =  X2(.\  +  B), 


(I  on  1  on   tii-f 
et 


B  =  A  e'-i^'^ 


X-        ,  I  —  c- 
(6)  —  =  A- : 


Si  donc  on  a  clioisi  k  de  manière  à  satisfaire  à  la  première  des 
équations  (i)  (jiii  dclinit  es,,  on  aura 

(p.,  =  A  (  e'^'-  +  e^/'/'  e-^'-  ) 

et  la  relation  (6)  déterminera  )>.  Le  problème  est,  par  suite,  entiè- 
rement résolu. 

Dans  le  cas  particulier  d  un  vase  rectangulaire,  traité  au  para- 
graphe 39  pour  une  profondeur  inliuiincnl  petite,  on  j)oiirra 
j)rendre 

U.TZX  VTCV 

(3.  =  COS-^ COS  — f-1 

a  b 

à  condition  d'attribner.à  /.-  en  \ertu  de  (i)  la  valeur 

A-2  z=  Tz-  y  --  • 

On  \  oit  que  nous  avons  ici 

/■V^    I  -  f2/'/' 

taudis  (juc  nous  avions  trouvé,  dans  le  cas  on  Ton  négligeait  les 
termes  en  A*, 

Mais  la  première  valeur  se  réduit  à  la  seconde  si    1  on  sn|)|)Ose 
petit,  car  le  facteur  contenant  des  exponentielles  devient  ;iIors 

_A/t  =  -Tzhi  /S  ^„- 
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i2.  Vitesse  de  propagation  d'une  onde  plane  dans  un  canal 
indéfini.  —  Nous  a\()ns  vn  au  paiagraphe  40  que,  dans  le  cas  d  une 
profondeur    ronslanle     inlliiinicnl    petite,  la   vitesse   d'une    onde 

plane  qui  se  propage  parallèlement  a  Ox  est  égale  à  ygTi  et  ne  dé- 
pend, par  suite,  que  tie  cette  profondeur. 

Ce  résultat  ne  subsiste  plus  dans  le  cas  d'une  profondeur  finie  : 
la  vitesse  de  propagation  est  alors  fonction,  à  la  fois,  de  la  profon- 
deur et  de  la  longueur  d'onde. 

\in  effet,  nous  a\ons  alors 

Aoi  +  /c-O]  =  o, 

ecpiatiou  qui,  en  tenant  conipte  de  ce  que  A-'^|=  ,  ,  i  se  réduit, 
dans  le  cas  où  ',5,  ne  dépend  pas  de  ^\  à 


dr^  Â^    dx^ 

L'onde  se  propagera  donc  avec  une  vitesse 


lA^ 


/c2        y    /.    e-.AA. 


Cette  vitesse  est  bien  fonction,  non  seulement  de  h,  mais  encore 
de  A\  c'est-à-dire  de  la  longueur  d'onde  qui  est  égale  ici  à  —p- 

Si  //  était  infiniment  grand,  la  vitesse  de  propagation  serait  1/ V» 
c  esl-à-dire  proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  la  longueur 
d-ondeA(r=:^/f^). 

Si,   au  contraire,  h  esl    infinluieiil   petit,   on  retrouve   bien,    en 
négligeant  les  quantités  de  l'ordre  de  /<-,  une  vitesse  égale  à  \igliy 
indépendante  de  la   longueur   d'onde.   C'est  le  cas   des    marées 
ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  remarquer. 

Si  l'onde  considérée  est  oblicpie  par  rapport  à  l'axe  Ox  de  notre 
canal   indéfini,   es,    ne   sera    plus   in(l(''|)eiKlant  de   r,   mais  propor- 


tionnef  a  cos— 7^^  el  nous  aurons 
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f*ar  suite. 


ou 


).* 


A^ 


v-r-    r/.r- 
"6^ 


Ce  n'esl  pas  autre  chose  que  l'équation  relative  à  la  propagation 
de  l'onde  normale,  dans  laquelle  on  a  remplacé  k-  par  k- ^• 

Par  suite,  l'onde  oblique  considérée  paraîtra  se  propager  dans 
le  canal  avec  une  vitesse  égale  à 


X'^ 


A-2 


V-TC- 


vitesse  supérieure  à  celle  de  Tonde  normale. 

On  se  rend  compte  ais<'nient  de  cette  diflérencc.  Il  faut  consi- 
dérer non  seulement  l'onde  priniiti\e,  mais  encore  l'onde  réfléchie  : 
c'est  pourquoi  la  longueur  d'oniie  apparente  de  l'oscillation  résul- 
tante sera  «c,  plus  grande  que  la  longueur  d'onde  normale  (lO. 

Fig.  5  bis. 


Si  le  canal,  au  lieu  dètre  indéfini,  constitue  un  hassin  rectangu- 
laire de  hmgueur  r/,  il  ne  pourra  naître  d'oscillations  propres  qu'au- 
tant que  a  sera  un  multi[)le  de  la  demi-longueur  d'onde  apparente, 
c'est-à-dire  qu'on  devra  avoir 


On  retrouve  hien  ainsi  la  condition 
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ï,].  Propagation  dans  un  canal  de  profondeur  discontinue.  — 
Siir)posons  inainlenanl  (|iie  le  canal  considéré  présente  une  varia- 
lion  de  profondeur,  mais  une  variation  discontinue.  Par  exemple. 
pt)ur  x  <C  o,  nous  aurons  une  profondeur  /?,  pour  .r  ]>  o  une  pro- 
fondeur h.  el  poui-  ./  =  <»  la  piofctndeui-  passera  brusquement  de  // 
à  /?'  [  fi  g.  ()  ). 


Fig.  H. 


Pour  nous  rapprocher  des  conditions  du  problème  des  marées, 
nous  admettrons  cpie  ces  profondeurs  sont  infiniment  petites  par 
rapport  ;i  la  longueur  d'onde. 

Considérons  dans  le  premier  bief  a:'  ■<  o  une  onde  incidente  nor- 
male se  propageant  dans  le  sens  des  x  positifs.  A  sa  rencontre 
avec  le  seuil  .r  =  o,  cette  onde  éprouvera  une  rétlexion  partielle; 
de  sorte  que  le  mouvement  dans  le  premier  bief  dépendra  d'une 

fonction 

o  =  Ff;—  a.r)  -!-  Fi^/  ^  aa7), 

expression  dans  laquelle  on  a  a  =     • 

Dans  le  deuxième  bief  x  >>  o,  se  propagera  une  seule  onde  ré- 
fractée, et  nous  aurons 

-^  =  V.,{t  —  'XX) 


avec  V.  = 


^ 


(Hielles  relations  aurons-nous  entre  les  fonctions  F,  F,   et  Fj? 
D'abord,  pour  .r  =  o,  'j/  doit  être  continu;  donc 

F-t-F,=  F.>. 

Fn  second  lieu  — ^  n'est  pas  continu,  mais  // -7^  reste  continu. 
dx  ■  dx 

En  effet,  en  nous  reportant  aux  notations  du  paragraphe  ilS, 
nous  voyons  que  la  surélévation  w  est  égale  à  o,,  en  négligeant  les 
termes  de  Tordre  de  //-':  el.  daprrs  la  foiinule  (4), 


^  dx  \    dx 


"*        dx  \    dx 
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Ici.  la  Ibnolion  o  ne  dépendant  pas  de  v,  nous  aurons  siniple- 

iiient 

d  l ,  do\ 
te)' 

Si  donc  h  -~-  ctail  discontinu,  !^  Sfiail  infini,  ce  tpii  est  impos- 
sible. 

Exprimons  donc  tpic.  pour  .r  =  o,  la  valeur  de  A  -j^  csl  la  même 
(les  deux  côtés  du  seuil;  nous  ohlicndrons  la  rf'lalion 
olIiV  {  n  —  'iltV\(t)  =  t!  h'  V'^{  t  ), 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

a/?(F  — F,;  =  a'A'F,. 

émette  relation,  combinée  avec 

F  +  F,  =  F,, 

nous  déterminera  V\  et  I".,,  connaissant  F.  On  a,  daillcurs, 

a  A    ~  V    h' 
Si  donc  A  •<  A,  on  aura  F^  >»  V . 

W.  Voyons  maintenant  ce  qui  se  passe  dans  le  cas  d'une  onde 
oblique.   Nous  aurons,  pour  x  •<  o, 

o  =  F(/  —  aa-  —  \iy)  -i-  Fi(<  -j-  %x  —^^y) 
as  ce  la  condition  (§  40) 

a--)-  iJ- :=  — r* 

iVjiii-  X  ■>  o,  nous  aurons  seulement  Tonde  réfractée 
o  =  Va  t  —  a'.r  —  'iy), 

la    \aleur  de    'p  devant   rester  la   mciuc,  car  aulr(;mcnt  \\  n  j  aurait 
pas  raccordement  pour  .r  =  o;  de  |ilus, 

IC<r'lvons  (pie.  |)()ur  ./■  =  o,  'j  reste  continu:  il  \icnl 
Y^t-  [ijK)  -f-  F,  (  t  —  fij)  =  F,(  l  -  \iy). 
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c'est-à-(lire 

F  -^  F,  =  F2 

comme  précédemment. 

Je  dis  que  h-^  reste  encore  continu.  En  eUet, 


dx  \     dx 


dx  \     dx  I        dy  \    dy  > 


Si  donc  li-^ne  restait  pas  continu,  il  faudrait,  ou  bien  que  I 

dx  ^  ' 

(le\ienne  infini,  ce  qui  est  impossible,  ou  bien  que  -j--,  c'est-à-dire 

r.  devienne  infini,  ce  qui  est  impossible  également.  Nous  retrouve- 
rons alors,  en  exprimant  cette  continuité,  la  même  équation  que 
tout  à  l'heure,  où  l'argument  t  sera  remplacé  par  t —  ^}'.  Finale- 
ment, nous  aurons  encore  les  deux  équations 

F  -+-  F,  =  F,, 
aA(F  —  F,)=  a'/î'F,,, 

doù  Ion  tirera  F,  et  Fo. 

Ce  sont  les  mêmes  équations  que  pour  l'onde  normale;  seule- 

I  a'//'     .  ,        -      1  .       /h' 

ment,  le  rapport  — —  n  est  plus  égal  ^M/  y  • 


x  =  b 


x'^b' 


io.  Oscillations  propres  d'un  bassin  rectangulaire  partagé  en 
deux  bief  s  où  la  profondeur  reste  constante.  —  Imaginons  que  le 
canal  ind«'lini  cpir  nous  \eu(tns  de  considérer  soit  limité  par  deux 
parois  verticales  .r  = —  b,  x  = -\-  b\  le  seuil  restant  .r  =:  o.  13ans 
le  bief  de  gauche,  nous  avons  la  profondeur  constante  A;  dans  le 
bief  de  droite,  la  profondeur  constante  li  :  h  et  h'  sont  sujiposés 
infiniment  petits. 
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Clierclioris  quelles  seroni  les  oseilhilicMis  |)i-()|»res  ilc  ce  hassin. 
Il  faut  tiou\er  uue  fon<ilon  'i  ilr  ./    et   )'  satisfaisant   à   la  con- 
dition 

Posons,  dans  le  |)reinier  bief,  |)Our./<^(), 

o  ^  A  e'-'  cns  i  kl.  (  X  -r-  b  ). 
On  aura 

zm   A-  3£-  CD. 

a  y  dy- 

Les  conditions  aux  limiles  sont  satisfaites  sur  r  =  o  et  sui-  r  =  c. 

Elles  le  sont  également  SUI-  ./■  ^-  —  b,  puisque  alors  -^  =  o. 

On  voit  alors  (jue  ce  satisfera  à  l'équalion  diUerentielle,  à  con- 
dition de  prendre 

I 

Dans  le  deuxième  bief,  posons  de  même 

o  =  AV^'  cosï/.a'l'.r  —  b'). 

Les  conditions  aux  limites  sont  satisfaites  également,  et  l'équa- 
tion difFérentielle  le  sera  si 


s/ffh' 


Maintenant,  écri\ons{|ue  la  fonction  -ç  e>t  continue,  c'est-à-dire 
qu'elle  prend  la  même  valeur  de  part  el  d'autre  de  .r  =  o.  On  aura 

A  cos  iX-xb  =  A'  co^ÎK'j.' b' . 

De  plus,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  montré  (§  i3),  A -p  iloit 
être  continu,  donc  avoir  la  même  valeur  sur  les  deux  lèvres  de  la 
coupure;  par  suite, 

AaA  siii/Xa/y       —  \' ■/  /i'  -iii/Xa'//. 

Divisant   membre  à  membre  ces  deux  dernières  écjualitms,  on 

obtient 

a/;  laiiff/Xa^  -t-  a'/*'  laii:; /Xx'^' =  o. 
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Telle  est  léquation  (|ui  nous  domicra  les  diiïérentes  valeurs  de  A 
définissant  les  périodes  des  oscillations  propres. 

Nous  voyons  d'abord  que,  si  A  =  A',  nous  retrou\ons  bien  les 
valeurs  correspondant  au  cas  d'un  bassin  rectangulaire  de  profon- 
deur constante.    En  eflVl.  coninic  alors  airrra',  l'équation  en  '/.  se 

réduit  à 

tangiXai  h-  lang/Xa6'=  o, 

d'où  Ion  tire 

iK'x(  b  -r-  h' }  =  [jl-ï:, 

u  étant    un    entier,    lui  posant    b  +  b'  =  «,    on   retrouve   bien   la 
condition 


Si.  au  contraire,  nous  supposons  /<'  <  /?,  a'  et  a  seront  dillerents, 
et  nous  aurons 


donc 

el.  par  suite, 


a'  //  '  <  a  /; 


tang/Aa/>|<    tangtÀa'6'   . 

Les  arguments  i).a6  el  i'/.y.' b'  sont  l'éels:  les  cosinus  décroissent 
en  valeur  absolue  lorsque  les  tangentes  croissent  :  donc 

|cosfÂa/>    >- I  ros/Àa'è' |. 

11  en  résulte  que 

A'>  A. 

Lamplilude  de  la  marée  sera  donc  plus  fi^rande  dans  le  bief 
de  profondeur  moindre  ;  c'est  là  un  résultai  qui  trouvera  son 
application  dans  un  grand  nombre  d'exemples  concrets. 

i6.   Le  problème  admet  encore  d'autres   solutions,    plus   géné- 
rales que  celles  que  nous  venons  d'étudier. 
Posons,  pour  a:  <<  o, 

o  =  A  e*-^  cos  — —  cosf  Àa:  i  x  -t-  b). 


et.  pour  J7  >>  o. 


G  =  .\'e^'  cos  — =—  cosi'Àa'i'.r  —  b'). 
c 
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Nous  aurons  alors 

dx- 

'Jll  -  __  zliî: . 

l'diir  (jue  1  t'cuialioii  diHt  rcnlicllf  soil  satisiaile.  un  ile\ra  avoir, 
tians  le  premier  bief. 

et.  (Je  même,  dans  le  second  bief, 

,  .,    ,.,        V---  À- 

Un  voit  tout  de  siiile  (|ur  les  conditions  aux  liiiiitrs  sont  encore 

satisfaites. 

Ouant  aux  conditions  de  conlinuilr  de  ta  et  de  h  v-  pour  x  =  o, 

a' A' 

elles  resteront  exactement  les  mêmes;  seulement.  ne  sera  plus 

'  y.  Il  ■ 

<'i;al  à  l/y-  Dans  l'équation  en  A 

'/.-xli  t;ini;/Àa/v  -:-  Àa' A'  larii^f /.a' /''=::  o. 


on    remplacera    respectncment     /.a    et     Aa     par  I  /  — r  H tt"    fl 

/À-  V"---  ,.  Il  ■         • 

4/ — 7-7  H >   et  Ion  oliliciiara   ainsi   mir  ('(lualion  ou  v  sera   un 

entier  (pndconcpie.  hupudlc  loiiiiiiia  les  valeiii's  de  A. 

•i7.  Expression  des  conditions  aux  limites  lorsque  la  profon- 
deur ne  reste  pas  constante.  —  Dans  tous  les  exemples  que  nous 
a\ons  traités  juscpi  ici,  nous  av(»ns  sup|)0S(''  que  la  profondeur 
lestait  constante,  ou  du  moins  quelle  n'éprouvait  que  des  varia- 
lions  brusques  ;  de  telle  sorte  cpie  les  parois  des  bassins  restaient 
toujours  veilicales. 

Si  la  profondeui'  //  est  variable,  loul  cii  lolaiil  iiilimiiK'iil  petite, 
l'équaliou  dilliMeulielle  à  la(|uell<'  doil  salislaire  la  fonelioii  -c  dans 
le  cas  des  oscillations  proj)res  seia  (^^  38  » 

^^  fix  \     dx  !  i; 

Mais,  SI  II  s  annule  au   bord,  la  condilion  aux    liiiiilcs  lie  poui'ia 
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\        y         d's>  ,  ,  , ,  ... 

plus  cire  -p  =  (),  comme  dans  le  cas  il  une  |)ar()i  verticale,  puisque 

la  normale  à  la  paroi  ne  se  trouvera  plus  dans  le  plan  des  xv  et 
que  cp  ne  dépend  pas  de  z. 

Nous  avons  montré  alors  que  la  condition  aux  limites  était  que  '.:■ 
devait  rester  fini,  et  qu'il  était  nécessaire  d'énoncer  (;ette  condition, 
puisque  la  solution  générale  était  alors  infinie. 

Si  la  paroi,  sans  èti'c  absolument  verticale,  oM'rc  iK'anmoins  une 
pente  très  accusée  sur  les  bords,  dans  la  partie  voisine  du  bord 


\. 


2 


ax 


-p-\  sera  très  grand   par  rapport  au   second  membre  de 


l'équation  dilTérentielle.  Nous  pourrons  alors  écrire  sensiblement, 
dans  le  cas  simple  où  h  et  C2  ne  dépendent  que  de  x. 


d'où 


(i  /     do  \ 

~r  r'  "7"^    =  O' 

clx  \     ax 


Il  -~-  =  c. 
ax 


La  constante  sera  d'ailleurs  nulle,  puisque  h  est  nul  au  bord. 
Il  en  résulte  que  nous  aurons,  dans  tout  l'intervalle  où  la  va- 
riation de  h  est  rapide, 

oftp 


dx 

Cette  égalité  aura  lieu  aussi  sur  le  bord  même,  et,  par  suite,  la 
condition  aux  limites  se  ramènera  à 

d'f 
dn 

tout  comme  si  nous  avions  une  paroi  verticale. 

Voyons  maintenant  ce  qui  se  passe  au  bord  dans  le  cas  général. 
Ecrivons  pour  cela,  sous  sa  forme  développée,  l'équation  dill'i'- 
rentielle  à  la(juelle  doit  satisfaire  la  fonction  a  : 

dh  do        dh  do        \-o 
dx  dx        dy  dy  f: 

Considérons  un  point  situé  sur  le  bord,   menons  la  normale  au 
bord  en  ce  point  et  prenons-la  pour  axe  des  x. 
Nous  aurons,  au  point  considéré, 

dh 
/<  =  o ,         -7—  =  o  ; 

dy 
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donc 

Tr't'r~  ~' 
ce  (|ii  on  |i»^ul  ('■iriie 

<lh   (l-:.         À- (5 
(In    (lu  s,' 

Nous   avons,    soii'-    ceUc    loiinc.    une   relation    inclc|)('n(larilc   du 
choix  des  axes,  cl  (jiii  devra  exister  en  tous  les  points  du  Itoid. 
l'allé  s  applique  égalenienl  au  cas  d'une  paroi  verticale,  car  alors 


<i/l  .        ,,       .  ,.  I     •  1  !•     • 

-7-  est  miini.  et  I  on  ielrou\e  l)icn  la  condition 
an 


du 


Nous  allons  traiter  \\\\  cxciiipic  de  profondeur  \ariidile. 

iS.   Oscillations   d'un  liquide  contenu   dans   un   vase   ayant   la 
forme  d  un  paraboloïde  de  révolution.  —  Nous  aurons  dans  ce  cas 

/(  =  ï(  1  —  X-—  y-  ), 

£  étant  une  constante  que  nous  supposerons  encore  très  petite. 
L'équation  du  problème  est 


h  \ 


h    flh  l-^: 


y^  c/9   (lit  _  A-ç 
^      ^à  dx  dx  i' 


Transtorinons  cette  ('•cpialion  en   prenant  des  coordonnées   po- 
laires : 

X  ^^  p  COS(0, 

y  =  p  sin  co, 

h  -  eCi  — p--î). 

Aous  aurons  alors 

(/'o  1   d'il         I    d'-o 

'         dz-  ?   "p  p     ""J 

^  dJi  do  dh  do  1    dh  do 

^^  dr  dx  dp   dp  p-  dto  dm 

dh 


Vax  substituant,  et   tenant  compte  de  ce  que  -7—  =  o,    d    \ienl 

I  d'^o         \   do         \    d'^o\  d,o  _  À'^  o 

'''      \dp'-        p  dp        p"-  di-M- 1         '^  dp         gz. 
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Supposons  f|ue  la  fonction  'i  soit  développée  on  une  série  de 

Foiirier, 

-^      eus 

///  étant  un  enlier  et  'l  une  l'onclion  de  p  seul. 

On  pourra  considérer  séparément  chaque  terme  et  nous  aurons 

alors 

d-  o 

-j-^  =  —  m- -s,. 

ao}' 

En  substituant  dans  l'équaliou,  nous  obtenons 


équation  ditlerentielle  du  second  ordre. 

Nous  devrons  adopter  une  solution  qui  demeure  linie  aux  bords, 
c'est-à-dire  pour  p  ^  in  1  et  aussi  à  l'intérieur,  en  particulier 
[)Our  0^0. 

(^es  trois  valeurs  particulières  sont  les  seules  pour  lesquelles  la 
fonction  es  pourrait  présenter  des  singularités,  puisque  ce  sont  les 
points  singuliers  de  l'équation  dillerentielle. 

La  théorie  de  Fuchs  nous  apprend  que  pour  ces  trois  valeurs 
une  des  deux  intégrales  reste  holomorphe,  l'autre  devenant  infinie 
parce  qu'elle  contient  un  logarithme  dans  son  développement. 
Notre  fonction  -^  devant  rester  finie,  nous  devons  choisir  ).  de  telle 
sorte  que  ce  soit  la  même  solution  qui  ixste  holomorphe  en  ces 
trois  points  ;  -j;,  restant  alors  holomorphe  pour  les  trois  points 
singuliers  0  =  o  et  0  ^  ±:  1 ,  restera  holomorphe  dans  tout  le  plan  : 
ce  sera  donc  une  fonction  entière. 

Voyons  comment  elle  se  comporte  à  linliiii.  On  sait,  d  après  la 
même  théorie,  que  les  deux  solutions  sont  alors  développables 
sui\ant  les  puissances  décioissantes  de  0 


l'oui-  z  très  grand,  es  se  comporte  donc  comme  p'^;  une  transcen- 
dante entière,  qui  se  comporte  à  l'infini  comme  p^,  ne  peut  être 
qu'un  polynôme  enlier  et  a  ne  peut  être  cpiun  nonibre  entier 
positif.  Par  suite,  la  solution  qui  conxient  ne  |)eul  être  (pi  im 
pol vnonie  entier. 
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Cherchons  tlonc  à  salislaire  ;i  1  t''(|uali(tn  par  un  polvnonie  entier 

Kn  siibsliliiaiit  dans  I  ('-(jualion  dillrrenlielle.  nous  aurons 


OU 

"V  X^pi-'-iq'-—  m-)  —  >    K,p'/{q-^—  /»2  )  =  V  A,pv|  a^  ~  ^  )* 

Egalant  les  coellirients  de  pi~-  dans  les  deux  menihres,  nous 
obtenons  la  relation  de  r(''currence 

\,f(cj'-—  nV^  )  —  A,/_o    (]{  q  —  ■>.  )  —  m2  -^  -j- 

qui  nous  permettra  de  calculer  V^  quand  on  connaîtra  Ay_o,  ou 
inversement.  Seulement,  il  est  nécessaire  qu'on  puisse  s'arrêter. 

Supposons  que  le  polynôme  se  termine  par  un  terme  de  degré  m 
et  que  le  terme  le  plus  élevé  soit  de  degré  n.  11  faut  alors  que 
notre  formule  de  récurrence  ne  nous  donne  pas  de  terme  A^_2, 
(j  étant  égal  à  m  ;  et  c'est  efTeclivement  ce  qui  arrive,  puisque  le 
premier  membre  est  alors  nul. 

De  plus,  il  faut,  si  Ion  prend  q  —  2  =  /?,  que  nous  n'ayons  pas 
de  terme  A^  ;  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

=  /i(  /<  -H  u)  —  m-. 

Cette  relation  nous  déterminera  les  périodes  des  oscillations 
propres  du  système,   m  et  a  sont  deux  eniiers  quelconques,   et 


on  a 

n  i  tn. 


i9.   Lignes  cotidales.    —   Représentons  par  ^  la  surélévation  de 
la    mer   au-dessus  de  sa   position  d'i'cpiilibre  :    ^  est  la  valeur  de 

Kv  =  -j2  pour  ;;  =  o. 

D'a|)rès  ce  qui  précède,  qu'il  s'agisse  d'oscillations  contraintes 
ou  d'oscillations  propres,  î^  se  présentera  sous  la  forme 
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/{■^^y)  peut  t'trc  mit'  (|iianlik''  coniijlevc  et  A  est  piiroineiil  ima- 
ginaire. Nous  aurons  donc,  en  soiiunp.  une  solution  iinai^inaire 
dont  il  faudra  prendre  la  parlie  libelle  pour  jtasser'  aux  appli- 
ealions. 

Si  nous  eonsi(l('-ions  celle  solution  iinai;inaii-e  .  /,  délinil  la 
|)ériode  de  la  soliilion  réelle  correspondante,  le  module  dti  coeffi- 
cienl   /\j:,y)  en  didinil  I  auiplilnde,  et  sou  ai'i;iimenl  la  phase. 

l  ne  li^^ne  cotidale  est  le  lieu  des  points  où  la  marée  se  produit 
à  une  lieure  délerminé'e  :  c  est  donc  une  liyiie  d  égal  ar<;ument  du 
eoelTifieiil  f  {x^  y  ). 

lleiuanpions  (]ue,  s'il  existe  un  point  où  la  maii'e  est  nulle, 
toutes  les  lii^nes  cotidales  se  croiseront  en  ce  point. 


l-u  ce  (pu  concerne  le  prohlème  des  osedialions  d  un  liquide 
renleriné  dans  un  \ase  non  tournant,  si  nous  considérons  d'abord 
les  oxillalioiis  propres,  nous  sa\ous  (pie,  dans  le  cas  ()articulier  de 
l'équilibre  absolu  (!^^^),  le  i  «leflicient  de  e"  est  réel.  Son  argument 
ne  peut  donc  ('tre  que  o  ou  7:.  II  en  résulte  que  le  bassin  va  se 
trou\er  diNisé   en  un  certain  nombre  de  r(''i;ions  par  des  lignes  sur 

V\s..  9. 


Iesqu(dles  la  marée  est  eonslamnieni  nulle  :  < c  sont  des  iignes 
nofloli's,  et.  dans  les  régions  (pi ClIes  >c|)aienl.  la  jtliase  est  alter- 
na ti\  cment   o  et  ". 

\\  —  m.  7 
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Il  n'en  esl  plus  di'  iik-iih'  loisqii  un  ticiil  compte  de  la  force 
cenlrifuge  composée. 

Ainsi  donc,  |)Oi]r  les  ox  ill.ilinns  pi'o|)res  cl  (laii>  le  cas  de  1  c- 
quilihre  ahsolii,  noii>  ;iiiiiiri>  <ics  lii;ni'>  uodalcs  cl  |tas  de  lignes 
cotidales. 

(icpendanl,  il  esl  un  i  ii>  particulier  où  il  c\i>ie  des  lignes  coli- 
dales  pour  les  oscillations  |)roprcs  :  c'est  celui  où  1  équation  en  y. 
a  des  racines  multiples.  Gonsidi'-rons,  connue  au  paragraphe  'A\). 
un  bassin  rectangulaire  de  |)ioloiidciir  constante.  Engénéial,  léfpia- 
tion  en  À  n'a  pas  de  racines  iimliiplcs  :  mais,  si  le  bassin  se  réduit 
à  un  carré,  elle  aura  une  racine  double.  ■ 

En  effet,    nous   avons   une   oscillation    pi-oprc    corrcs|>ondant   à 

'j.  =  I  ,  V  =  o,  d'où  A  =  i  YgTl  —  cl  daii.-^  laquelle 


Une  autre  oscillation   propre  corresponil  à    'j.  =  o,  v  =  i,    il  où 


/,  =  /  v/ôVÎ  T  et  donne 


T.  V 

t  ~  cos  — r-  ■ 


Les  deux  \alcurs  d<'  /.  des  iciineiit  égales  dans  le  cas  du  carré. 
On  peut  alors  combiner  les  deux  solutions,   puisque  leurs  pé- 
riodes sont  les  mêmes,  et  écrire 


A  cos  -^^ — r-  B  eus  '■^^^—  \  e>' 


A  cl  1>  étant  des  coellieicnls  quelconques. 

Choisissons  A  réel  et  B  imaginaire,  B  =  /B  .    l/argumcnl   co  de 
j\x^y)  sera  donné  alors  j)ar 

B'cos^ 
a 
langoj  =  , 

A  cos  -^ 


et  nous  aurons  des  lignes  cotidales  dont  léquation  sera 


H'cos^ 
a 

A  cos  — 


=  coust. 
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Nous  pourrons  m'-aïunoins  conserver  noire  conclusion  en  tenant 
conij)te  de  ce  que  nous  axons  réservé  la  (|uali(i(aiion  (roscillations 
proj)res  harmoniques  à  certaines  oscillations  parliculièrcs,  aux 
seules  pour  lesfpielles  on  ail   V  =  o  ou  B'  =  o  (§  20). 

Pour  ces  oscillations  propres  harmoniques  au  sens  reslreinl  du 
mot,  le  théorème  reste  vrai  :  nous  avons,  dans  le  cas  de  l'équilibre 
absolu,  des  lignes  nodales  et  pas  de  lignes  cotidales. 

Pour  les  oscillations  contraintes,  au  contraire,  il  y  aura  généra- 
lement des  lignes  cotidales. 

Mais  que  se  passera-l-il  dans  le  cas  de  la  résonance  ? 

L'oscillation  contrainte  peut  se  décomposer  en  composantes 
harmouKjues  dont  l'une,  par  le  fait  de  la  résonance,  l'emporte 
sur  toutes  les  autres  :  l'oscillation  contrainte  différera  donc  extrê- 
mement peu  d'une  oscillation  propre.  Ceci  revient  à  dire  que  le 
coefficienty(^,  j')  ne  sera  pas  entièrement  réel,  mais  que  sa  partie 
imaginaire  sera  très  petite.  Nous  aurons  donc  des  lignes  cotidales 

Fie.  10. 


très  serrées  dans  le  voisinage  des  lignes  nodales  de  l'oscillation 
pro|)re  correspondante  ;  tandis  que,  dans  les  plages  comprises  entre 
ces  lignes  nodales,  la  phase  \ariera  très  lentement. 


oO.  Similitude  au  point  de  vue  des  oscillations.  —  Imaginons 
deux  bassins  tels  que  l'on  puisse  passer  de  l'un  à  l'autre  en  aug- 
mentant les  dimensions  horizontales  dans  le  rapport  k  et  les 
dimensions  verticales  dans  le  rapport  k'-. 

Les  périodes  des  oscillations  pi-opres  de  ces  bassins  seront  les 
mêmes. 

En  effet,  on  a 


dx  j 


Si  donc  on  change  x  et  jk  en  kx  et  /.;/,  dx  en  kdx^  h  en  k'-h. 
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cdiiiiue  on  iiiir.i 

'lli  tll>  'h  _         </f  </-'r  _  1...     'l-'^ 

dx  ~~   '  d(kx)'  dx        'd(Ax)'  dx-        '    (^/i  /  r  i- 

ricn  ne  >er;i  »li;mi;<'-  (hui^  I  ((iiiiilKni  (|iii  (IiHciimiuc  /.. 

On  \(»il  en  i|iioi  C(jM><i>lc  la  ^imililiidc  llan^  un  |)i(il»lriiio  de 
ce  j;enre. 

ol.  Marées  des  bassins  peu  étendus.   Seiches  des  lacs.  —  L  c- 

(MialioM  (l<'\  ('l(i|i|M'c 

ir  .a^  dr  dr 

(MU  dclcriiiinc  y,  dans  Ir  cas  d  iinr  pioloiidinr  //  iiiliniiin'iil  [iclilc. 
iiiunlrc  (|iie  /.-  csl  de  Tordre  de  //.  Il  l'i'sullc  donc  de  la  iiolmn  ilr 
simililiide  (ju  nn  hassm  de  pcn  d  <''lendne  ne  |)oiiiia  avoir  (jiic  des 
oscillalions  iiisii;iii(ianlcs,  de  [x'-riode  cxln'iiicincnl  coiirle.  Pour 
(|iic  la  pciiodc  >oil  lon:;iic.  il  laiidiail  (|iii'  le--  diiiHiiMoiis  xerli- 
cales  fussent  inliniineiil  |)eliles  du  second  ordre. 

En  particulier,  les  lacs  auront  donc  des  [x'-riodes  d  oscdialions 
très  eoiiiles. 

CjOimiir  le>  lacs  soiil  peu  eleiidns.  le  polenlnl  drs  aslre>  \ai'ie 
peu  il  un  |)oinl  à  I  autre  cl  leur  action  ne  produira  (pic  des  oscd- 
lations  insignifiantes  ;  il  n  v  aura  (pi  une  iiian'c  slalnpie.  Mais,  si 
le  lac  est  d('ran^(''  de  sa  posilion  il  (•(piililnc  par  tiiie  cause  in(''l(''0- 
roloj;i(pie,  il  e\t''cuteia  des  oscillations  |)ropres  :  ce  sont  ces  oscil- 
lalions cpie  I  on  appelle  des  sdc/irs.  Conune  il  esl  pei'inis  ici  de 
négli<;er  la  spli('iicil('  cl  l,i  lorce  ccnlrifui;c  coinposi'e,  ces  seiches 
corrcspondenl  hicn  au\  --(iliilioiiv  du  prnlilciuc  (pie  nous  venons 
de  Irailer. 
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INFLUENCE  DE  LA  COURBURE.    -  OSCILLATIONS  D'UN  LIQUIDE 
RECOUVRANT  UNE  Sl'HÈRE  ATTIRANTE,  NON-TOURNANTE. 


D*È.  Nous  allons  sii[)poscr  inainlenant  que  le  bassin  contenant 
le  liquide  soit  assez  grand  pour  que  la  surlace  libre  d'équilibre  ne 
puisse  plus  «Hre  regardée  connue  j)lane,  mais  doive  être  considérée 
comme  spliéricpie. 

Nous  supposerons  toujours  qu  il  n  y  a  pas  de  rotation,  donc  pas 
de  force  de  Coriolis. 

Nous  prendrons  le  rayon  de  la  sphère  comme  unité  ;  soient  H  la 
colatilude  et  'i  la  longitude.  Considérons,  non  seulement  les  points 
de  la  sphère,  mais  aussi  leur  représentalion  sur  une  Carte  plane,  et 
soient  ./-.  ^^  les  coordonnées  rectangulaires  sur  cette  Carte  du 
"point   f),    'l. 

Nous  supposerons  qui!  s'agisse  d  une  représentation  conforme, 
c  est-à-dire  conservant  les  angles  ;  notre  Carte  sera,  par  exemple, 
une  projection  stéréographique  ou  une  projection  de  Mercator. 
Par  suite,  une  figure  infiniment  petite  de  la  sphère  sera  représentée 
pai-  une  figure  infiniment  petite  semblable  :  soit  /»'  le  rapport  de 
similitude. 

En  partant  de  celte  représentation  conforme,  nous  pourrions  en 
déduire  une  infinité  d'autres.  Si,  par  exemple,  ^  -|-  i-/\  est  une 
foniMiou  analvtKpie  de  x  -\-  ij\  toute  figure  infiniment  jjetite  dans 
le  plan  xy  sera  semblable  à  la  figure  correspondante  infiniment 
petite  dans  le  plan  Çr,  ;  et  le  rapport  de  similitude  sera  multiplié 
|)ar  la  valeur  absolue  de  la  dérivée  /"'.  il  deviendra  A  |/'  |. 

Ainsi,  ijaus  le  cas  où  l'on  prciidrait 

/=  f.)g(.r+ (>), 
on  aurait 

p,  ui  étant  les  coordonnées  [)olaires  du  [)oint  x^  \\ 
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o3.  Équation  de  continuité.  —  Keprc-senlons  sur  la  sphère  une 
courl)e  fciiiu'c  (|ii('lc()ii(jiic  C  cl  s<»il  ds  un  ('■l(>inrnt  de  celte 
courlx' :  ;ip|)clons  c/t  un  éh'inciil  (piflcontjuc  do  ht  porlinn  île  la 
surface  >|ili<  i  lipic  liiiiiuc  p;ii-  (..  (Considérons  le  ("ônc  ;iyant  pour 
sommet  le  ccnlre  de  la  splière  <•!  pour  direclrice  la  courhe  C. 
En  vertu  de  la  nuirée.  le  volume  du  liipiide  renfermé  dans  1  inté- 
rieur de  ce  cône  épiouvera  une  \aiiation,  et  nous  pou  sons  expri- 
mer celle  Narialion  de  deux  manières  diOérenles. 

D'aboi'd.  laui^uientatiou  de  volume  sera  représentée  par  la 
quaulilé  de  licpiide  (pii.  par  >uile  du  déplacement,  a  pénétré  à 
travers  la  surface  laléiale.  Si  //,  v,  i\'  sont  les  coui|)osantes  du 
déplaceuient,  nous  a\ons  \u  (§  37)  que  ces  (juanlilés  sont  res- 
pectivemenl  égales  aux  dérivées  partielles  d'une  fonction  'ç> 
telle  que 

A  cluupie  él<'-iuenl  c/\  de  C  correspond,  sur  la  surface  latérale 
du  cône,  un  petit  rectanf^le  de  hauteur  h  1res  petite,  puisque, 
comme  nous  lavons  déjà  expliqué,  nous  pouvons  faire  cette  hvpo- 
thèse  sur  la  profondeur  des  mers.  I^a  suifaf e  de  ce  rectangle  sera 
/ic/s  et  il  faudi-a  la  luidlipliei-  par  la  composante  normale  du  dépla- 
cement pour  oLlenir  la  quantité  de  li(|uide  pénétrant  dans  I  inté- 
rieur duîcônepar  cet  élément  de  la  surface  latérale.  Si  dn  est  1  élé- 
ment de  normale,  la  eouqiosante  noruialedu  (h'plaeemcnt  sera  -j^> 

et  le  volume  d'eau  entrani  dans  rinl('rieui-  du  e('tne  j)ar  suite  de  la 
marée  aura  pour  |)reunère  expression 


,/ 


/i  -f-  ds, 
an 


l'intégrale  élanl  étendue  à  toute  la  courbe  C. 

Pour  obtenir  une  seconde  expression  de  celle  mèuie  (pianlil('\ 
décomposons  le  volume  iiilefcepl(''  (lim>  la  masse  lupiide  par  le 
cône  de  directrice  C,  en  j)ienanl  elia(pu'  eléuu'ut  d'y  de  la  surface 
limitée  par  C  et  le  cône  inlininu-ul  d('lié  avant  le  centre  de  la 
sphère  pour  somuiel  el  le  eouhmr  de  c/t  |)(Mir  direclrice.  Ce  cônc^ 
découpera  dans  la  masse  liquide  un  Ironc  de  C(')ne  élémentaire  assi- 
milable à  un  cylindre.  Dans  la  position  d'équilibre,  le  volume  de 
ce  petit  cylindre  est  hd^  ;  quand  la  surface  de  la  mer  se  déplace, 
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les  z  élaiiL  comptés  positivciiienl  \ers  le  bas,  la  |)roroii<leiir  (IcvieiH 
h  —  "Ç^  le  volume  du  cvlindre  (h  —  ^)  (h.  I^"au<;uienlalioii  lolale 
(lu  volume  d'eau,  en  \erlu  de  la  marée,  est  donc 

—  /  l.dn, 

linlégrale  étant  étendue  à  tous  les  éléments  d<j  de  la  surface  sphé- 
rique  limitée  par  la  courbe  C. 

En  égalant  les  deux  expressions  trouvées,  nous  avons  donc 
léquation 

(■)  .f"7i%''' =-/--'''■ 

ai.  Considérons  maintenant  la  représentation  conforme  de 
C  sur  la  Carte  :  ce  sera  une  courbe  plane  C  A  l'élément  ds 
correspondra  ds'  ;  à  dn,  dn  ;  et  à  d^s  l'élément  de  surface  d^' . 
A  étant  le  rapport  de  similitude,  nous  aurons 

ds'  =  /r  cl  s, 
dn'  =  k  d/i, 
dd'  =  />'-  du. 

L'équation  (  i  )  deviendra 

{l'y  doc 

Or,  les  cosinus  directeurs  de  l'élément  di^  sont ri  et  H — 7-7: 

'  ds  as 

donc 

do   _       '^'^  dy        rfco  dx 

dn'  dx  ds'        dy  ds' 

En  sul)stituant  cette  valeur  dans  l'<'(|uation  (2),  nous  obtenons 

alors 

dx  dy 


f"ip'-È"^)-F'^ 


Nous  avons  dans  le  premier  membre  une  intégrale  de  ligne  ; 
nous  pouvons  la  transformer  en  intégrale  de  surface  d'après  la 
formule  de  Riemann 
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Ici 

fly  (tx 

noire  »''(|iiali()ii  dcNieiil  dctin' 

Celte  égaillé  doit  ;i\<)ii  lien,  (|uelle  que  soil  \.\  ^mliice  consi- 
(li-rée  sur  la  s|)h»Te  :  il  laiii  donc  (|iie  I Un  ail 

Dans  le  cas  où  nous  nt'-i;lii;ions  la  sphéricilé,  et  loujonrs  a\ec  la 
même  hypothèse  d  une  piDloiidcnr  inlininicnl  petite,  nous  avions 
lrou\é  (§  38) 

^  d.r      dx  ~  ^• 

Nous  obtenons  donc  Ici.  pari  intermédiaire  d  une  représenlalion 
conforme,  une  formule  ahsolnmenl  semhlahle  :  (die  n  en  dillere 
que  par  la  présence  du  facteur  /,-,  qui  n'csl  pas  conslanl.  mais  est 
fonction  de  x  et  r. 

oo.  Le  même  calcul  peut  se  faire  sui-  la  formule  (i)  en 
conservant  les  coordonntu'S  sphériques,   et   sans  avoir  égard  à   la 

représentation  conforme.  Il  s'agit  d'évaluer  v 
f^  ^  an 

Si  nous  considérons  un  t'h'imiil   flarc  de  parallèle,  nous  avons 
c/O  ^  o,  <lx  =  d'I  sinO 

et 

d^  d'^ 

dti  ^  ~  dT)' 

S'il  s'agit  d'un  élément  d'arc  de  mcndien, 

d'I  =■-  o,         ds  -^  d(\ 
et 

d<^  d'^ 


dn        s\nn  d'I 


Maintenant,  si  nous  supposons  un  arc  de  diieclion  (picic(iiu|iie, 
on  pourra  toujours  le  remplacer  par  nn  I  riangle  rectangle  infiniment 
petit  dont  il  sera  l'Iivpotc'nuse.  I  ,a  (pianlilt-  de  licpildc  cpii  entre  à 
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travers  cet  ('-Irmeul  ilc\rii  tMir  ci;;!!»'  ;i  la  somme  des  qiianlités  qui 
sortent  par  les  deux  cùt(''s  de  lanj^le  droit.  Jùi  eirct,  les  llux  sont 
,du  second  oi-dre,  puis(|ue   h   et   ds   sont  du   premier;   si  donc  la 


compensation  ne  se  faisait  pas.  aux  termes  du  troisième  ordre 
près,  il  faudrait  que  'C  fùl  iulini.  En  exprimant  Fég^alilé  des  llux, 
nous  obtenons  la  relation 

,    do  I      c/'^    ,,        (P:-    .    ,    ,, 

<ln        sinO  il'b  dH 

L'écpiation  (i)  devient  alors,  en  remarquant  que  Télément  de 
surlace  dr  compris  entre  deux  parallèles  et  deux  méridiens  infini- 
ment voisins  est  égal  à  sinB  dH  d'I, 

f  l,('^   ^  -  ^  sinb  d'l\  =  -   r  r  Hn  0  c/0  d'I. 

J  y   d-l    SlIlD  r/0  7  ,/      - 

Si  nous  transformons,  comme  tout  à  l'heure,  l'intégrale  du  pre- 
mier menil)re  en  une  intégrale  de  surface,  nous  obtiendrons  une 
égalité  (|ui  devra  sul)sister  quel  que  soit  le  domaine  limité  sur  la 
sphère  et  d'où  lé-sultera  r<''quation  de  contiiiuili' 

(  )n  \  Oit  qiir  cette  é(piation  a  une  forme  uioins  sinqile  (|ue  I  équa- 
tion (3)  étal)li«'  |)ar  lapport  aux  coordonni-es  sur  la  Ciarlc. 

5().  Si  noii>  reui|)lacons.  dans  ( -^  )  ou  (  i  ),  Z  pur  sa  \aleur  eu  (onc- 
tion de-iel  du  potentiel.  n(»us  oblicndi'ons  iécpialion  différentielle 
à  hupielle  doit  satisfaire  i.  L'expression  di'  Ç  nous  est  loiirnic  par 
la  condition  k  la  surface  libre 

A- 9  —   \     =   (J, 

les  pressions  étant  ((uupté'es   à  partir  de  la  pression  extérieure. 
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I^e  potentiel  \  comprend  deux  parties  : 

i"  Le  polenlicl  dû  aux  forces  intérieures,  celui  qui  donne  nais- 
sance au  ternie  H,,,  et  qui.  à  une  constante  près,   est  éyal  à 

11"— A' ^, 

n"  étant  le  |)oteiiliel  dû  à  laltraction  du  bourrelet  et  la  dénivella- 
tion "Ç  de  la  surface  d'tMiuddjre  étant  comptée  positivement  vers 
le  bas; 

2"  Le  potentiel  du  aux  forces  extérieures,  action  de  la  Lune  ou 
du  Soleil,  que  nous  pouvons  su|)poser  décomposé  en  éléments 
isochrones,  de  façon  que  chaque  terme  se  présente  sous  la 
forme  Ce'^^  C  étant  une  ionclion  donnée  des  coordonnées  0  et  !>. 
donc  aussi  de  x  el  )'. 

Nous  avons  donc,  absiraclion  faite  de  la  valeur  constante  du 
potentiel  du  à  la  pesanteur  sur  la  surface  d'équilibre  non  lioublé. 

et  la  condition  à  la  surface  libre  nous  donne 

(S)  ^_À-cp        l\"        Ce>' 

8  8  8 

Alors  l'équation  générale  à  laquelle  doit  satisfaire  la  fonction  i  sur 

la  surface  s'écrit 

.-,/•  ,  .y^   à  I ,  d-j>\       A^o        tl"        Ge>' 

'  ^dx\     dxj  ii  g  g 

'^  une  fois  déterminé,  l'équation  (  .')  1  nous  donnera  la  haulcur  "i  de 
la  marée. 

Si  nous  négligeons  l'attraction  du  bourrelet  sur  lui-mcnie,  nous 
supprimerons  II".  Si  alors  il  s'agit  siuq)lement  de  déterminer  les 
oscillations  propres,  nous  supprimerons  également  le  dernier 
terme,  et  l'équation  du  problème  se  réduira  à 


d.T  \"  dx  /  g 

Elle  ne  diflère  de  I  «''{juafioii   ((i  his)  du   j)aiagraplic  iitS  (pie   par 
l'introduction  du  facteur  /,^.  fonction  de  x  et  y. 

Si  nous  voulions  tenir  C(unpte  de  l'attraction  du  bourrelet,  voici 
comment  il  conviendrait  d'oj)érer.  Supposons  qu'on  ait  développé  i^ 
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en  fonctions  sphériques 
nous  aurons  alors  (§28) 

D'un  autre  côté,  supposons  Ce^'^  développé  en  fonctions  sphé- 
riques sous  la  forme  Sa«X,;.  Mais  remarquons  ici  que,  dans  le 
développement  du  potentiel  P  —  Po  dû  à  la  Lune  ou  au  Soleil,  ne 
figurent  que  des  fonctions  sphériques  du  second  ordre  :  les  coeffi- 
cients a,i  seront  donc  tous  nuls,  à  l'exception  de  ceux  des  cinq 
fonctions  sphériques  du  second  ordre. 

Le  terme  en  II"  étant  toujours  petit,  on  commencera  par  le  né- 
gliger; on  aura  alors  une  é([uation  de  même  forme  que  celle  qui  a 
été  étudiée  et  d'où  résultera  pour  "Ç  une  première  approximation. 
On  en  déduira  une  première  valeur  approchée  de  II"  qui,  sub- 
stituée, fournira  une  équation  de  même  forme  encore.  Cela  suffira 
généralement,  mais  il  arrive  souvent  qu'on  ne  puisse  même  pas 
pousser  la  solution  jusqu'à  la  première  approximation. 

o7.  Cas  où  la  profondeiir  est  constante.  —  On  peut  alors  ré- 
soudre complètement  le  problème. 

Considérons,  par  exemple,  les  coordonnées  sur  la  sphère.  L'équa- 

lion  de  continuité  s  écrit,  puisque  i.  = t^j 

La  fonction  es,  si  l'on  considère  un  point  dans  lïutérieur  de  la 
masse  liquide,  dépend  de  /•,  ()  et  <\i.  Sur  la  surface,  nous  suppo- 
sons /•  =  I ,  et  nous  avons  alors 

do  _  X^ç       n'^ 
~  Tr'"  'If        g 

pour  le  cas  des  osciilalious  propres. 

Si  nous  supposons  hi  profotuleur  k  constante,  le  premier 
membre  de  ré(juation  de  continuité  devient 

do       d-o  I       rf-ç' 


h  sinOl  colO 


^0         </02        sin^O  d^^ 


loK 
c'est-à-iliit' 
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As 


inO(  Ati 


ci'  a  ds 


puisque 


_    rf    /    ^  d'f  \  I       d   i  .       do  \  I        rf-  'i 

^'^  "  ~dr  y/"  Tr  '  ""  ^îïïô  ;7ïï  '  '^'"  ^  '  ^  :t;t^  ^" 


Inlroiluisons   une    loiirlion   y   de  0  et  'v  sciilcniriit.   (léCmio    par 
celle  eonditioii  que.  pour  /•  1=  i  ,  ou  ait 

?  =  /.- 

Sur  la  surface,  nous  pouirons  remplacer  ■:,  |»ar  y.  et  l'tMpiation 
du  problème  s  écrira  alors 


h  siiiOf  A/  —  / 


...  ^^'Z  .'^/.     _  ^''f  "  "' 


r//-2 


■'■'■^:j 


•  inO, 


c'est-à-dire 


/■^.i-ll" 


puisque  y  ne  dépend  |)as  de  /■. 

Cherchons  à  satisfaire  à  cette  équation  en  posant 

X„  étant  une  fonelnui  ^pin  inpie  d  Oidre  //  de  fj  et  de  'i.  Pour  /•  ^  1  . 
nous  aurons 

y  =  X  „(->■'. 

D'après  les   [)ropriélt''s  des  fond  ions  spln-rnpies.  noii>  avons  la 

relation 

A/  =  —  m  n  -r-  i)y . 

Si,  il  ailleurs,  nous  eonsidcMOiis   le  terme   d  (irdie  n  du  dt'xelop- 
pement  de  Z,  nousa\oiis 

et 


d  où  la  relation 


„'=._l!îAiLx, 


4  it 


47r 


'Ç, 
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On  ;i  donc  ré(|uali()n 


//Ax  = 


Comme  d  ailleurs,  sur  la  surface, 

^y.  =  —  /<(«  -H  i)cp, 

il  \  ifut   finalement 

À"-  —  —  n(n  -^  i)(  ^ '- —  )  h . 

\  i  n  -+-  I  / 

rclalicin  qui  lournira  les  jjériodes  des  oscillations  |)ro|)res. 
Dans  le  cas  où  FI"  peut  se  négliger,  on  aura  simplement 


A-  =  —  /i(  n  -T-  I ) ,^A. 


08.    L  équation 


h  A/_  =  -  (  A-'  cp  —  11"  ) 

h 

pourrait  s  Obtenir  en  partant  directement  de  l'équation  (i) 
f  h^^ds=—  fzrh^—'-    /  (  À^  cp  -  11"  )  (h. 

Transformons,  en  efFet,  la  première  intégrale  en  supposant  la 
profondeur  constante.  Le  fond  et  la  surface  d'équilibre  se  trouve- 
ront alors  sur  deux  sphères  concentriques  S'  et  S. 


Décrivons  sur  S  une  courbe  C  limitant  un  domaine  D.  On  aui-a 

<l  aboi'd 

^  _   ç^ 
dn        (tn 

En  eUcl.  .p  =  y  sur  la  sphère  ï  de  rayon  égal  à  un,  et  comme  r 
ne  change  pas  sur  la  normale,  qui  est  tangente  à  cette  sphère, 
es  reste  égal  à  y  . 
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Si  nous  désignons  j>ar  dn  un  élément  de  la  surface  latérale,  nous 

aurons 

di  =  h  ds 
et.  |)ar  suite. 


,/"^--/^- 


iJe  plus,  dans  celle  égalili-,  nous  j)()UiTons  ('lendic  liatégralc  du 
second  membre,  non  seulement  à  la  surface  laté-rale,  mais  à  la  sur- 
face totale  du  tronc  de  cône,  car  en  un  j)oinl  (|uei<(mfjue  de  - 
nous  avons 

'EL  -  ^/-  -  n 
dn  "  d?  ~    ' 

puisque  y  est  indépendant  de  r. 

Le  théorème  de  Green  nous  donne  alors 

Or 

d-.  =  h  di, 

dz  élant  ici  un  élément  de  surface  du  domaine  D. 
On  a  donc 


/  }i  \/  d-i  ^  -i  y  À2o  —  II"  I  dn, 


les  intégrales  étant  étendues  à  tous  les  éléments  di  du  domaine  D. 
Il  en  résulte  qu'on  doit  avoir 


h  A/  =  -(  À 2  c;  — 11"). 


On  retrouve  bien  ainsi  la  même  équation. 


INFLUENCE    DE    LA    FOIICE    CENTRIITGE    COMPOSEE. 


CHAPITRE  VI. 


INFLUP:NCE  de  la  force  centrifuge  COMPOSEE. 

OSCILLATIONS  D'UN  LIQUIDE  PESANT 

RENFERMÉ    DANS    UN   VASE    TOURNANT. 


59.  Nous  allons  étudier  maiutenanl  Ijulluence  de  la  force  de 
Coriolis  sur  les  oscillations,  mais  en  commençant  par  négliger  la 
courbure  :  le  liquide  considéré  sera  supposé  renfermé  dans  un 
vase  assez  (jelit  pour  que  la  j)esanteur  puisse  être  regardée  comme 
constante  en  grandeur  et  en  direction,  et  ce  vase  sera  animé  d'un 
mouvement  de  rotation. 

Les  équations  du  problème  se  déduisent  aisément  de  celles  de 
rHydrodjnamique.  Nous  avons  obtenu  (§  3o)  les  équations  abso- 
lument générales 


d-  u 

=  X—  ^ 
dx 

du- 

dv^ 

dp 

dy 

d"-  »' 

dv- 

--^ 

dans  lesquelles  ^dni,  Y  dm,  Xdm  sont  les  composantes  de  la 
force  appliquée  à  l'élément  de  masse  dm  et p  la  pression. 

La  force  appliquée  se  composera  ici  de  la  force  réelle  due  aux 
astres  et  à  la  gravitation,  soumise  au  potentiel  \  ,  et  de  la  force 
centrifuge  composée. 

Supposons  d'abord  <jue  la  rotation  seilectue  autour  de  O:;,  et 
soit  0)  sa  vitesse  angulaire;  les  trois  coiuposanles  de  la  force  cen- 
trifuge composée  seront 


</i'  du 
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et  les  t-(|iialions  |>rcf<'Ml(.'ntc.s  (le\  itiidruiil 

d-u  ch'        d(\  —  p) 


[■?.) 


d'-v  du         d^\  —  p 

-y—     -H  V  (•>  — r-    =    ; 

dt^  dt  dv 


~dF 


d{  V  —  />  ) 
dz 


Nous    Mivoiis.  par    \,\    lli(''()i'ic    m'iU'r.ilc    des    osrillal  inii>.  (|iie    les 

COiiilxoiiiiU'S    //,   \".   lA    (lu    il('|il,i<riiicMl.  (jiii  |(Hi('Ml    iri    le    r('»le  des 

paraiiu'tres  y  du  Cli.ipil  ic   I.   ■^t•|■nlll  priip()rln»iiiitdle>  à  <'".  \'a\  |)0- 

sanl  alors 

X'ç  =  \  —  /?. 

les  écpialions  du  pinlilniK'  pinidioiil  la  Imiiie 

.    d'j 
A-  u  —  ■>.  coA  r  =  A-  -p-  , 
dj- 


<3) 


1  >  1  ■  .,^9 

À-  r  -f-  •>. luÂ  u  —  A-  -7^  , 

.    dvi 
dz 


Va\  rcsolvanl  ers  t'(pial  idiis  par  rappoil  à  //.  r.  ir.  de  iiianici'c  à 
ol)lf'nii'  los  CDiuposantes  du  dcplaccim'iil  ru  loiiclioii  des  diTiNccs 
de  la  tonction  ,;.    nous  a\(uis 


(4) 


À-  /        d.r  ~^    A     dr 


'   vi 


4  co-  \         d'Sf         1  (0  do 


À- 


r/f  A     d.r 

'Il 

Tïz' 


(  )ii  \()il  (pif.  par  suilc  de  la  rotalioii.  Ie>  coiiiposaiiles  //  et  e  ne 
sont  plus  Ic^  dt''ti\  <'(■>  pailielles  d  une  uu-nie  londion  i  ;  ce  sont 
des  coniMnaisons  linéaires  .<le  ces  déi'ivées,  dont  les  eoellieients 
dépendent  de  />.  e'esl-à-dire  de  la  |)ériode,  et  ne  seront  donc  pas 
les  nir-ines  pour  les  disfrses  osedial  loiis. 

A  ces  équations,  il  laiil  ad|(iiudre  I  e(piali(in  de  eoulmuile 
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(|iii  ne  se  rédiiii;i  plus  ici  ;i  Iç,  =  o,  mais  cle\ienl 

(/■^o       it^o       d^'i  /   _^  i">"-'\  _ 
dx-        dy-         dz-  '  À-   / 

(Jelte  analyse  suppose  (pie  la  rotation  s  efleclue  autoui"  de  1  axe 
des  :;.  Si  Taxe  de  rotation  est  (|uelconque.  désignons  par/,»,  y. /•  les 
composantes  de  la  rotation  suivant  les  Lrcns  axes  de  coordonnées. 
Les  composantes  de  la  force  centrilui;e  composée  seront  alors 


Tu 


dl  dt  !  \      dt 

et  les  tif|uations  (.)  )  de\iendrout 

À-  Il  —  >./•/,  V 


du  di.v 

—  P-ZTT 


'^PlTt-'l 


du  V 

77/ 


(  3  bis  ) 


II/,  u  -f-  A-r 


^  dx 

,    d(D 

dy 


1  (j  À  u  —  ip  À  ('  -H         X-  I 


1,  o   <^'f 

dz 


Telles  sont  les  équations  générales  du  problème. 

Nous  allons  les  appliquer  au  cas  dont  les  conditions  se  rappro- 
chent le  plus  de  celui  de  la  nature,  c"est-à-dire  supposer  la  pro- 
fondeur infiniment  petite. 

(JO.  Vase  tournant  de  profondeur  infiniment  petite.  —  Le  vase 
étant  animé  d  un  mouvement  de  rotation,  la  surface  libre  du 
li<piide  eu   équilibre   ne   sera    |)as   rigoureusement   un    plan   liori- 


Fii 


/oiilal:  mais,  si  l((iilelois  la  \ilesse  de  rotation  est  faible,  nous 
pourrons,  aux  leriiu's  |)r('S  de  1  ordre  de  w-,  regarder  cette  surface 
libre  comme  un  phin  horizontal  c  =  o.  Soit 

z  =^  /nx.y  ) 

I  cquation  de  la  paKH  ilu  \ase. 

Supposons,  comme  nous  l'a\ons  déjà  fait  précédemment  (^  38), 
P.  —  III.  8 
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(iiic  //  xiil  1res  oetil.   iimsi  <|ii<*  sr>  (Innées.    iJaiis  ces  coiidil  mn^. 
iv  sera  négligeable  \is-à-\is  de  u  <t  ». 

En  etî'et,  la  coinpusaiile  uoniiale  ilii  (ii-plarciiicnl  ol  iiullr  au  luiid  ; 
les  cosinus  directeurs  de  la  noniialr  au  tnud  éiaiil  |»io|)orli<)nnels  à 

(//>       dh       _ 
i/jr'      dy' 


mnis  aurons  sni-  celle  surlac 


'IL 
dx 


dh_ 
dr 


("a-He  relation  iioiin  iiioiilrc.  si  le>  dc'-rivées  de  //  soni  Irés  |)elilc> 
coninie  li  lui-inèine,  (jue  kv  au  fond  esl  très  petit  par  rapport  à  // 
et  t».  Soit  n'„  cette  \aleur  au  fond;  pour  un  |)oinl  (pielcoucpie  de 
l'intérieur,  à  la  distance  :;  de  la  surface  lihie.  nou->  auions 


Wy,  -4-  (  -     —h) 


r/.r 


Il'après  riiypothèse  faite.  :;  —  h  est  1res  petit  ;  il  en  est  de  même 
de  —j-y  puisque  les  dé|)lacenients  des  nudécules,  dans  le  cas  des  ma- 
rées, sont  toujours  de  petites  (piaulités. 

Par  consécnienl,  \v  leslcra  coiistaiiiMicnl  du  second  ordre 
comme  (v„  et  pourra  se  néj^liger  de\anl  it  et  r. 

Les  deux  premières  équations  <levi<'nnent  donc 

,  .    d^ 

A-  Il  —  •>  r  /,  i'  =  /,-  —^ , 
dx 

■^  r  f.ii  —      A  - 1^  =  /.-  —r-  • 
dy 

On  \oil  (pie//  cl  (j  n  int<'r\  lennent  |)lus:  tout  se  passe  comme  si 
la  rotation  se  réduisait  à  sa  composante  \erlicale.  Par  suite,  nous 
n'aurons  à  envisager  que  le  cas  d'une  rotation  <>)  autour  de  O^,  et 
nos  (kpiations  générales  seront  simplement 

d-j 
17' 
d^ 

dy  ' 


/.-  U  —  '.UO  Al'  =   A- 
.Ml.  Il  ---        A'-i'  =^  À-  ■ 


R(''Solues  par  rapport  à  n  el  c,  cllr>  nous  fourniront  les  deux  pre- 
mières des  (''(piations  {/\\.  (^uant  à  rexpression  {\r  la  surél('\  ation, 
elle  se  déduira  de  l'équation  de  continuité. 
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61.  Interprétation  géométrique  des  équations.  —  V\aiit  d'aller 
plus  loin,  nous  allons  inonlrer  coininenl  on  peiit  interpréter  géo- 
iiK'tiicpieinent  les  deux  équations 


•>.  (o  do 

/,  dx 


X 


auxquelles  nous  sonmies  parvenus. 

Si  A  était  réel,  l'interprétation  serait  immédiate. 

Soient  O  V  le  \ecteur  dont  les  composantes  sont  -r-,  -^>  et  OB 

'  dx    dy 

celui  dontjes  composantes  sont  a  et  v. 


Le  vecteur  OB  serait  la  projection  orthogonale  du  vecteur  OA, 
l'angle  *'  des  deux  vecteurs  étant  donné  par 


tang V  = 


Mais  À  est   imaginaire.    Posons  alors  A=  /u,  et  supposons  que 
nous  ayons  trouvé  la  solution  com|)lexe 

u  =  oLe'y-'  :=  (a'  -i-  Col" )e'l>-^, 

Les  éf|ualions  admettront  alors  la  solution  réelle 

u  ^=  Cl'  co^ij-f  —  oc"  siii  [xt. 
p  =  !3'  cos'.it  —  J3"  sin  [xt, 

ce  qui  donuf,  en  désii;uant  par  '!/  la  diflerence  des  arguments  de  y. 
et  |i,  et  par  |a|  et  ||j|  leurs  modules  respectifs, 


^1 


.  cos6  =  siu-'^. 


ii6  i>ru:.Mii;iu;  i'Autii:.   —  chaitihk  vi. 

L  exli'éiniu';  H  tlii  xeclciit  ()l>  «si  donc  aniiiH-i-  «I  iin<'  vilualion 
ellipliciiic',  le  (('iitiM'  de  «cllr  <lli|)S('  cljinl  (K'(u|it''  piir  hi  posilioii 
d\''(|nilil)ie  de  la  molécule. 

Colle  ellipse  se  réduira  à   une  droilc 

M  "m' 

si  1  on  a  'l  =  o,  c'est-à-dire  si 

a'  ,S" —  a"  p'  —  o, 

ce  (jui  montre  (|iie  le  rapporl  —  esl  alors  réel. 

Si  nous  prenons  pour  O.r  le  grand  axe  de  relli|)se.  a  sera  réel 
et  [3  purement  imaginaire;  nous  aurons,  dans  ee  système  d  axes  : 
y."  =  ^'  =  o  ;  a  =  a'  ;  [51  =  /  [i".  Donc 

u  =       a'  cos  <xt. 


e  = 


S"  sin  a/. 


et  I  équation  de  relli|)sc  seia 


Vovons  maintenant  quel  sera  le  lieu  du   poinl   \.  Pos()u> 


vesli'éel.  Les  valeurs  de  -7-^1   ——  devant   être    i)ro|)(>ilioniielles    à 
'  ax      a  y  '       ' 

e't^',  posons  également 

rfï  d'^       ,^     .  , 

dx  '         '  dy        •'         • 

Nous  aurons  alors,  en  suhsliluanl  dans  les  «''(iiiations, 
a,  =  a  —  i'('^  =  a'-t- yfi', 

a,  est  donc  r('-el  et  |j|  |)urement  imaginaire,  de  même  «pie  a  el  |ï. 

Par  suite,  le  point  A  déerit  «'gaiement  une  ellipse  tlonl  les  axes 
sont  dirigés  suivant  les  axes  de  coor«l«»nnées,  c  esl-à-diie  sui\anl 
les  axes  de  l'ellipse  déci-ite  |>ar  le  point  B,  et  il  n"v  a  aucune  dilVé- 
rence  de   j)liase  entre  les  deux    \il)rations   ellipii«pics.    Le   grand 
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axe  y.'  de  liiue  ;i  iiièiiie  ilircclion  que  le  grand  axe  a' +  vji"  de 
riiulre:  <lr  iiK-ine  [toiii'  les  pi'lils  axes. 

Si  ^"  =  o,  la  Nihi'alioii  de  !>  sera  reeliliji.ne,  et  le  rapport  des 
axes  de  la  vibration  ('lli|)Li<pie  de  A  sera  alors  égal  à  y.  Par  exemple, 
si  nous  avons  une  paroi  Ncrlicale  assujettissant  le  déplacement  de 
la  molécule  à  s'ellectuer  suivaul  I  intersection  de  la  surface  libre 
et  de  celle  paroi,  Textrémité  V  du  vecteur  OA  décrira  une  ellipse 
dont  le  grand  axe  seia  dirigé  suivant  la  surface  de  séparation  et  le 
petit  axe  suivant  la  normale,  le  lapporl  des  axes  étant  y. 

Sip"==i=a',  la  vibration  de  B  sera  circulaire;  de  même  celle 
de  A.  Le  rapport  des  rayons  sera  r  +y  ou  i  — y  selon  que  les 
Aibrations  s'effectueront  dans  le  sens  direct  ou  le  sens  inverse. 

6^.  Équation  de  continuité.  Expression  de  la  surélévation.  — 
Soient  toujours  S  la  sui'iace  lil)re,  S'  la  surface  du  fond.  Décri- 
vons encore  sur  S  une  courbe  fermée  C  et,  par  tous  les  points 
de  G,  menons  jusqu'au  fond  les  normales  à  S  :  nous  limiterons 
ainsi  un  Nolume  liquide  cylindrique,  et  nous  évaluerons  l'augmen- 
tation du  \olumc  lifpiide  à  rintérieur  de  ce  cylindre  produite  par 
la  marée. 

En  désignant  par  N  la  composante  du  déplacement  suivant  la 
normale  intérieure  à  l'élément  ds  de  la  courbe  plane  C,  par  d'y 
l'élément  de  surface  du  domaine  limité  par  celte  courbe,  et  par  J^  la 
surélé\ation  due  à  la  marée  couq3tée  positivement  vers  le  bas,  nous 
obtiendrons,  comme  au  paragrapbe  o3,   l'équation 

f  h\ds  =  -   I  "Ich. 

■oii  IN  a  remplacé  -y^»  qui  n'est  plus  ici   l'expression  de   la  conq)0- 

sante  normale  du  déplacement. 

Evaluons  N.  a  et  [ii  étant   les   cosinus  directeurs  de   la   normale 

intérieure,  on  a 

N  =  aK-i-  fil'. 

c'est-à-dire 

dy  dx 

ds  ds 

on  conservant  le  sens  positif  d(':jà  adopté  pour  |)arcourii'  la 
courbe  C. 
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L  (''Cjuation  de  coiiliniiilr  s  <'(ril  doue  ici 

ou 

1   h{—  H  dy  -^  V  clx  )  ■=  —   /   I  clr  dy. 

Or,  «I  après  la  loiiimlç  de  llieiiianii. 

Il    l'ii    r(^sull(',  les   iiil(':;ial('s  dcv  aiil    èti'c  étendues  à   loiil  le  do- 
maine limité  j^ar  C,  (|ne  I  ('(lualion  de  eoiil  iiuiilc'  est 

2^  =  '- 

Remplaçons  maintenant  a  el  v  par  leurs  valeurs  Uiccîs  des  équa- 
tions (4  )  I  on  aura 

li\'-       d'-p  i.oj'hh     do 

hu  — -^ ■ 


hv  =^ 


K^  -I-  4  oj-  d.r        X-  -4-  î  10-  dy 
h  "/>'-        do  ■>.  (o  ),  A      c/çp  _ 


d Où  finalement 

À-  ^    (/    I     d'ij  .  ■', wX        <)[lt^c 

^"^  ''■~  X-—  4w2  ^ ô^ •  \  '  Z7- /      X2  T-  .U'->-  '^ (  ^, ^ 


en  introduisant  le  jaeobien  ou  d('-lerminanl  lonelionnel  d(> //  et  de  'i 
pai"  rap|)orl  à  ./■  et  t 

f)(x.y)        dx  dy        dy  dx 
De  plus,  mtus  a\  uns  lou  jouis  (  §  37) 


(8) 


La  fonction  '^  de\ra  donc  satislaiic  sur  la  siirlaee  lihri!  à  I  écpia- 
tion  dili'érentielle 

X2  V'    d     /'      d'i\  V.wX  t)(/<.'i)  I      .  ,     • 

•'       K'-r-  .\o/-  .^  dx  \     dx/  A--i-4c'^  ''(.r.rj        ^ 
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Une  fols  -p  déterminé,  les  é(|iialions  (4)  et  (8)  feront  connaître 
le  inoiiveinenf  d'iino  iii(»l<''(iilf'  sur  la  surface  libre  et  la  surélévation. 

Dans  le  cas  du  vase  non  tournant,  nous  a\ions  trouvé  (§  38) 
avec  la  même  hjpotlièse  de  profondeur  infiniment  petite 


/   /,  d<D' 


^iu-i^'£) 


=  L(\'i^_  Ce>.' 


(  )n  voit  donc  cpuds  sont  les  changements  a[)porlés  p;ir  la  consi- 
dération de  la  force  de  Goriolis.  Le  second  membre  de  l'équation 
n  a  pas  changé.  Dans  le  |)remier  membre,  le  premier  terme  reste 

le  même,  mais  il  est  afl'ect(''  du  coefficients- — —^ — -;  de  plus,  il  s'est 

introduit  un  terme  complémentaire  contenant  le  déterminant  fonc- 
tionnel de  /i  et  de  i. 

()3.  Influence  de  la  rotation  sur  la  formation  des  lignes  coti- 
dales.  —  De  ces  quelques  modifications  résulte  une  différence 
essentielle  dans  la  physionomie  du  phénomène.  Remarquons,  en 
effet,  que  w  est  essentiellement  réel.  )v  essentiellement  imaginaire  : 
par  conséquent,  le  coefficient  du  déterminant  fonctionnel  est  pu- 
rement imaginaire.  Si  donc  nous  sup|)OSons  Z  déterminé,   sous  la 

forme 

l  =  _/■(  .T,  y  )  e>>', 

nousxoyons  cpie.  |)ai'  suite  de  la  lolation,  le  coefficient /(^x,k) 
sera  imaginaire,  même  dans  le  cas  des  oscillations  propres.  Son 
argument  ne  sera  donc  pas  constamment  égal  à  o  ou  à  tt  comme 
lorsqu'il  n"y  avait  pas  de  rotation  (§  49);  il  pourra  |)rendre  toutes 
les  valeurs  possibles,  et,  au  lieu  de  lignes  nodales  séparant  des 
plages  où  la  marée  élait  simultanée  et  inversée,  Il  existera  des 
lignes  colidales  cpii  sei'ont  les  lieux  d'égal  argument  du  coeffi- 
cient /(.r,   )'). 

()i.  Conditions  aux  limites.  —  La  fonction  v  \\v  doit  pas  satis- 
faire seulement  à  I  équation  (  ()  )  (jiii  résulte  à  la  fois  de  Péipiation 
de  continuilf'  cl  de  la  condition  à  la  surlace  libre:  il  faut  encore 
(luelle  satisfasse  aux  conditions  sur  les  l)ords. 

Si  nous  considérons  le  cas  général  d'une  paioi  inclinée,  on  a 
alors  //  =:  o  sur  les  bords,  et  nous  savons  (§  38j  que  i  doit  satis- 
faire à  la  coikIiIiou  de  rrster  finie  rjuand  //  s'annule. 
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Supposons,    au   conliaiic.    une    paroi    \  cilicalc  :    il     ne    sulliiail 

I  ,>,...«0  I  I  •  ""l'i 

plus  décrire  ici  -^-^  =  o  eomiiie   lorscjue  la   rotation   n  exislail  pas. 


car  — ^  ne  rcpiu-scnte  nlu>  la  eoiiiposaiile  iioiinale  du  (l(''|)laceiiieiil . 
an  III 

Si  l'on  a.  j^ar  exemple,    une  paroi    perpeiidiciilairr  à   ().i  .  ii   tlevra 
èlre  nul.  <l  la  condition  seia 

<V©         XM  do 
(tr         >.     dy 

Si  la  paroi  est  pei  priidiculaire  à  (  )  y.  la  condition  sera 

d'j        a  tu  do 
dy  À     dx 

Kn    «iéneral.  sur    une   paroi  de  ilireelioii    (podcoiiCjur.    lui   devra 

avoir 

dy  dx 

r/.v  ds 


ce  (pu  fou  ri)  Il  la  eondilion 


(lo) 


c/çp  •}.  M   d^ 

dn  k     ds 


(  )ii   jieiit  encore  iixtlre   la  condition   aux    Itords  sous  une  forme 


une   paroi  inclinée 


très  j^ënérale  (pu  s  aj)pli(pie  aussi  luen  au   cas  d 

qu'à  celui   dune  paroi   Ncrticale.   (  îonsidc'rons   jjour  cela,  dans   le 


plan  de  la  surface  libre,  la  uoriiiale  ,iii   Ixird   el    prenons  cette  nor- 
male pour  axe  des  .r.  Nous  anroiis  au  pie(|  de  celle  normale,  dan- 


le  cas  général. 


h  =  (), 


dh^ 


et  1  équation  (  ()  )  se  ri'duira  à 

l"-        d/i  do  x (oÀ       ,JM_  do  _  /.^-v  —  0'< 

À-  ;    ito''  dx  dx        /.'■' 4-  i  (o-  dx  dr  a' 
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c'esl-à-(lire 

d.r  '   d.r  À     dv  !  l;  \  '  À- 

Si  les  axes  sonl  quolcon(jiic>.  nous  devrons  donc'  a\oii\  eu  iiii 
|M)inl  qiiek'oïKjiiP  du   hord,  puisque  d.v=^dn  eX  dy  ^=^  —  c/a", 

dh  /do         iM  d'^\        X- -^  4  W-  /  G    .  ,\ 

(il)  -r  \-r ^ r-= —  \'^  —  —,  <''■     • 

^  dn\  dn  A     ds  /  ,a'         \  '         /.-       / 

Celle  relalion,  iiidépendaiile  du  choix  des  axes,  convient  éj»ale- 
menl  au  cas  où  la  paroi  serait  verticale  en  un  point  du  bord;  en 
eilet,  nous  nauridiis  plus  en  ce  point  k  =  o.  mais  -,-  sérail  mlini. 
el  Ion  relromerait  bien  la  condition  (  lo) 

do         XM  do 
dn  À     ds 

Il  convient  de  remarquer  (jue  le  facteur -^- qui  fii;ure  dans  la 
condilion  aux  hrniles  est  ég.dement  imaginaire. 

65.  Oscillations  propres  d'un  liquide  renfermé  dans  un  vase  de 
profondeur  constante.  —  Dans  le  «as  des  oscillations  propres, 
nous  n'aurons  (pi  à  faire  C^  =  o  dans  toutes  les  équations  précé- 
dentes. L'équation  ditférentielle  à  laquelle  doit  satisfaire  la  fonc- 
tion cp  s'écrira  alors 

^    d    I  ,  <lo  \         iw  'h  h.  o  )         X  — 


^d  dx   \       (IX  j  !.       Il  i  II,  X 

Si,   de   plus,    la   profondeur  II  est  constante,  rt^piation  se  sim- 
plifie considérablement  el  se  rt'diiit  à 

(  r>,  )  //  A'j  = o , 


qui  ne  dillère  de  ('elle  relative  au  vase  wnn  lournanl  (pi'cn  ce  ipie 
A-  est  remplacé  par  X-  -\-  /\m'-. 

On  voit  (pie  e(Mle  c(piati(ui  a  tons  ses  coelficients  réels:  néan- 
moins 'i  reste,  en  général,  imaginaire  comme  dans  le  cas  d  une 
profondeur  variable,  à  cause  de  la  condilion  aux  limites,   hupiellc 
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S  exprime  ici  parla  rd.ilioii 

do         ■>  iM  tl'i 
dn  À     ds 

puisque  la  partii  est  xcilicalc. 

()().  Propagation  d'une  onde  plane  dans  un  canal  de  profondeur 
constante.  —  Létpialiou  (  i  •>.  )  |)eul  èlre  satisCailc  par  la  fonclKm 

(pii  représente  une  onde  plane  indéfinie,  se  propageant  dans  une 
direction  quelconque. 
En  eflet,  nous  aurons 

et,  en  substituant    ces   valeurs  dans  lécpialiou  dillV-renticllc.  nous 
voyons  qu  elle  seia  satisfaite  si  a  cl    j  sont   l(;ls  (pu^ 

Ha|)pelons  que.  dans  le  cas  de  liMpidibie  ahsolu.  uousa\ions 
trouvé  siniplcuicnl  (  ï^  40) 

^2.^   S2=    -V» 

l*our  obtenir-  la  \itesse  de  propagation,  considérons  une  onde 
plane  se  propageant  parallèlement  à  O.r,  e'est-à-dire  faisons  3  =  o. 
L  équation  de  Tonde  sera  alors 

et  sa  vitesse  de  propa<;atioii  -•  ()r 
Par  consc(picnt, 

/    i~ 


V/-^' 


La  vitesse  de  propaj;ation  dune  onde  plane  dan>  un  inilicu 
indéfini  soumis  à  un  mouvement  de  rotation  n'est  donc  plii-^  t'j;ale 
à  \  ir/i;  elle  est  ton  jouis  propoilionnelle  à  cette  quanlitc,  mais  elle 
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cl<''[)en(l  égalenieul  tle  la  période,  et  \arie  avec  chaque  oscillalion. 

Mais  ce  n'est  pas  ainsi  que  le  problènie  se  posera,  car  nous  n "au- 
rons pas  alTaire  à  un  milieu  indéfini. 

Considérons,  comme  nous  1  a\oiis  déjà  lait,  un  canal  limilé  par 
deux  parois  veiiicaies  parallèles  ù  I  axe  des  x 

y  =  o.        .)-  =  b, 

el  supposons  une  onde  de  direction  (pielconque  se  |)r()pai^eanl  dans 
ce  canal.  iNous  aurons  alors  à  taire  inlervenir  les  conditions  aux 
limites,  et  la  conclusion  précédente  va  se  trouver  modifiée.  En 
eflet,  sur  chacune  des  parois,  la  composante  normale  du  iléplace- 
ment  devra  être  nulle:  donc,  pour  y  =  o  el  y  =  b, 

d^        -2(0  d'à 
dy         À    dx 
Il  III  résulte 

•2  0) 

3  =  ^— X. 

Nous  ne  pouvons  donc  pas  prendre  [i  :^  o  comme  nous  Taxons 
fait  dans  un  milieu  indéfini.  On  |)Ourrait  croire  alors  qu'il  n'existe 
pas  d  onde  plane  normale  à  Taxe  du  canal  susceptible  de  se  pro- 
pager dans  le  sens  de  cet  axe:  mais  il  n'en  est  rien. 

Effectivemenl,  léquation  diflérenliclle  sera  satisfaite  si  l'on  a 

d  où 

_      I 

et  la  relation  (jui  lie  [i  à  a  en  \ertu  des  conditions  aux  limites 
donne 


Àv>A 


Par  consf-quenl,  "A[i  sera  réel  et  indépendant  de  la  période,  et  la 
■f)luise  ne  dépendra  pas  dey.  T/équation  de  l'onde  sera 

C  est  une  onde  plane  normale  à  l'axe  du  canal,  et  dont  la  vitesse 
de  propagation  est  encore  \/.?/i,  tout  comme  s'il   n'y  avait   pas  de 
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force  rentrifii^e  composi'e.  Mm-  I  cllti  i|c  ceUc  lurcf  m*  liiidiiil 
par  ceci  que  l"am|)lilude  esl  fniiclioii  (Je  r:  par  conséquent,  sui- 
vant-le  sens  de  la  rotation.  I;i  lui n leur  dr  I  omle  ■ipr;i  j)lus  grande 
sur  un  bord  que  sur  I  autre. 

Si  nous  (■onsul«'inu>  iiuf  ouilc  se  |>rop;ii;t;;inl  m  scu>  inverse, 
a  se  changeant  eu  —  a,  '^j  de\ra  se  clianger  en  —  j;  nnM>  aurons 
donc 

Par  conséquent,  si  dans  un  cas  I  onde  est  plus  forte  sur  le 
bord  •)' ^  h  que  sur  le  bordj'  =  o,  ce  sera  linverse  pour  londe  de 
retour. 

Il  eu  résulte  que,  si  nous  supposons  le  canal  limité  par  une  paroi 
X  =  o^  nous  ne  pourrons  plus  avoir  de  réflexion  régulière  comme 
cela  se  présentait  dans  le  cas  de  ji'quililire  absolu.  En  eftet,  l'onde 

(  (I)  y 

incidente  csl    propoitioniielb'  à  e     '•"''    et   londe    réiléclue   devrait 

2(1)  .y 

être  proportionnelle  à  e  ^'"'' ,  si  la  réflexion  était  régulière.  Pour 
exprimer  que  la  composante  normale  du  déphu^emcnt  est  nulle  sur 
la  paroi  réfléchissante,  il  faudra  é'galer  à  zéro 

d<f        ■>.  (o  (l'j 
(I.T  /.     jy 

D'où  une  relation  à  la(pielle  r  de\ra  satisfaire,  el,  comme  j' varie 
de  o  à  6,  cette  relation  ne  pourra  être  satisfaite  jiour  toutes  les 
\aleurs  de  y.  Donc,  pas  de  I('I1('moii  ic'gnlii  ic  dans  un  canal. 

(')7.  Onde  plane  se  propageant  dajis  un  bassin  indéfini  présen- 
tant une  variation  brusque  de  profondeur.  —  Si,  au  lieu  diin  ca- 
nal, nous  considérons  un  bassin  indélini,  il  pourra  y  avoir  réilexion 
régulière,  parce  qu'alors  il  n'y  aura  plus  de  jiarois  latérales  impo- 
sant une  relation  entre  a  et  ^.  De  même  pour  la  réfraction. 

Imaginons,  par  excm|)l(',  un  bassin  indi'liiii  pailaL;i'  par  ,/•  =  o 
en  deux  biefs  dans  lesquels  nous  avons  : 

Pour  X  •<  o,  la  profondeur  h,  el,  pour  ./■  >>  o.  la  |)rolondeur  //  . 

Chci(dioiis  si  nous  |>ou\ons  repi('srnlei-  le  mouvement  dans  le 
premier  mili(;u  pai' 
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et  clans  le  secoiul  par 

■■s  =  Ce'-"-*'-^-?r', 

la  valeur  tle  3  restant  la  même  pour  cliaciiae  des  trois  ondes,  inci- 
dente, réfléchie  et  réfractée. 

Nous  devrons  avoir,  pour  x  -<  o, 


\  A-     /  ,A'/t 


et.  pour  X  >>  o, 


?-(-^)3 


Kn  écrivant  ({ue,  poui-  ./•  =  o,  es  reste  continu,  nous  avons 

A  ^  B  =  G. 
iMais  la  fonction  '.s  nest  pas  la  seule  qui   doive  rester   continue; 

....  j     /  d'^  2  CD    d 'v  \  •  /  '      I  '  I  I 

i\  faut  encore  (jue  //  I  -r^  H — ^~  ~Tz  j  l'este  continu.  L,ela  résulte  de 

l'expression  de  ^  donnée  par  la  formule  (6),  car  autrement  >^  de- 
viendrait inlini.  Nous  aurons  donc  aussi 


^p)-/,H(a-4;^3j==A'c(a'+^^ 


Les  conditions  de  continuité  nous  fournissent  ainsi  deux  équa- 
tions qui  détermineront  B  et  C  quand  on  connaît  A. 

6S.   Solution  générale  de  la  propagation  dans  un  canal  de  pro- 
fondeur constante.  —  L  ('-q nation  des  oscillations  propres 

À--f-  -i  W-' 
(12)  A  Aci  =  -^ o 

n  admet   pas   seulement,  dans  le  cas  du  canal  considéré  au  para- 
j;raphe  06,  la  solution 

_  2(0 

Nous  pouvons  prendre  plus  j^énéraleinenl 
Cherchons  à  déterminer  a  et  'l. 


126  1'I(i;mii;hk  pauiii..   —  ihaithik  vi. 

ÏN(Hi>  ;niioiis 


dx- 


d^'l 


,/.  /-a.r' 


(l'oii.  on  *;nl)stitiianl  dans  ri'qualion  fliflV'iciilielU'  i  i.<). 


on  |)Osanl 


^'=(-^/,i 


f.a  fonction  'l  est  donc  de  la  fortne 

De  |)lus,  il  faut  satisfaire  aux  condilions  aux  limites.  Nous  de- 
vrons donc  avoir,  poni"jK  =  o  el  y  =  b, 

dçf        -^Ai)  d'^ 
dy  ~    }.     d.r  ' 
<•  est-à-dire 

D'où  les  deux  équations 

A<^^P6(^  ^  -r^aj-  Be->-P''(ri  _  'l^À  =  o. 

Elles  admettent  deux  solutions  : 

i"    'i  =  -T— a  avec  A  =  o.  I.a  relation  (iiii   lit:  y.  et  'j  nous  donne 
'y.  '  ' 

alors 

I 

et  nous  avons 

,j   _    |}^      »V'      ,,     \         Mil'/ 

c'est-à-dire  l'onde  plane  précédemment  ('tudiée; 
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2"   e^'P*  =  e  ^f**^  c"esl-à-dire 

\'^b  ^  tniT.. 

m  élanl  un  entier.  11  en  lésulle 

ni-  —  '        1  \  (o-  ^    I 


La  \itesse  de  propayaliou  -  de  Tonde  suivant  1  axe  du  canal  dé- 
pend donc  ici  de  la  période  et  de  la  vitesse  de  rotation,  ainsi  que 
de  la  largeur  du  canal.  De  plus,  on  a 

im  TZ  iin  7k 

Les  exponentielles  où  entre  y  sont  maintenant  iuiaginaiies,  et, 
pour  une  valeur  donnée  de  x,  la  phase  dépendra  de  y  :  nous 
na\ons  plus  affaire  à  une  onde  plane,  mais  à  une  onde  dont  la 
crête  est  ondulée. 

Cette  onde  ne  pourra  pas  subir  non  plus  de  réflexion  régulière, 
car,  si  l'on  change  a  en  —  a,  on  ne  pounapas  satisfaire  pour  toutes 
les  valeurs  de  )'  à  la  condition  exprimant  que  la  composante  du 
déplacement  normale  à  la  paroi  réfléchissante  est  nulle. 

Dans  le  cas  de  ]  étjuilibre  absolu,  à  cause  de  la  réflexion  régu- 
lière sur  les  parois,  on  avait  une  solution  1res  simple  pour  les  oscil- 
lations d'un  bassin  rectangulaire. 

On  voit  qu  iln'en  est  plus  de  même  lorscju'on  tient  compte  de  la 
force  de  Coriolis. 

En  revanche,  on  piut  traiter  complètement  le  cas  dun  vase  de 
forme  ciiculaire. 

f)9.  Oscillations  propres  d'un  liquide  renfermé  dans  un  vase 
circulaire  de  profondeur  constante.  —  Si  nous  prenons  des  cooi- 
données  polaires 

X  =  0  cos6,        y  =^  p  siiiB, 

I  équation  (i>.)  devient 

d-o        i   do         i    d'^o        X--1-  4w- 


iv>8  i'iu;.Mii;i»i;  i'auiii:.         c  haimihi:   \i. 

Nous  pourrons  salisfaire  à  i  r-lt*:-  i''(niali(iii  t-ii  piiiiaiil 


///  élaiit  iiii  rnlier. 
lui  ellcl.  on  a  alors 


'i  =  -li  p)e' 


(0-t->,< 


et  léqualiou  (  I  3  )  <l(n  ienl,  jiar  suhstiliilion. 

p  p-  A'/' 

On  reconnaît  1  équaUon  (lill(  rcnlielle  <jiii  dt'fuiil  les  fondions 
(Je  Hessel  :  es  nous  sera  donc  donné  |)ar  une  des  fonctions  de  Bessel 
d'ordre  m.  On  sait  qu'il  y  a  deux,  solutions  :  l'une  qui  e^^t  une 
fonction  entière  de  o,  l'autre  qui  devient  infinie  pour  p  ^  o.  Il 
faudra  nécessairement  choisir  la  première. 

Observons,  en  ellèt,  que  nous  avons  trois  indéterminées  :  a  et 
les  deux  constantes  d'intégration  de  l'équation  dillérenliellf.  Il 
nous  faudra  donc  deux  conditions,  cai-  il  doit  rester  un  |>araniètre 
arbitraire  dans  l'expression  des  oscillations  propres,  (pii  ne  sont 
déterminées  qu'à  un  facteur  constant  piès. 

La  première  condition  est  ([ue '^  doit  icstcr  fini  ;  elle  impose  donc 
le  choix  de  la  fonction  de  Bessel. 

La  seconde  nous  sera  fournie  par  la  condition  aux  bords 


Ici, 


(IZt 

•>.  to   do 

d7i 

À     ds 

—  o 

d'^ 

do 

dn 

~d?' 

do 

do 

/nio 

ds 

^ 

pdi} 

0 

Par  conséquent,  on  aura  aux  bords  du  \asc,  pour  p  =  Co, 


dp  Ào 


(p  =  o. 


Cette    équation    déterminera    /..     Le   coellicieiit    de   :i    est  réel^ 
puisque  À  est  imaginaire. 
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70.  Cas  dun  vase  cylindrique  annulaire.  —  Supposons  inainte- 
nanl  que  notre  vase  de  profondeur  constante  soit  liinilé  par  deux 
cercles  de  rayons  p  ^  p,)  et   0  =  3,   (///,'•   i*^'-   Alors,   la  condition 

Fig.  16. 


qi'.e  C2  l'esté  finie  pour  p  =  o  n'aura  plus  aucune  signifîcatiou, 
puis(ju'il  nj  a  pas  de  liquide  au  centre.  Mais  nous  aurons  deux 
conditions  aux  limites,  qui  nous  permettront  de  déterminer  à  la 
fois  A  et  le  rapport  des  deux  constantes  d'inléi^ralion.  Ici  encore, 
le  problème  est  donc  entièrement  résolu  par  les  fonctions  de 
Bessel. 

71.  Canal  circulaire  de  profondeur  constante.  —  Si  pQ  et  p, 
sont  très  grands  par  rapport  à  leur  difl'érence,  nous  aurons,  au  lieu 
d'un  vase,  un  canal  annulaire.  Les  oscillations  propres  d'un  tel 
canal  s'obtiendront  en  remplaçant  les  fonctions  de  Bessel  par  leurs 
valeurs  asjmptoliques.  Posons,  en  efTet, 

L'équation  (i3)  sera  satisfaite  si  lOn  a 

,       b        ni-        À-  -^  4  ^^ 


Quant  aux  condiUons  aux  liiiiiles,  elles  exigent  qu  on  ait 


p,„  représentant  le  rayon  moyen  du  canal,  devant  le(picl  nous  né- 
gligeons la  différence  Oq — p|.  On  a  alors,  dans  les  mêmes  coiuli- 
tions  d  approximation, 


b^ 


'^li 


\  § 
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et  la  solution  s  écrit 

Nous  retiouNons   un»-  onde  se  propaj^eanl  aNCc  la  vitesse  \/gh. 
Les  périodes  seront  définies  par  l'expression 

mz  =  — : — 


\^A'fi 


m  étant  un  entier  :  on  \oit  que  la  période  est,  pour  chaque  oscilla- 
tion, un  sous-multiple  du  temps  employé  pour  parcourir  la  circon- 
férence moyenne,  de  sorte  que  Tonde  reste  bien  coucordante  avec 
elle-même  après  avoir  fail  un  tour  complet. 

m.  Oscillations  propres  d'un  liquide  renfermé  dans  un  vase 
tournant  de  profondevir  variable.  —  Ce  cas  j)lus  compliqué  peut  se 
traiter  d'une  façon  analogue. 

Choisissons,  comme  exemple,  un  \asc  circulaire  dont  Je  lond 
serait  un  paraholoïde  de  révolution  (§  48).  Alors 

h  =  eCi  —  T-  —  y-)  =  £(i  —  p2). 
L  équation  du  prohième  est  dans  ce  cas 

Nous  chercherons  à  y  satisfaire,  comme  dans  le  cas  dune  pro- 
fondeur constante,  par 

ce  =  <i/(o)e""''^^"''', 

d'où 

do 

//  ne  déf)endanl  (pie  (U-  o,  le  d('lerminaiil   fonctionnel  s'écrit 
d{h,  (0)  _  d(h,o)   c^(p,  6)   _  f^^  ^  J_  _       .  ,      •.. 

l^'équalion  liansforiiu'e  en  coordonnées  polaires  devient  donc 
„    /   „       y'         /II-     \  ,       /}.'--\-f\M-        Aiu/ni^ 


INFLUENCE    DE    LA    FORCE    CENTRIFUGE    COMPOSÉE.  l3l 

C'est  une  équaliim  diUérenlielle  de  même  forme  (|iie  celle  du  pa- 

,      ,,,         .  ,.  III'  4  "■'  ""       •  'I 

ragraphe  4o,  mais  reulermanl  m  plus  le  lacleiir  — ; —  (pu  est  réel. 

Elle  se  traitera  absolument  de  la  même  manière;  on  en  déduira  cpie 
le  coeincienl  de  c2  doit  être  m-  —  n[n-\-  'j.)^  m  et  ii  (';lanl  deux 
entiers  cjuelconc[ues  tels  que  n^m. 

l'ar  conséquent,  les  périodes  d'oscillation  seront  données  par 

i ^ —  =  m-  —  n( n  -h  1)- 

gz  l 

Celte  équation  est  du  troisième  degré  en  A.  Pour  (o  très  petit, 
deux  des  racines  tendent  vers  des  valeurs  finies  et  une  vers  zéro. 
D'où  l'existence  de  deux  classes  de  solutions  :  l'une  pour  laquelle  "/. 
reste  lini,  et  l'autre  pour  laquelle  )>  tend  vers  zéro  avec  w. 

Cela  est  d'ailleurs  général  (cf.  §  93). 

73.  Remarque  sur  une  particularité  des  équations  dans  le  pro- 
blème du  vase  tournant.  —  Reprenons  l'équation  générale  des 
oscillations  propres 


2 


dx  \     dx )  h     ô{x,y)  g         '' 


où  \  est  purement  imaginaire. 
Supposons  cjue  l'on  ait 


2  w 


L'équation  admet  alors  une  infinité  de  solutions  simples. 
En  effet,  le  second  membre  s'annule,  et  l'on  peut  écrire  l'écpia 
tion  sous  la  forme 


H''^â-^^$)]^|^K$~''â)]  =  "• 


Elle  sera  donc  satisfaite  si  nous  faisons  à  la  fois 


do  .  dv> 

dx  dy         ' 

d<o  .  do 

dy  dx 
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Il  siitlil  j)i)Ui"  ct'l;)  (jiie  ■:>  >oil  iiiu'  loiuiion  aiiiilvli(|iir  ([iielcoiujue 

D Où  une  infinll(''  de  solutions. 

Mais  ces  solutions  sont,  en  général,  illusoires.  Ka|)|)flons,  en 
ellet,  (|ue  nous  n  a\ons  oKlcnii  JiMniiilion  soiis  la  forme  considérée 
qu  en  ninltijdiant  1  é(|uation  (9)  par  le  facteur  /.-  -;-  /j  (o-  qui,  ici, 
est  nul.  Il  faut  donc  voir  si  à  toute  fonction  '^  analvtH|ue  de  x 
et  y  peuvent  correspondie  des  (juantitt's  ii  et  c.  (  )r.  nous  dexons 
avoir  (§  ()()) 

u —    i-  =   —^, 

I.  dx 

■>.  oj  da 

/.  dr 

et,  dans  notre  hv|)Olluse,  le  ilétcrininant  de  ces  équations  est  nid. 

Elles  ne  sont  donc  plus  distinctes.   Nous  pouvons,  en   eflet,   les 

écrire 

Il  —  /('  =0'. 

V  -^  iu  =  iz.' . 

et  1  on  voit  quOn  passe  de  1  une  a  I  autre  en   la   inultipliaul   par  i. 
Si    donc    nous    prenons    pour    .;     nue     fonction    arbitraire    de 
5  =  X -t-  /)■,  elle  |)ourra  très  bien  ne  pas  satisfaire  aux  conditions 
du  problème.  Il  faudrait,  en  effet,  que  nous  avons,  d'abord 


puis,  en  vertu  de  l'»''(pialioii  de  eoiiliiuiité, 

d{  hu)        d{  hv  )        \-o 
d.v  dy  f; 

La  question  qui  se  pose  est  alors  celle-ci:  u  cl  v  peuvent-elles 
rester  finies  et  satisfaire  à  ces  deux  équations  difierentielles  ? 

Cela  n  est  |)as  certain  et.  pour  !<•  inoiiirer,  nous  examinerons 
seulement  le  cas  d'une  |)rofoiideur  constante.  Les  écpialions 
diflVrentielles  sont  alors 

u  —  iv  —  Ci', 
du        dv  _  À-'i  _       /(W*     _ 
dr        dy         i^li  gli   '  '  ' 
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en  j)Osant 

».  (o- 

Si    nous   diUére'ntinns    la    prcmirrc   éqiiatiftn    par   rapport    à   )', 

iKMis  aurons 

du        .  (h'  „  dz        .  „ 

t'y  dy  "  '^   dy  "    "  ' 

(lOù 

cA'  „       .  du 

dy  '  dy 

et,  par  sul)StiUition  dans  la  deuxième  é(|ualion, 

du        .  du 
d.r  dy 

Prcnous  j)Our  \  .iiialilo  les  deux  iuiaj;inaires  conjuguées 

-  =  ^  —  f>. 
Zi--a^  —  l'y. 
^ous  aurons 

du  du  du 

717-^    TH.  ~    d7i' 

du  . du  .  du 

dy  dz  dz\ 


d'où 


du         du         .  du  p 

dz  d.r  dy  ■ 


C  est  essentiellement  réel  et  positif.  Le  dernier  membre  de  cette 
équation  différentielle  est  une  fonction  analytique  de  z  ;  on  en 
déduira  donc  que  //  est  une  fonction  analytique  de  :?,  à  laquelle 
l'intégration   ajoutera    une    constante,    c'est-à-dire    une    fonction 

.le    ... 

u  -=  f(  z)  -+-  /■,  I  ;,  ). 

Si  nous  posons 


•!/    étant  la  dérnée  d  nwe.  certaine  fonction   de  ;,  nous  aurons  donc 
en  intégrant 

«  =  —  C  'L  H —  'J/"  -i-  d*  I , 
•>.  ■         ' 

'ii  représentant  une  lonclion  aihitraiie  de  c,. 
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[|  en  r«'sulle 


(Jn  a  (loue 


.•  =  .-(c.{>4-^v-^,) 


u  -)-  iv  =  ».  -^  1  —  '.  C  '!/, 


//  —  iv  =  'i/ 


Mais  il  reste  encore  à  salislaire  aux  conditions  aux  Iniilles,  et  ce 
sont  elles  fjui  nous  détermineront  les  fonctions  •]/  et  'L,,  si  toutefois 
elles  peuvent  Tèlre.  Or,  en  général,  le  problème  ne  [)Ourra  pas 
être  résolu,  car  ces  relations  imposeront  à  la  constante  C  une  nou- 

\elle  condition  incomnntihle  avec  sa  valeur —r  • 

Si,  par  exemple,  nous  prenons  le  cas  d  un  vase  annulaiie,  nous 
(Jevrons  avoir  sur  les  bords 


c  est-à-dire 


ou 


u  cosO  -f-  c  si  11  0  =  o. 

u  (  e'^J  -+-  e-'Q  )  —  à' (  e'^  —  e-''^  )  =  o 
u  -!-  à'  ,  .f, 


Nos  variables  indépendantes  étant 


z  =  pe'«, 
la  condition  aux  limites  s'écrit 


-1  =  ?e-'•^ 


c'est-à-dii'e,  en  remplaçant  u  et  c  par  leurs  valeurs  en  fonction  de 
•h  et  '},, 


Nous  avons  ainsi  une  relation  entre  -L,  -i/,,  o  et  ;,,  qui  doit  être 
satisfaite  sur  les  <leu\  circonfi-rences  ilu  vase,   pour   .^^i  =  pi    et 


Posons 


^  =  z'". 

<};,=  kz\"'  =  Ac"'p    2' 
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La  relalion  préct'dente  .s\''crira 

m  (  m  —  I  ;  -+-  '2  p2 (  A  p-2'«  —  G )  =  o 

et  devra  être  satisfaite  pour  p  =  So  6t  p^  pi. 

Si  nous  regardons  Oq  6t  ^t   comme  donnés,  cela  fait  deux  équa- 
tions qui  détermineront  A  et  C  ;  on  en  tire 


Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  Oq  et  p,   pour  ([ue  la 
solution  existe. 
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CHAPlTKi:   Vil. 

OSCILLATIONS  D'UN  LIQUIDE  PESANT 
HECOl  VnWT   INE    SPIlÈMi:   TOI  RN  \NTI-: 


74.  Nous  allons  inalalcniinl  alxuder  le  pioblème  dans  toute 
sa  généralité,  en  tenant  coin  pie  à  la  fois  de  I  attraction  du  i)Our- 
reiet,  de  la  sphéricité  de  la  Terre  et  de  la  force  centrifuge 
composée. 

Considérons  une  sphère  dont  le  rayon  sera  pris  |)our  unil*'-.  et 
soient  0  et  •!/  les  coordonnées  colatitude  et  longitude. 

Faisons  de  la  surface  de  cette  sphère  une  représentation  confoi-ine 
sur  une  Carte  géographique  et  désignons  par  a\  îles  coordonnées 
rectangulaires  sur  cette  Carte  du  point  0,  •!. 

Imaginons  sur  la  surface  de  la  sphère  une  courbe  fermée  quel- 
conque C  liinitanl  un  (lomainc  iJ  dont  1  élément  de  surface 
sera  c/o-;  soient  également  f/s  l'élément  darc  de  la  courbe  C  et  d/t 
l'élément  de  la  normale  intérieure  à  cette  courbe  dans  le  plan 
tangent  à  la  sphère. 

Sur  la  (jarte,  nous  aurons  comme  ('•h'-ments  correspondants  une 
courbe  |)lane  C,  un  élément  de  surface  t/ri',  un  élément  d'arc  ds' 
et  un  élément  de  normale  r/n'  ;  et  nous  aurons  les  relations 

ds'  =  /  fis.  dn '  =  /.  dn .  dn'  =  /.^  di. 

le  étant  le  rap[)oit  de  similitude,  le(juel  est  fonction  de  .v  et  t.  ou 
de  H  et  -}. 

7.^).  Si  nous  considérons  le  cône  ayant  pour  sommet  le  centre 
de  'a  S|)hère  et  pour  directrice  la  courbe  C.  la  quantité  de 
liquiue  renfermé  à  I  inlérieiir  de  ce  cône  éprouvera  un  accrois- 
sement par  le  fait  de  la  marée.  Cet  accroissement  est  égal,  d'une 
part,  à  la  quantité  de  licpnde  qui  pénètre  à  travers  la  surface  laté- 
rale ;  si  nous  désignons  par  N  la  composante  du  déplacement  nor- 
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niale  à  1  élémenl  <'/,s",  il  entrera  par  le  jjelil  rectangle  hds^  dont  cet 
élément  est  la  hase,  une  quantité  A-N  d$.  D'autre  part,  si  '^^  repré- 
sente la  surélévation,  à  chaque  élément  d'y  de  surface  corres- 
pondra un  accroissement  de  volume  élémentaire  égal  à  —  v  r/o-,  en 
comptant,  comme  précédemment,  Ç  positivement  dans  le  sens 
des  :;  positifs,  c'est-à-dire  vers  le  bas.  L'équation  de  continuité 
sera  donc 


(I)  f/iNds  =  —   I^Z, 


d7. 


rintégraie  du  premier  membre  étant  étendue  à  toute  la  courbe  G 
et  celle  du  deuxième  membre  à  tout  le  domaine  D  que  limite  cette 
courbe  sur  la  surface  de  la  sphère. 

7<).  11  faut  maintenant  évaluer  AN.  Heportons-nous  pour  cela 
aux  résultats  obtenus  dans  le  problème  du  vase  tournant. 

Nous  avons  vu  (§  00)  qu'en  su|)posant  la  profondeur  très  petite, 
ce  qui  est  la  seule  hypothèse  à  considérer  lorsqu'il  s  agit  des 
marées,  w  est  du  second  ordre,  i/  et  v  étant  du  premier,  et  que 
tout  se  passe  alors  comme  si  la  rotation  se  réduisait  à  sa  compo- 
sante verticale. 

(i)  représentant  cette  composante,  les  composantes  a  et  v  du 
déplacement  suivant  Ox  et  Oy  sont  données  par  les  équations 

•2  0)  do 

A  dx 

1  w  d'^j 

la  fonction  'i  étant  toujours  définie  par  la  relation 

À^tp  =  V  — p. 

Ces  équations,  résolues  par  rappijrt  à   u  et  à  r,  nous  ont  donné 


/>'-        /  d-i  i  hi  do  \ 

X--r- 4  W- \£/a7  '      À     dy /' 

>,2         /  do  •>.  o)   do  \ 

A'-'—  j(o-  ^^dy  À     dx  j 


D'une  manière  générale,  si  nous  a|)pelons  N  la  composante  du 
déplacement  sui\ant  la   noiinale  intérieure  à   réiément  ils  d'une 
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coiirlji'   quelconque  Irart-e  dans  le  phiii  de  la  surface  Hhre,  nous 

aurons 

dy  clx  ).-         /  (lo        ■>.  lo  dz)  ' 


dy  d.r  /.-  /  do         >.  lo  do  \ 

~  ds  ds         K--^^M-\dn  '/.     ds  / 

Tout  ceci  suppose  que  le  contour  fermé  C  est  décrit  dans  le  sens 
positif  généralement   ado|)lc,  c'est-à-dire  (]ue,   si  nous  imaginons 


une  petite  circonférence  tangente  intérieurement  à  la  courbe  C. 
cette  circonférence  doit  être  supposée  parcourue  dans  le  sens  de 
O^  vers  Oy  par  rapport  à  son  centre,  et  déterminera  ainsi  le  sens 
positif  sur  C  {Jig-  17). 

77.  Ces  résultats  s'étendent  immédiatement  au  cas  de  la  sphère 
tournante. 

En  elTet,  si  nous  considérons  une  portion  suffisamment  petite 
de  la  surface  de  cette  sphère,  nous  pourrons  la  regarder  comme 
plane,  et  nous  nous  trouverons  ramenés  ainsi  au  problème  du 
vase.  Seulement,  la  quantité  to  qui  figure  dans  les  équations  que 
nous  venons  de  rappeler  était  la  composante  elîective  de  la  rotation 
suivant  la  normale  à  la  surface  libre;  si  donc  nous  désignons  ici 
par  0)  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre,  nous  devrons  introduire 
dans  nos  équations  to  cos  0  au  lieu  de  o. 

L'expression  du  déplacement  normal  à  la  courbe  C  tangenticl- 
lement  à  la  sphère  est  alors 


(2) 


Posons 


(3) 


N  = 


/*.= 


X2 


/do 


X^-f-  Iwîcos^O  \dn 


•>  to  cosO  do 
À  ds 


■?.tu  cos  6  , 

7/,=^    r /t,. 
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ISous  aurons 


'39 


(4) 


//,N..=/(,4?-,„^)* 


OU    bien    encore,    en    reaiplaranl    dn    et   ils   respectivement    par 
—r-  et  —j-  dans  le  second  membre, 


{\bh) 


/"^  "-/(>■  ê -".§.)*■■ 


Transformons  d'abord  l'équation  (4).  Observons  pour  cela  que 
nous  j>ouvons,  au  troisième  ordre  près  (§  oo),  substituer  au  flux 


qui  traverse  chaque  élément  ds  de  la  courbe  C  la  somme  des  flux 
pénétrant  à  travers  les  cotés  de  l'angle  droit  du  triangle  rectangle 
infiniment  petit  dont  dx  est  l'hjpoténuse  {fig.  i8).  Par  conséquent 

fh,'^ch=  fhJ   .f^„  ./O-  4|sinO./<vV 
I/intégrale  du  second  membre  est  une  intégrale  de  ligne  étendue 
à  toute  la  courbe  C  ;  transformons-la,  par  la  formide  de  Riemann, 
en  une  intégrale  de  surface  étendue  au  domaine  superficiel  limité 
par  C,  et  nous  aurons 

/"■â-— /"""4^("-""â)-;^(;^|)J- 

D'autre  part, 
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Il  vicnl  donc,  en  portant  ces  valeurs  dans  (4)  et  (i), 
(5)       j  /i\  ds  =       I  r  siiiO(/fJ</'^ 

Opérons  maintenant  une  Iranslornial  ion  analoiiue  suri  i''(|uali()n 
(  4  /><■!>■  I  ;  nons  aurons 

/•■/„  Éi,  ,s  =l\  ,  J  ...  -  g  .^)  =  -  f  V  ^^  (/„  ^)  ,.  .,.. 

el,    comme    en    passant    de    la    s|)lièie    à    la    Carte    !  ('(|iiation    ii) 
devient 

/   h  \  c/s  =  —   /    TT,  d.r  dy, 

on  a,  en  substituant  dans  (4  l^is)^ 

Les  relations  (5)  et  (  5  Ois)  ont  heu   pour  une  courbe  C  quel- 
conque; ce  sont  donc  des  identités. 

Par  suite,  les  équations  du  pi-oblèuu'  seront  : 
En  coordonnées  sj)héri(pies, 


r/ci 


/   /    h,      d'^ 


â(hn,    O' 


^  rt^f)  \  ^0/         f/'MsinO    d<b  '  rh^^,'h) 

cl.  en  coordonnées  rectangulaires  sur  la  Carte, 

^^  d.r  \       d:r  /         dix,)-)         k- 

J^a   \aleur   de   ^   nous  est   lournie   par   la  condition  à   la  surlace 
libre,  qui  donne  (  §  .')()) 


(7) 


X2o  _  ir  _  Ce>< 

~     A'  #-  A^ 


Le  dernier  leriue,    qui   rcprc'senlc  celle   des  composantes   iso- 
chrones  du   potentiel   perturbateur    que    Ton    (-onsidère    spécia- 
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Icment,  est  à  su|)|M-iiner  |)oiir  l'élude  des  oseilhilions  propres  : 
A  est  alors  une  incouiiuc  dont  la  détermination,  comme  celle  de  'i, 
résultera  des  écpiaiious  précédentes,  ainsi  que  des  conditions  aux 
limites. 

Lorsqu'on  voudra  obtenir  les  oscillations  contiaintes,  C  et  ). 
seront  des  données  de  la  question. 

En  éliiuinanl  Z  entre  les  équations  f  ()  i  et  l'équation  (~),  on 
obtiendra,  soit  sur  la  splière,  soit  sur  la  Carie,  l'équation  (pii  doit 
déterminer  es  : 

ou 

^U  dx  \_      dx  1         0{x,y)         k^ g        •  ' 

Ensuite,  l'équation  (^)  donnera  la  surélévation  et  l'on  obtien- 
drait par  l'é(pialion  (2)  la  composante  du  déplacement  suivant  la 
normale  à  un  élément  quelconque  de  courbe  tracée  sur  la  surface 
libre. 

78.  Autre  forme  des  équations.  —  Ces  équati(»ns  ont  un  avan- 
tage :  c'est  que,  dans  le  cas  des  oscillations  propres  et  sous  la 
réserve  de  ne  pas  tenir  compte  de  l'attraction  du  bourrelet,  elles 
ne  renferment  qu'une  seule  fonction  inconnue,  à  savoir  la 
fonction  es. 

Mais  elles  présentent  aussi  un  inconvénient:  c'est  de  contenir 
les  quantités  A,  et  Ao,  dans  l'expression  desquelles  figure  en  déno- 
minateur A-  -t-  4  f^')'  cos-  d.  Or,  X-  étant  toujours  négatif,  ce  déuo- 
n)inateur  pourra  s'annuler  pour  certaines  valeurs  de  6.  Ii\  et  h.^ 
sont  donc  suscepllbbîs  de  devenir  infinis.  Pour  voir  ce  qui  se 
passe  alors,  prenons,  par  exemple,  l'équation  ((J6/.s)  sur  la  Carte, 
et  reuiarcpions  qu'elle  peut  s'écrire 


d_ 
dx 


[,    /do        .iojCDsO   dsi  xl          d   [,    l  do        ^.wrosf)   d^W         X, 
^"  (  ^  -^  -X-  ty)\-^-dy  [^"  \-y T"  dx)\  =  F^ 


d 


(>onsid('rons  le  terme  en  —■  iN)ur  la  colatitiidc  0  telle  que 
•litô  cosO  —  dz  X, 
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do 
dx 


h.  -r-  de\ient  inlini  ;  de  même  lix  -r^-  Mais  on  a 
'  dx  '  dv 


do        awcosO  d^  _  À--i- 4  w- cos-0 
dx  À         dy  k\- 

el,  par  suite,  celte  expression  saniuilc  pour  la  \aleur  de  0  consi- 
dérée.  Les  termes   infinis  se  détruisent  donc.    De  même   pour-  le 

terme  en-r-;  de  sorte  (lue  l'ensendjle  des  termes  reste  (ini. 
dy  • 

Néanmoins,  pour  éviter  cette  difliculté,  il  peut  y  avoir  a\anla<;e 
à  présenter  les  équations  sous  une  autre  forme. 

Considérons   pour  cela  le   déplacement  d'une    molécule   et    les 

composantes  de  ce  déplacement  sui\ant  les  axes  des  x  et  dos  y 

tracés  sur  la  Carte.  Si  nous  désignons  ces  composantes  par  //  et  r, 

les  composantes  du  déplacement  réel  sur  la  sphère  seront  kn  et  Âv, 

de  telle  sorte  que  l'élément  d'intégrale  AN  ds  reste  le  mèm»-.  (piil 

soit  estimé  sur  la  courbe  C  ou  sur  sa  transformée  C.  De  plus,  si 

nous  désignons  par  d\  et  dr^  les  éléments  rectangulaires  corres- 

})ondant  sur  la  splicre  à  dx  et  dy,  nous  aurons,   en  vertu  de  la 

similitude, 

/i  t/;  :^  dx,         k  df,  =  dy. 

Les  comj)osanles  ku  et  kv  sont  liées  par  les  relations 

,  Ato  cosO  ,  do  do 

/eu  —  ; Al-  —  ^  =^  k  -~  j 

A  «;  dx 

,  ■;>  (0  cosO  do  do 

kv  -. — ; ku  — .  — ^  =  /i  -r^  , 

/  (i\  dy 

qui  sécrivcnl,  après  suppression  du  facteur  /.-, 

2  10  cosO  do 

^^^  \  9.WCOSÛ  do 


\'    '  \        '--  dy 

Ou  reti-ouvc  les  équations  connues  du  vase  tournant,  la  \ilcsse 
de  rotation  étant  co  cos  0. 

Nous  avons,  de  plus,  l'équation  de  continuité 


f li\ds^—  j  pdxdy. 
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N  est  la  composante  du   dcplaoenient  vrai   normal  à  rélément 

ds  sur  la  sphère  ;    ses  cosinus   directeurs   sont  proportionnels  à 

(Ir  d\       -     ,    >    j-        -  dy     ^         dx 

r^  et  +  -r»  c  esl-a-dire  a  —  -^  et  +  -7-;  • 

ds  ds  ds  ds 

On  peut  donc  évaluer  facilement  la  première  intégrale  en  fonc- 
tion des  cléments  sur  la  Carte  ;  on  a 

j  •/,  N  ...  =y ■/,  (/,,.  ^.  -  /,„  %)  ,s  =Jm  *  (.  ...  -  „  ,y) 

=   I  h  (  V  dx  ~  a  dy]  =  —  I   ^  y-  (  /"<  )  «^-^  ^y. 

D'où,  en  égalant  les  deux  valeurs  de  /  AN  ds,  l'équation 
,   v^  di  hu  )        ^       1"-  C2  —  n"  —  C e>-' 

(•^^  '"2.^n- =  ''■--' — j 

qui  tient  lieu  des  deux  équations  (6)  et  (6  bis). 

Nous  avons  ici  trois  fonctions  inconnues  :  11,  v  et  a,  et  trois 
équations. 

Si  Ion  veut  éliminer  '.s,  il  suffu-a  de  diflerentier  l'équation  (101 
d'abord  par  rapport  à  x,  ensuite  par  rapport  à  y  :  nous  obtien- 
drons ainsi  deux  équations  en  u  et  c,  dans  lesquelles  n'entreront 
plus  de  coefficients   susceptibles  de  devenir  infinis  [voir  §  I60). 

79.  Théorèmes  de  Laplace.  —  i"  Cas  oii  la  profondeur  est 
seulement  fonction  de  la  latitude.  —  Laplace  a  montré  que,  si  // 
ne  dépend  (|ue  de  la  latitude,  la  marée  ne  subit  pas  de  retard  :  sa 
phase  est  la  même  que  celle  de  la  force  perturbatrice. 

Considérons,  en  eflet,  le  terme  Ce^'.  Nous  savons  (§  29)  que  le 
potentiel  P  —  Po  d'un  astre  en  un  point  déterminé  peut  se  décom- 
poser en  une  somme  de  termes  de  la  forme 

F  — Po=V  *e"r, 

V  étant  l'angle  horaire  m  t  -\-  <l  —  /î\  de  lastre  ; 

<ï>  dépend  de  la  colatitude  0,  de  la  distance  polaire  5  et  de  la 
distance  0  de  l'astre  au  centre  de  la  Terre,  mais  pas  de  la  longi- 
tude ; 

s  est  un  uoiiibrc  eulici'  pouvant  prendre  les  valeurs  o,  zt  i,  dz  u. 
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lui  rein|)l;n;inl  --  par  sa  valeur,  on   peut  t'ciire 
P  —  P„  =^ ^  * e-"-R  e»'w/-^.wl-. 

Les  coordonnées  de  Tastre   varianl  lenleinenL  ^e^""^^  sera  une 
f'onclion  de  h  et  du  temps  cjuOa  pourra  dé\elop|)er  en  une  série 

tiif;on()niélricjii('  <!•■  la  lornie  >  Be'H^. 

I)  ne  dé[)cnd  (|ue  de  9  et  est  propoiiionnei  à 

3cos-0 — I         pour        *  =  o. 
sin-iO  »  i-  =:dz  I, 

sin'-6  »  s  =±:  v.. 

Si  maintenant  nous  posons 

),  =  si  M  -+-  i'x, 
nous  aurons 

P— P,j=V  Be-'H>-', 

'JL  étant  1res  petit,  A  diflère  peu  de  s/oj.  Pour  une;  composante  iso- 
chrone Ce'^  du  potentiel  perturbateur,  nous  a\ons  donc 

s  ayant  une  valeur  entière  voisine  de  -r—- 

Considérons  alors  les  équations  du  piohlème.   Dans  le  cas  où  h 
ne  dépend  pas  de  •]/,  elles  se  sim|)lilieut  cl  dcxiennent 

>l  f ,      .    ,  (l'^^\  /'i     d'-o        14 10  d'9  d(hi  cosb) 

M\  di\  J        siiiG   d-y-  A     d'I  d\) 

C  étant  propoillonnc!  à  e^''^,  nous  pourrons  satisfaire  à  ces  équa- 
tions en  prenant  cp,  "C,  et,  par  conséquent,  M"  proportionnels  à  e""!', 
sous  la  forme  V m)e^''^'^^^.  Nous  obtiendrons  ainsi  pour  chaque 
composante  isochrone  une  onde  se  pro|)ageant  suivant  les  paral- 
lèles avec  la  \itesse  — .• 

SI 

Mais,  de  plus,  il  faut  montrer  (pi  il  n'v  a  |)as  décalage. 
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(  )r,  nous  avons 

do 
d'il 

(i'où.  en  substituant  dans  les  équations, 

d   /,      .    ,,dz>\  ,  /i\'^         îMsi  c/(7i,co?0)  ^    .     . 

(/O  V  dh  /  SMiO  A  rt'J  ' 


D 


e  pi 


et 


i(X2o  — n"—  Ce>-') 


jNous  avons  ainsi  entre  les  inconnues  '^,  ^,  D"  et  la  donnée  Ce^^ 
trois  relations  qui  sont  des  équations  difl'érentielles  linéaires  dont 

tous  les  coefficients  sont  réels,  puisque  4  est  réel. 

11  y  aura  donc  forcément  une  solution  réelle.  Si,  en  effet,  nous 
|)ou\ions  avoir  une  solution  imaginaire,  la  solution  imaginaire 
conjuguée  conviendrait  également,  et  leur  combinaison  donnerait 
encore  une  solution  réelle.  La  solution  étant,  en  général,  unique, 
il  en  résulte  qu'elle  est  réelle,  c'est-à-dire  que  les  fonctions  de  0 
qui  entreront  dans  les  expressions  de  ci  et  de  Z  n'auront  pas  de 
partie  imaginaire. 

Or,  la  phase  de  la  force  perturbatrice  est  l'argument  de  la  quan- 
tité imaginaire  Ce'';  la  phase  de  la  marée  est  l'argument  de  la  quan- 
tité imaginaire^.  Ces  (juantités  étant  toutes  deux  égales  au  produit 
de  l'exponentielle  e^''H"''  par  une  fonction  de  0  réelle,  leurs  argu- 
ments seront  tou>  deux  égaux  à  5'!/  H — rt  et,  par  suite,  il  n'y  aura 

pas  de  dillérencc  de  phase,  ou  du  moins  elle  ne  pourra  être  que  o 
ou  —.  Ainsi  donc  : 

Le  retard  de  la  marée  serait  nul  si  ta  profondeur  ne  dépen- 
dait que  de  la  latitude. 

Il  importe  de  remarquer  que  ce  théorème  n'est  plus  vrai  pour 
une   loi  quelconque  de  la  profondeur;  en  j>articulicr,  il  ne  s'ap- 
P.  —  III.  10 
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plique  pas  au  cas  des  mers.  Beaucoup  d'auleurs,  néanmoins,  s'y 
sont  trompés  et.  attribuant  nii  lliéorrme  de  Laplace  une  généralité 
qu'il  ne  comporte  pas,  ont  nii  pomoir  en  conclure  cpie  le  déca- 
lage de  la  marée  par  rapport  à  la  lorcc  piMliii-Latric*"  avait  pour 
cause  le  Irottcmenl.  (Ji\  I  iniluence  du  rrottcinenl  est  tout  à  lait 
iusigniliantc  et  le  relard  constaté  doit  être  imputé  entièrement  à  la 
loi  de  profondeur. 

Ou  peut  voir  aisément  d'une  autre  manière  que  ce  théorème  de 
Laplace  n'est  pas  général.  Comme  il  ne  dépeud  pas  de  la  grandeur 
de  la  rotation,  il  serait  vrai  même  si  Ton  ne  tenait  pas  compte  de 
la  force  centrifuge  composée.  Or,  nous  savons  que  dans  ce  cas,  si 
l'on  considère  les  oscillations  |)ropres  harmoniques,  il  v  a  parlcml 
concordance  de  phase  dans  le  système  (  <5  <S).  Lors(pie  ),  serait  très 
voisin  de  lune  des  valeurs  d  Oscillalion  propre  I  oscillation  con- 
trainte serait  très  voisine  de  cette  oscillation  et  de\rait.  par  suite, 
avoir  comme  elle  même  phase  en  tous  les  points  de  la  mer  consi- 
dérée. l\)ur  le  |)Olentiel  perturbateur,  au  contraire,  la  phase  dé- 
pend de  la  longitude  :  il  y  a  donc  forcément  décalage. 

Et  cependant  le  théorème  nous  apprend  qu'il  n'y  a  pas  décalage 
lorsque  la  profondeur  ne  dépeud  que  de  la  latitude.  C  est  qu  alors 
l'équation  qui  donne  les  périodes  des  oscillations  propres  |)Ourco  ;=  o 
a  toutes  ses  racines  doubles  (voir  §  93);  et  nous  sa\onsquele 
système  peut  dans  ce  cas  prendre  des  oscillations  propres  qui  ne 
sont  |)as  harmoniques  au  sens  restreint  du  mot,  et  présentent  des 
lignes  cotidales  (§§  20,  i9). 

Il  n'est  pas  inutile  de  faire  remarquer  encore  que  ce  théorème 
de  Laplace  n  exige  nullement  que  la  mer  recouvre  tout  le  globe; 
seulement,  s'il  existe  des  coutiiienls,  ils  (le\  loiit  être  limités  j)ardes 
parallèles. 

SO.  Tiii'.oiii:.\ii:  \ï.  —  J^f(  nidiée  diurne  est  titille  si  la  profon- 
deur est  constante.  —  Plaçons-nous  d'abord  dans  le  cas  où  la  pro- 
fondeur n'est  fonction  que  de  la  latitude,  et  cherchons  quelle  doit 
être  la  loi  de  profondeur  pour  que  la  marée  diurne  soit  nulle.  Pour 
celte  marée,  on  a  .v  =:  i .  l'riMions  également 


\a\  p(l■^allt  ceUf  f'';:;ditc,  nous  fjiisons  niir  approxiiuiii  ii>ii.  [.iiiMjiie 
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eil    léillllé 

X  =  iw  -+-  iix. 

Ce  que  nous  dlioas  ne  s";i|)|)li([ue  donc  ri^oureuseuienl  qu'à  la 
marée  diurne  sidt'iale.  mais  seia  \rai  aussi  avec  une  grande  ap- 
proximation [)i)ur  la  uiar.'-e  diurne  solaire  et  lunaire,  en  raison  de 
la  petitesse  de  a. 

Pour  l'onde  diurne,  G  est  proportionnel  à  sin'^9. 

Si  nous  suj)j)osons  la  marée  nulle,  "C,  =  o,  le  bourrelet  sera  nul 
également    et    Ion    aura    aussi    II"  :^  o  :   il    en    résulte    donc    que 

C2  =  ^-^c-:; — sera   proportionnel  à  sin^U. 

En  faisant  .s-  =  i ,  ).  =  im  et  "^  =  o,  léquation  {l'Jf-)  devient 

et  la  question  qui  se  pose  est  d(!  savoir  quelle  doit  être  la  valeur 
de  A,,  c'est-à-dire  de  A,  |)Our  que  cette  équation  soit  satisfaite 
lorsqu  on  y  fait  es  =  sin2  0. 

En  opérant  la  substitution,  nous  avons 

■i.h\  sinO  cos>,6  -f-  >.hi  cosO  cos^O  —  4/'i  sin6  sin  26 
—  ihi  cos6  -i-  ■>.  Ii\  sin  2O  cos6  —  ■>. /?!  sin  a6  siii  0  =  o 

ou.  en  réduisant, 

■xh\  sin6(  /(Cos^O  —  i)  —  8/(isinOsin26  =  0, 
dOù 


h  1        4  cos-  0  —  I  j  cos-  0  — 

On  en  déduit  donc 

,  const. 

h,  = 


4  cos2  0  —  1  > 

et,  par  suite,  piiiscpie  A-  =  —  w-, 

h  —  (\  —  ^co-i-^S  )/ti  =  const. 

Cette  condition  étant  nécessaire  et  suffisante  ))our(pie  Téipialion 
soit  satisfaite,  le  tliéurème  est  démontré. 

On  retrouve  encore  la  même  condition  en  supposant  ([iie  la  pro- 
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fondeur  dépeii<le  à  la  luis  «le  0  el  d»'  -l.  Reveuon»,  eu  elle!,  à  léqiia- 
\un\  j^<"ncrale  i  o  i  cjin  conliciil -r^ ?  el  recommençons  la  précé- 
dente analyse.  Il  laiidia  i|ii  en  rniiplat.'anl  ^  |tar  /éto.  'i  nar  sin'.if|, 
A  par  fo)  «^1-77  par /'j;,  I  çcpiation  soit  salisiaite.  Lielte  équation  \a 

se  présenter  ici  sous  l'orme  complexe,  et,  comme  A|  est  essentielle- 
ment réel,  nous  devrons  annuler  le  coefficient  de  la  partie  imagi- 
naire. En  tenant  compte  de  ce  que,  pour  Tonde  diurne,  on  a 

on  voit  (|ue  l'ensemble  des  termes  imai;inaires  est  égal  à 

,  dh, 

■l  COS  ')  —rr-  (  I  -!-  -2  COS  A  0  ) . 

On   devra   donc  avoir,  pour  (jiie  la   marée  diurne  soit  conslam- 

ment  nulle, 

dh, 

Par  suite,  la  profondeur  ne  doit  di'pendrc  (jue  de  la  l.ilitudc  el 
nous  sommes  ramenés  à  l  analyse  précédente,  laquelle  exige  (jue 
la  profondeur  soit  constante.  Il  en  résulte  donc  que  la  mer  de\ia 
recouvrir  tout  le  globe. 

<S1.  Loi  de  profondeur  pour  laquelle  la  marée  diurne  serait  pro- 
portionnelle à  la  marée  statique.  -  Nous  allons  rcclierclier  >  il 
existe  une  loi  de  profondeur  de  la  mer  telle  que  la  liauleur  de  la 
marée  diurne  soit  proportionnelle  au  terme  correspondant  Ce^^  du 
potentiel  perturbateur.  Nous  supposons  toujours  que  la  profon- 
deur ne  dépende  que  de  la  latitude  et,  de  plus,  ici,  que  la  mer 
recouvre  le  globe  entier. 

G  étant  proportionnel  à  sin .2 Or^'K  "t  de\ra  contenir  également  ce 
facteur  :  ce  sera  donc  une  fonction  sphérique  du  second  ordre,  et 
nous  aurons 

l*ar  suite,  0"  sera  comme  i^  et  ('-  proportionnel  à  siniiOr'^.  el   il 
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résulta  (le 

([lie  •-;  de\ra  être  proportionnel  à  la  même  quantité. 
Si  donc  nous  pDsons 

a  et  b  étant  des  constantes,  la  substitution  de  ces  valeurs  dans 
l'équalion  (12)  où  l'on  aura  fait  préalablement  5  =  1  et  /.  =  /(>)  nous 
donnera,  comme  tout  à  l'iieure, 

■i a  — ^  (  j  cos-  0  —  I  )  —  S  rt// 1  si  11  i  0  =  6  sin  i  6, 
au 

c  esl-à-dire,  en  tenant  compte  de  ce  que 

,      dit  1  dll  ,        .        , 

•  dh        ,     .       , 

—  z  a  -r-  =  o  SU1  -2  'J . 
rt'J 

(  )n  tire  de  là 

/i  =  A|,(  I  —  (^  cos- 6  ). 

//o  et  Y  étant  deux  constantes  telles  que  q/io  ^ • 

Si  la  profondeur  suit  cette  loi,  la  marée  diurne  sera  proportion- 
nelle au  terme  correspondant  du  potentiel. 

On  a  d'ailleurs,  immédiatement,  l'expression  de  la  hauteur  de 
cette  marée;  en  sul)sliluant  dans  l'expression  de  v  les  valeurs  pro- 
portionnelles des  did'érents  termes,  on  a.  entre  les  coefficients,  la 
relation 

A'O  =  A-  a  -i : 1 , 

) 

cl  DU  I  on  lue.  puis(pie  s'  =  — - —  el  A-  =  — -  (o-, 


/.= '- 


•    \  )L)        2A'<y/<„/ 

Suivant  la  viilcur  do  </,  b  pourra  être  positif  ou  négatif,  c'est- 
à-dire  (|uc  l;i  ni.Ércf  diurne  produite  sera  inverse  ou  directe  par 
rapport  à  hi  marée  stali(|ue. 
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Si  r/ ^  o.  la  prolondeui'  esl  imilorine.  et  I On  ;i  ^  =  (i  :  on  re- 
lioiivc  hicii  le  second  lli<'orèinc  «le  F^aplace. 

(S;2.  Loi  de  profondeur  pour  laquelle  une  oscillation  contrainte 
quelconque  serait  proportionnelle  au  terme  correspondant  du  po- 
tentiel. —  Nous  |»()ii\(m<  nini>  |i(i>('r  une  (|ii('>l  ii)U  [dus  ^('-lU'iale, 
ti  rcclii'fclier  -^  1!  t-xislc  |iniii-  une  mer  rniixnml  tdtil  Ir  i;liiiii'.  une 
loi  de  |>rorondeur  dépendant  de  la  lalilnde  .seule,  el  telle  qnune 
coni|)Osanle  quelconque  de  la  nian'e  soil  proporlionnellc  au  terme 
correspondant  du  développement  du  poti-nliel. 

Reprenons  doi.e  IcMpial  ion  \  12),  dans  laquelle  nous  n  allrihue- 
rons  plus  aucune  valeur  particulière  ni  à  5,  ni  à  /..  (  hiei  (jue  soil 
celui  des  trois  groupes  au<piel  ap|)aitienl  Tonde  consid<''rée,  C  sera 
une  ronclion  spliériqiie  du  second  ordre  :  il  devra  donc  en  être  de 
même  de  Z.  donc  de  II"  et.  par  suite,  de  -s.  Si  nous  posons  alors 

u  =  a/(  i))e-''-\>+^', 

y'(fj)  étant  la  fonction  spliérique  du  second  ordre  qui  fioure  dans 
l'expression  de  C,  la  question  est  de  savoir  (juelle  devra  être  la  va- 
leur de  A,  pour  que  l'équation  (12)  soit  satisl'aite. 

Or,  il  sulTit  |)our  cela  que  A,  soit  une  constante. 

l-'n  effet.  r(''(|ualion  peut  s'écrire  dans  ce  cas 

,    /        .  d'y        d-  cp  1       d-  '.;        2 10  do 

^'^i"'"^di)--dfF-^7û;^id^--  dt 

c'esl-à-diie 

,    /  d-o  do        2(0    do 

dr-  dr  À     (i'l> 

En  intr(»dul>anl  inaiulciianl,  comme  au  par.ii^raplie  o.',  une 
fonction  y  de  0  et 'j>  seulement,  telle  (juc  |)()ur/=  1  on  ait  -.p  =  y , 
nous  aurons 

()r,    y    devant   être    une    f(uu'li(iii    splii'rKpic    du    second    ordre, 

on  a 

Ay  =  —  2( 2  -(-  I  ) y  =  —  6 / . 
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Donc,  sur  la  surlacc  libre, 


on,  en  remplaçanL  c:;  eL  y.  par  leurs  valeurs  proportionnelles, 

)Jh  b 


À-—  I  w-  cos-f) 


■.>.  a     -j 


ois  \ 


l.a  loi  (le  profondeur  ciiercliée  est  donc 


h  =  — 


4w^ 

X2 


•OS2f) 


/  „  MIS  \ 

^  '      ir  / 

la  j)rofondeur  à  l'écpialeur  étant 
h,  = 


—  /«O  (   I    H YT    ^OS-( 


On  voit  que  la  loi  de  profondeur  obtenue  dépend  de  A;  elle  ne 
peut  donc  convenir  que  pour  une  composante  déterminée,  et  non 
pour  les  autres.  11  n'y  a  pas  de  loi  générale  permettant  que  toutes 
les  ondes  de  la  marée  soient  respectivement  propoitionnelles  aux 
marées  statiques  correspondantes. 

Si  la  loi  convient  pour  une  composante,  on  aura  aisément  l'ex- 
pression de  la  marée  correspondante.  Nous  avons,  en  ellet,  tou- 
jours entie  les  coefficients  a  et  b  la  relation 


i(b  =  'k-«  -+- 


\-b 


—  I, 


d'où  Ton  tire 


h 
•lit 


H'-^-'>\ 


=-".('-'^) 


et 


b  = 


•.>.^/(o(^3+  —  j 
Pour  l'onde  semi-diurne   sidérale,  À  =  2/(0,   5  =  2   :  la   loi  de 
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profondeur  est 

h  =^  li^{\  ~  cos-0) 

et  Ion  a 

I 

b=- 


8)3.    Remarque.  —  /.-  est  essenlielleiiieul  uégalii.  Si  dune 

nous  aurons  pour  la  profondeur  h  dfs  valeurs  (jui  seront  toujours 
posilixes.  Mais  si,  au  contraire, 

la  loi  de  |»roloudeur  nous  d(junerail  |)()ur/<des  \aleurs  qui  seraient 
positives  ou  négatives  suivant  la  latitude. 

(^r,  parmi  les  j^rincipales  composantes  isochrones  du  potentiel, 
nous  n'en  avons  précisément  aucune  pour  laquelle  |A|^2a).La 
loi  de  profondeur  ci-dessus  trouvée  conduirait  donc  à  des  valeurs 
négatives  inacceptables. 

Faut-il  en  conclure  alors  que  notre  équation  est  dépourvue  de 
toute  signification?  il  est  possible  de  lui  eu  conserver  une,  mais  à 
condition  de  négliger  II". 

Nous  avons,  en  edet,  pour  chaque  C()m|)Osante,  deux  parallèles 
s\  métriques,  sépai'ant  des  régions  où  la  profondeur  de  la  mer  de- 
vrait être  alternativement  positive  ou  négative;  si  ces  dernières 
sont  occupées  par  des  continents,  nous  aurons  une  loi  de  profon- 
deur admissible,  mais  il  est  nécessaire  de  négliger  II"  dans  Tana- 
Ivse  que  nous  avons   précédemment  faite,  parce  que  II"  ne  reste 

I  •  1  -  4''^s 

plus  proporlionnel  a  — ^  • 

Il  est  d'ailleurs  inutile  de  se  |néoccuper  de  la  condition  aux 
limites  qui  est  d'elle-même  icmplie  |)uis(pie  '^  reste  time. 

Pour  les  mari'cs  semi-diurnes,  les  couliuenls  se  rc-diiiroiit  à  de 
petites  zones  ciicum|)olaires. 

Pour  les  marées  diiirii(;s,  leurs  rixages  coineiderout    à   peu   près 

avec  les  parallèles  de  latitude  3o"'  (cosO  =  -  )• 

Enfin,  pour  le>  mai'é(;s  à  longue  |)ériode,  les  mers  se  rc'duiraient 
à  une  étroite  bande  éipialoiiale. 
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Pour  chacun  de  ces  cas,  un  cliangenienl  dans  le  sii^ne  de  lio  inler- 
vertirail  les  positions  respectives  des  mers  et  des  continents. 

8i.  Étude  de  l'équation  de  Laplace  d'après  les  travaux  de 
Hough.  —  Dans  le  Li\rc  1\  de  la  Mécanique  céleste,  Laplace  a 
poussé  plus  loin  l'élude  de  l'équation  (12). 

Plus  récemment,  M.  Hough,  astronome  à  l'Observatoire  du 
Cap,  a  publié  sur  cette  question  un  important  Mémoire,  dans 
lequel  il  a  déterminé  complètement  les  oscillations  pro|)res  et  con- 
traintes dans  rhjpothèse  d  une  profondeur  constante. 

Nous  allons  donner  ici  une  analyse  des  travaux  de  M.  Hough, 
qui  ont  paru  dans  les  A'^olumes  CLXXXIX  (189-  )  et  CXCI  (1898) 
des  Philosophical  Transactions  of  the  Royal  Society  of 
London. 

80.  La  méthode  employée  par  M.  Hough  pour  intégrer  l'équa- 
tion de  La|)lace  est  une  méthode  de  coefficients  indéterminés,  dont 
le  principe  consiste  à  représenter  la  fonction  cp  |)ar  une  série  de 
fonctions  sphériques 

Les  coefficients  r„  de  ces  séries  décroissent  très  rapidement  de 
part  et  d'autre  du  terme  le  plus  important,  lequel  n  a  pas  la  même 
place  dans  la  série  siii\anl  les  solul  ions. 

Si,  |)ar  exemple,  pour  une  certaine  solution,  le  terme  le  plus 
important  est  Xy,,  les  coefficients 

1'/.-+!,       l'/J  +  2-        •••: 
1  /'-!)        '  /'     2:         •  •  • 

d<''croissent  très  rapidement. 

()n  peut  donc  arrêter  les  séries  de  pari  et  d'autre  du  terme 
|»rincipal  à  un  certain  rang,  et  l'on  a  alors  un  |)olynome  limité 
dont  on  détermine  les  coefficients  par  la  méthode  des  coellicients 
indéterminés. 

S().    Reprenons  lécpiation  (i  2) 

'  fiH  \  (lU  '  -111 0  A       •  r/0 
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(|iie  nuiis  |)(tii\(»iis  eiKore  écrire 

(  I  •>  lus  I  -77       /'  1  ^>  "  ''  -r^ = '^  ''  1  '"'55  " 

</0  \  a")  A      '  / 

,     /  s^  o  u  oj .«/         ,,  do  V    ■    ( 

H;i|)|iclons  (|ue 


Nous  iillons  (l'abord  roiiiinencer  par  transloriner  celle  é(|tiati()ii. 

l'osons 

cosO  =  ;ji, 

■>.  (0  si 
nous  aurons  alors 


Nous  Introduirons  aussi  les  notations  svnd)olit|ues  suivantes  : 

Do  =  ( I  —  \i--)-r-  =  —  sui 0  -j^ , 
d\x  an 

Do  -I-  a;jto  =  (  D  -I-  Q[X)'i. 
Remarquons  que 

D  'X'Si  =:  Il  —  a-  )  o  +  ad  —  a^  ,  _^  -=  a  D  o  -i-  o  D  -i.  : 

'        '         '  '        d\x         >        .         .       • 

nous  pourrons  donc  écrire  svnd)oli(pieinent 

D  [i.  —  iJL  D  =1  —  ;jL- . 

Ecrivons  aussi 

D^o  =  D(  Do). 

Nous  aurons  alors 

/  w-v ,  ■    ,   d   /  .    ,  d<:>\        d^'^         .    , , 

(D-^_,.;ç^„nO-(sn,0-^j-^-^=s,n-OA;,. 

y  étant  la  fonction  déjà  sou\enl  rencontrée,  ne  dépendant  |)as  de/', 
et  égale  à  'i  |)Our  /•==!.  Comme  la  confusion  n'est  j)lus  à  craindre, 
nous  écrirons  simplement  Acs  au  lieu  de  Ay,  et  nous  aurons  le 
symbole 

1)2^  S2=  (I  _    <xi  )  A. 


i.ioiiin:  im:<ant  ui.(:(>r\n.\NT  vm:  pimikui-:  TdruwNTi:.  i  )j 

ImiHii,  nous  aiii'diis  l)es<>iii  île  l;i  lOnniile 

(D  —  (7'X){D  ~   ^IX)  —    D- 7-  IJ.'  —  (  I  —   IX-  )  z 

=  (  I  —  ;jl2  )(  A  -7-  J  j  -t-  s- (  I  — /-  iJL- ). 

Si  nous  changeons  7  en  —  7,  nous  aurons 

(■  D  -+-  !T;i.  )(■  1»  —  7;j.)  —  (  I  —  ;x-  )(  A  —  cr)  -i-  i^h  — /2  a^  j. 

A  laide  de  ces  l'orinules  sviul)oli(|nes.  nous  allons  pouvoir  trans- 
former l'équation  de  Laplace. 
Nous  avons 

.    .  do        1  co  is  ,  ^ 

Slll  'J  -;7-    -^ Ci  COS'J   =   —  (  U   —  (T'J.  )  'i. 

S\  A       • 

I  <       .  Il-  ■?.  Oi  15  t. 

U  ou.  en  uiulli  pliant  par  l'x  =  — : —  cos  7, 

■2  to  ;'a'  .        <:/o 

(7-  a-  o  H :^ —  eus  U  sni  'i  — ;f  =  —  7'jL(  U  —  7a  )  ci. 

Il  en  résulte  qu'on  a 

sui  0  —  (  /, ,  sui  fJ  -^  -  -^  Al  '^  cos  0  )  =  D  [  Al  (  D  —  7;jL)  9  ]. 

«l  1  5-  9  H ; CoS  0  SUl  0  -^    1    =   /i|  7;jl(  D  7;j.;  9  -1-  5-  A  1  (  /  -  JJL- I  )  7 

=  A 1  7;x (  D  —  7;ji  )o  —  s-  h o. 
L"é(|ualion  {fi)  peut  donc  s'écrire 

r»!  A,(  n  —  7v.io|  -4-  A,7;ji(  n  —  7a  ici  —  s'^/iz.  =  ^sin^O. 

c  esl-à-dirç  encore 

( r3  )  (  IJ  -T-  7a  I [  A 1  ('  I  )  —  7a  ) 'f  |  —  •«-  A  cp  =  ^i  \  —  ijl^  ). 

(ST.    Pour   intégrer   celle    éipi.ilion.    M.    llougli    inlrodiiil    deux 
lonclions  auxiliaires  '.i,  et  's,-,  définies  par  les  relations  sui\antes  : 

i    o  =  (  D  -f-  7a  )cîi  -<-  (  1  —  /■-  <x-  )cî.). 

{  (  -^  -^  <^  >  ?t  =  '^ y    ;-'■  'fi . 

Alors  nous  aurons,  en  cU'ectuanl  l'opération  D  —  t<j.  sur  la  pre- 
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niirre  de  ces  relalions. 

(  D  —  !T,u)ç!  =  (  I  —  ;i--  )(  A  —  7  l'jn-T-  s-ii  --  /-  a-  l^i 
-4-  IJ I  I     -  /-  ;ji-  I  Oo  —  T|j.(  I  —  _/'-  a-  I  Zi^ 
el,  cciiiune 

D(i  — /-[JL-  )o.>  =  (i  — /-  u.-  )  Ito-, —  -if-  ;ji(  I  —  [Ji-  l'Jo, 

il  \  it'iil 

(  D  —  ajj.)  cp  =  (  I  —  ;jt"-  ) (  A  -i-  a  j 'i,  -^-  5-  (  I  — f-  ij.-  »  'i i 

ce  qui,  en  vertu  des  relations  (  i.f  ),  se  réduit  à 

(i5)  (  D  -^  ajjiltp  =  (1  _  /••2[jL2)[i-2œi-*-  (  D  —  cr;ji)o.,]. 

Si  nous  substituons  les  valeurs  de  '^  el  (D — tui'j  Inurnies 
par  (i4)  et  (i5),  1  équation  (i3)  devient 

(i6)  (D  -h  aixjlhs-^tfi-r-  h(D  —  t;j.  )'-p2j 

5-  /l  [(  D  -t-  aiJl  )  !i,  H-  (  I  /^  [JL-  )  o,  I  =  ^  (  I  —  ijl'-  ). 

Dans  le  cas  où  la  profondeur  A  serait  constante,  les  termes  en  -^, 
se  détruisent  el  1  ('(jiiation  se  réduit  à 

/m  D  -I-  ap.)(  D  —  7iJL)'i2—  s-(  I  — /-  ;jl2  i//«f2  =  ^(^> —  1^--)^ 

c'esl-à-dire 

(17)  /MA-a)'^,=  Ç. 

<S8.  Intégration  dans  le  cas  d'une  profondeur  constante.  —  llap- 
pelons  d*al)ord  quelques  notions  "énérales  relatives  aux  Innctions 
sphériques. 

Si  V„  est  un  polynôme  homogène  en  x,  i',  :;,  salisfaisanl  à  l"é- 
qualion  de  l^aplace  W  =  o,  on  l'appelle  polynôme  sphérique  (»u 
litirnionirfuc  solide  de  de<;ré  /?.  En  expriniani  .r,  1',  :;  en  coor- 
données polaires,  nous  aurons 

Y„  étant  uni(|uement  une  fonction  de  •]/  et  de  -jl  =  cosO.  (jii\»n  ap- 
pelle fonction  spliériqiie  de  degré  n  ou  encore  li(irnioni(/ite  de 
surface. 
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Il  V  a  ■i.fi  -+-  I  fonctions  spliériques  de  degré  n  indépendantes,  et 
la  loncliou  ^  „  la  plus  générale  a  pour  expression 

.V  :=  Il 

Les  fonctions  P),  sont  des  fonctions  de  u.  seulement;  ce  sont  des 
polynômes  en  a  et  \/i  —  'j.'-  qui  ne  contiennent  y  i  — y.'-  qu'à  des 
puissances  de  même  parité  que  s  :  on  les  appelle  fonctions 
adjointes  de  degré  n  et  de  lang  s.  Elles  ont  pour  expression  à 
un  facteur  près 

La  fonction  adjointe  de  rang  zéro 

p,",(  [-t)  =  p«(l-lj  =  -—-7  — -j—^ — 

n'est  pas  autre  chose  que  le  polynôme  de  Legendre  :  on  l'appelle 
diissi  foncf ion  harnionifjue  zonale  de  degré  n. 

Pour  intégrer  l'équation  (17),  M.  Hough  introduit  les  harmo- 
niques de  surface 

C         T    I     „, 

qui  satisfout  à   la  même  équation  dillérentielle   que   les  fonctions 
adjointes 


d?'„  1        n  {  n 


y--  ) 


d_ 

d\x 

Pour  5  =  0,  elles  se  réduisent  au  poljnome  de  Legendre. 
Si  //  <<  .ç,  toutes  les  fonctions  de  degré  n  sont  nulles. 

Les  fonctions  adjointes  satisfont  à  certaines  relations  de  récur- 
rence qui  se  déduisent  aisément  des  relations  analogues  relatives 
aux  polynômes  de  Legendre. 

On  sait  qu  c»n  a 


et 


{n  -H  i)P,M-i—  ('.>.«  -H  i);jil'„-l-  n  P„-i  =  o 
^P,,^,        r/P 


=  {■iri  +  \)V„. 


dix  d\x 

Diflerentions  .v  fois  la  prcmirre  de  ces  relations  :  nous  oittien- 


i58 
tirons 


i'Ui;.\iii:iu;  rvniii:.  —  ciiai'Itiu;  vu. 


'PVn 


d"    'P„  'M*„-, 


et.  Cil  dilltMcnlKiiil  s  ^  i  fois  l;i  sccomle, 


./'. 


^/■ji'-i 


iJ'di'i  I  on  lire 


in  —  s  -I-  l  )  — -j—, (  •>  n  —  \)  [J.  —j—r  -i-  (  /*  —  .v  ) : =  <>. 


(/■j/ 


<hx' 


c  est-;i-(Jire,  en  niiiltiplianl  piiri  i  —  y.-)'. 

Celle  première  relalion  de  récurrence  enlre  les  fondions  ad- 
jointes perniel  (rex|)rinier  linéairement  jjlI^,',  avec  P,',.,  el  P*,^.,. 

Pour  ohlenir  une  aiilic  iclahon,  où  lulerv  lendroiil  les  dérivées 
de  ces  fondions,  diilérenlions  .v  —  i  lois  I  «'•([iialioii 


d\x  L  d\x 


ni  n  -r-  1  )P„  =  o. 


à  la(jiielle  salisfonl  les  polynômes  de  Le<^endre  ;  nou>  ;iiiroiis 

(  I  a-  I  — ; ; -2  ;JL  A'   — ; r      «  (  «  H-  I)   ^   S  (  5  -H  I  I     — ; =  O, 

c'est-à-dire,  en  inidliplianl  par  (i  —  u- )-, 

dV  -d^P/t  -rf*-'P, 

0  —  '^-)—r^   -  l^^(^  —  l^-  )'     ,    '.  +  (n-^s){ii  —  s  -^  \)[\  —  \x-)-        ,    "  =  o 
'         d]x  d'x"  dix"-^ 


d-^-n'„ 


dn>„^i      d^\'„ 


a--'  1,1  ,.  .  ,     a'  I  ,;-+  1        <■/'  y ,1 

OU,  en  e\|)iimanl  —, —  en  londion  de  — -, et  — ; — 

'  '  aa"    '  d\x^  d'x^ 

dVi  ,^_.        (  n  -^  s)(n  - 


(I  —  U2  ) 


'XSV', 


'    ''^M—  l'/i-l  )   =  •>■ 


Si  maiiilriiiiiil  nous  (■liminons  'j.!*^'^  au  iiioveiidc  la  iclalion  (i8), 
nou>  ol)l iindidiis 


(19) 


.  _        rHn  —  s~i)                 (  n  -h  i  )( n  -i-  s  j 
"  —  TTT,       ',        *  /(+!  "^  ~ — ; — : '  Il 


Par  consetjuenl,   1->1'),    s  exprime  aussi  liueaireuicnl  en  fonction 


de  P'      el  P' 
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Kiiliu,  avec  nos  notations  symljoliques,  l'équation  dillérenliellc 
à  la(|uel]e  satisfont  les  fonctions  adjointes  peut  s'écrire 

(10)  \P''„—  —  /i(n~-i)  P'I . 

81).  (îeci  posé,  nous  sa\ons  cpie,  si  la  profondeur  csl  conslaule 
ou,  plus  i;énéralement,  fonction  seulenienL  de  0,  on  |)ourra  satis- 
faire aux  ('quations  du  prohlruie  à  I  aide  d  une  fonction  i  de  la 
forme 

cp  =y  e;.vK>-</(  0  ), 

A-  étant  un  entier. 

S  il  s'agit  d  oscillations  pro[)res,  chaque  oscillation  propre  se 
présentera  sous  la  forme  e'^'H'"/(_Q  )  et  sera  caractérisée  par  la  va- 
leur de  s. 

Dans  le  cas  des  oscillations  contraintes,  si  nous  considérons  une 
composante  isoclirone  de  la  force  perturbatrice,  représentée 
pai"  Ce"^,  cette  composante  sera  de  la  foi'me 

s  ayant,  suivant  les  cas,  les  valeurs  o,  ±  i,  z!z  a,  et  la  fonction  'j 
aura  encore  la  même  forme. 

s  caractéi'ise  donc  aussi  bien  chacune  des  oscillations  contraintes 
qne  chacune  des  oscillations  propies. 

I>a  méthode  d"intéj;raiion  de  M.  Hough  consiste  à  représenter  la 
hautt^ur  de  la  marée  |>ar  une  série  de  fonctions  harmoniques  de  la 
forme  e^'î'P^,,  le  nombre  5  étant  déterminé. 

Dans  cette  série,  *•  restera  ainsi  constant,  tandis  que  n  variera 
d'un  terme  à  l'autre. 

Posons  donc,  en  laissant  de  côté  les  facteurs  exponentiels, 


^ 


(■M) 


9,=V  a^,Pf,, 


-..=  >'  9. 


^Kn, 
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ces  séries  <le  même  rang  .v  avant  leurs  ternies  nuls  pour  n  <Zs.  \jA 
summalion  s'opère  donc  de  n  =  .v  à  n  -~-  x.  C  esl  une  donnée  de  la 
question. 

\.c>  é(piatii>ns  du  proliiruu'  >()ul.  d  une  pail, 

(22)  ^::== /.2(p_  II"  _(>)./; 

ensuite  les  relations  (  i  \).  que  nous  pouNons  écrire 

I     Ci  =   (  U   —  t7!Ji  )0,  -)-   G.>  —    —  (  A  -H  T)C|, 

enfui,  l'équation  [i-  )  relative  au  cas  de  la  |irofondeui-  constante 

(17)  /'l  -^  <7)92  =  s- 

?Vous  savons  d'ailleurs,  la  mer  étant  supposé-e  recouvrii-  tout  le 
globe,  que 

n"=-y     ^"     A;,  1'^.. 


—  I 


Si,  dans  léquation  (22),  nous  remplaçons  les  (pianlités  pai" 
leurs  expressions  (ai),  ^  nous  tlonnera  un  lerme  en  A^, l^,',.  '^  un 
terme  en  F)^  P,',,  II"  un  terme  en  A^^  P)^,  et  C  un  lerme  en  Y,,  l*),-  ^^^^' 
suite,  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  P)^,  nous 
obtiendrons  une  relation  linéaire  entre  A^,,  FJ^  et  v),. 

Faisons  la  même  sidjstitutiondans  la  première  des  ('(jua lions  (1  4)' 
Nous  aurons  par '^  un  terme  en  F^^PJ^.  Remarquons  qu'en  ajoutant 
o-u.P^^  aux  deux  meud)res  de  l'équation  (19),  on  a,  en  tenant  coiiqtte 
de  (18), 

,,^        Ct  —  n)(n  —  5-i-n„.  (  « -h  .v  1  ( /;  ^  t -!- 1  )  r,- 

^^--'^>^— T^r-r. P"--^ ^TT^r^ '^"  ", 

Par  conséquent,  es,  donnera  des  termes  en  aJ^P),_,  et  a^, P),+,; 
nous  aurons  donc  aussi,  par  les  ternies  de  'i(  de  degrés  voisins, 
des  termes  en  a'^, ,  P'^  et  a^,  ,  P^^. 

(pliant  à  'vo,  il  nous  fouruira  un  lerme  en  ,3)^1'),. 

D'où,  en  égalant  les  coeriicients  de  P)^.  une  rclalion  linéaire 
entre  F;;,  <_,,  a^^,  et  ,3),. 

I-,a   seconde   des   équations  (i4))    ^i    nous    icuq)ia(;ons    dans    le 


i.iQiiDi;  im:s\nt  hkcoi  vh\nt  ink  si'Iikuk  toi  unantic.  ifli 

second  membre  P),  ptir  su  valeur  tirée  de  (iS),  noiis  loiiiiiini  une 
relation  linéaire  enlre  a*,,  3^,   ,  et    j',^,. 

Enfin,  la  suhsliliilion  dans  (i-  i  nous  donne  de  suite  une  relation 
linéaire  enlre  (3),  et  A,'^. 

Cette  dernière  \aut  pour  //  —  i  el  /i  -h  \  :  de  sorte  cjuen  remon- 
tant, nous  obtiendrons  siu(('ssi\  enieni  : 

Lne  relation  liiicairc  i  iilrc  a^^,  A)^    ^.  A)^_|; 

Vne  relation  linéaire  enlre  F',  A,\  .,,  A',  A'    .,  ; 

Et   finalcinenl  une  relation  linéaire  entre  ")^,  A),_.,,  A)^,  A,',^.,. 

Comme  (^  est  une  donnée,  les  -'-^  sont  eonnus  et  Ton  pourra 
ainsi  déterminer  les  eoeffieients    V^ 

l^a  méthode  peut  s  appliquer  dan>  toute  sa  j^énéralité  à  un  po- 
lenlirl  [)erturbateur  absolument  quelconque,  dont  on  pourra  tou- 
jours e\|îrimer  la  valeur  en  un  point  de  la  surface  par  une  série 
d  harmoniques  de  surface,  sous  la  forme 


2)2  2'''''""'^^^!'^ 


Mais,  dans  le  cas  des  astres,  nous  a\ons  \u  <pi  on  négligeant  la 
quatrième  |)uissan('e  de  I  inverse  de  la  distance,  le  potentiel  effi- 
cace se  réduisait  prali(|uement  à  une  fonction  sphérique  d  ordre  2. 
11  n'y  aura  donc,  en  général,  à  considérer  dans  l'expression  de  ce 
potentiel  que  le  terme  en  v',  I'*, .  et  nous  aurons  trois  espèces  |)rin- 
cipales  d  oscillations  contraintes  caractérisées  par  des  harmoniques 
de  surface  de  rang  5  =  0,  1,2.  Mais,  |)our  chacune  de  ces  compo- 
santes, n  [)ourra  prendre  toutes  les  \aleurs  possibles  dans  l'ex- 
pression de  la  hauteur  "^  (pu  se  |)iésentera,  en  général,  sous  forme 
d  une  suite  illimitée. 

S'il  s  agit  des  oscillations  |)r(jpres,   tous  l(^s  -'  suiit  nuls. 

Tel  est  le  principe  de  la  méthode  :  il  pro(;ède  directement  de  la 
voie  <|u'a\ait  sui\ie  i^aplace,  mais  M.  Hough  a  poussi-  h.-s  calculs 
br'aueoiip  plus  loin . 

IM).  Cas  d'une  profondeur  variable.  —  Les  formules  précécientes 
supposent  (pie  la  profondeur  est  constante.  Si  nous  la  supposons 
\aiiable,  tout  en  restant  uniquement  fonction  de  la  latitude,  il  nous 
faudia  remplacer  {('-(piation  (  1  -  )  par  les  écpia  lions  (1  3)  ou  (i  (i). 

I'.  —  m.  II 
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Il   sera,  de  plus,  nécessaire  de  se  donner  la  loi  de  profondeur. 
Supposons,  par  exemple,  cpie  nous  ayons 

/ji  =  consi. 

l/écpialiun  (  i À  )  de\ icat  alurs 

h li  i  —  [x- )  (  1  —  <: )'^  -~  s-[{i — /-ix-)hi—  h]'i  =  l>  i  —  u.-), 

c'est-à-diie 

On  retrouve  un  résultai  déjà  obtenu  au  paragraphe  Sl2.  Cette 
écpiation,  jointe  à  l'écjuation  (a-^),  nous  donnera  tout  de  suite,  sans 
avoir  besoin  de  passer  par  l'intermédiaire  des  équations  (i4)?  une 
relation  entre  X^  et  -'^^. 

On  trouve  facilrmeul,  par  1  (*Iimin;ilion  de  P^,, 

Ai  = : 


Â--T-   4  W-  [JL- 


Ii  \  n{  n  -h  i 


'-     J 


(j'est  exactement  ce  (pic  nous  a\ions  déjà  trou\é  pour  n  =  i 
(§  8!2j.  11  existe  une  certaine  loi  de  profondeur,  dépendant  de  la 
période,  et  pour  laquelle  l'oscillation  produite  aura  tous  ses  teinics 
proportionnels  à  ceux  de  la  composante  isochrone  du  potentiel 
perturbateur  qui  la  détermine. 

m.  Su|>posons  niaiulenaul  (pic  nous  avons  uni.'  loi  de  profon- 
deur donnée  par  hi  formule 

Iq  et  /,  étant  des  constantes.  En  négligeant  les  termes  de  l'ordre 
de  /^*,  cette  hypothèse  revient  à  admettre  (pie  le  fond  des  mers  a 
la  forme  d'un  ellipsoïde  de  révolution. 

Si  nous  suhstiluons  cette  \aleur  de  A  dans  I  équation  (i3  ',  nous 
obtenons 

/„ 


(  D   -+-  TIJL  ) 


(!) 


rii.  )  cp    —  s-  /q  œ 


-i-  ^1  [(  D  -f-  (TiJL)  (  D  —  crii.)  —  s-i\  —  /■^ix"-  )]cp  =  ^(  I  —  ti.-). 

Si,  dans  les  termes  en  A,,  nous  remplaçons  's.  par  son  expression 
en  cp,  et  csoj  les  termes  en  '^,  se  (h'-iriiiioui  ei  II  rcsieiM  simplement 
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()uanl  au  coefficient  de  /|,  il  est  égal  à  (i  —  P"-")  (^  —  7)0. 
L'équation  se  réduit  donc  à 

Par  conséquent,  dans  la  relation  entre  les  coefficients  fournie 
par  (17)  pour  le  cas  d'une  profondeur  constante,  il  suffira  de 
changer  h  en  /„  et  Ç  en  ^  —  /(  (  A  —  7).  Or,  nous  avons 

et,  par  suite, 

^  -  /,(A  -  7)9  =  V  ;  a;,  +  /,  [«rn  -t- 1)  -i-  7]rf,  ;. 

Il  faudra  donc  changer  A*^  en  A)^  ^-/,[/^(/^^-I)-(-  o-jF)^. 

On  voit  que  nous  obtiendrons  ainsi  une  relalion  linéaire 
entre  rj^_2,  H,,  Hz+î?  -M/- 2?  -Mu  -^!<+2  ^^  finalement  une  relation 
linéaire  entre  Yn-^i  T'"  T"-i-2>  "^«-2'  M<'  A^,^^,  c'est-à-dire  un  résul- 
tat de  même  nature. 

Pour  les  oscillations  propres,  tous  les  "'  sont  nuls,  et  il  reste  une 
relation  linéaire  entre  A)^  ., ,  A'^,  A*^^., . 

Dans  le  cas  des  oscillations  contraintes,  v'  sera  différent  de 
zéro.  Nous  aurons  donc  deux  des  relations,  celles  qui  corres- 
pondent à  /î  ^  2  et  /î  ^  4?  cpii  contiendront  un  terme  en  y^  ;  toutes 
les  autres  ne  contiendront  que  AJ^_.,,  AJ,,  A'^^^-Si  l'on  considérait, 
pour  plus  de  généralité,  un  potentiel  exprimé  par  une  harmo- 
nique d'ordre  n,  le  nombre  des  relations  contenant  un  terme  en  y^^ 
serait,  en  général,  de  trois. 

92.  En  résumé,  si  nous  désignons  par  xj^,  i,*^,  h]^  des  coefficients 
fonctions  de  n,  s  et  À  dont  l'expression  varie  avec  la  loi  de  profon- 
deur, toutes  les  relations  qui  relieront  entre  eux  trois  coeffi- 
cients A)^  successifs  seront  de  la  forme 

/  =0     (oscillations  propres  1 

^'«-2  ^"-2 —  '-'«  ^/i  +  J'«  A;i+2   •   =  o  ou  propoi-tionnel  à  Y2 

'    (  oscillations  contraintes). 

Cette  équation  est  valable  pour  toutes  les  \aleurs  de  n  égales 
ou  supéi'ieures  à  5,  à  condition  de  faire 

X^  =  ^■l_^  =  AJ_2  =  o. 
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La  itiviniric  iclalKiii  lie  iciiItTiufia  donc,  daii"^  Ions  les  ras.  (jiir 
tieux  coeflicienl>^. 

Les  indices  /;  (jiii  li^urent  daii>  les  relations  sn(HCSsi\  es  élaiil 
lonjonrs  de  même  |)aiilé,  nons  aurons  deux  firoupes  de  relations 
<lislinels.  siii\anl  (|ne  /i  —  .v  sera  pair  ou    iin|)aii'. 

Les  oscillations  corres|)ondant  à  cliacun  de  i('>  j;roii|)es  |)eu\ent 
être  élndiées  d'nne  manière  tout  à  ("ait  semblable  et  ne  dillV-rent 
entre  elles  (pien  ce  (|ue  les  oscillalious  du  iirmiicr  i:rou|ie  sont 
svniélriques  par  rap|)orl  à  ré(|uateui'.  tandis  (pie  cette  symélne 
n'existe  pas  pour  /t  —  s  impair. 

Ponrdélerininer  les  \aleurs  des  coefficients,  posons 

„.«       Av       —  H'       A"' 

de  telle  sorle  qne  cbacune  des  rclati(tns   ne  contenant   pas  v'^  se 
présente  sous  la  forme 

l'i—  H;,  .,  —  Iv;,,,  =  n. 

Les  coellicients  H  et  K  [)euvent  sexpriiner  à  laide  de  fractions 
continues.   En  ellet,  nous  avons 

T,i  A;,  =  il„A„-).2. 
donc 

On  en  déduit,  par  substitutions  successives,  la  fraction  con- 
tinue 

■■^n  .r%  ■'ri  ri,  r-l  yi 


KU,=^ 


'"'t  +  2  I  .< 


'-•ll  +  i  *^H  +  C 

De  même 

iiv •T'ii  y  II  ■^'//  y  II "^  Il  y  II 

•*;/+2  "  "«1  I   .V    •*'  ll-i .'  It-i 


Seulement  cette  dernière  fraction  s'arrêtera,  puiscpie.  pour  //  «<  .s\ 
A'^  =  (>;  nous  aurons  donc"  un  IL',  <pii  sera  nul. 

Il  lien  est  pas  <le  même  de  la  première  Iracl  ion  continue  (pu 
sera  illimitt'e  piiixpie  //  croit:  mais  elle  con\ei:;e  lr(''s  rajude- 
nient. 

S  il  s  ayit  d  oscillations  contraintes,  nous  aiir(»n>,  Miivant  cpie  la 
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profondeur  est  constante  ou  qu'elle  suit  la  loi  plus  générale  impo- 
sant au  fond  la  forme  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  une  ou  deux 
équations  renfermant  le  terme  en  v*,  qui  est  connu.  Comme  ).  est 
également  donné,  les  autres  équations  nous  permeHronl  de  cal- 
culer nos  Iractions  continues  et  d'en  déduire,  par  conséquent,  les 

A-''         A'*  .  A-* 

rn|)jM^rts      ."    ,      /'    •  En    suhslitnanl    le  rapport '-^7  dans    l'unifiuc 

étiuation  en  -'!>,  ou  -r-f  dans  la  seconde  des  deux,  nous  obtiendrons 

'  '  "  A' 

une  ou  deu-v  équations  ne  renfermant  que  le  même  nombre  din- 
connues,  soit  Af,,  soit  Af,  et  A;',.  Dans  cbacun  des  cas  on  pourra 
donc  déterminer  de  proclie  en  procbe  tous  les  coefficients. 

1)1^.  Détermination  des  périodes  des  oscillations  propres.  —  S'il 
s'agit  au  contraire  de  déterminer  les  oscillations  propres,  tous 
les  y^  sont  nuls,  mais  ),  est  une  inconnue  qui  figure  dans  toutes 
les  équations 

Toutefois,  on  en  connaît  généralement  une  valeur  approcbée. 
On  pourra  donc,  avec  cette  valeur,  calculer  les  fractions  conti- 
nues qui  donnent  H^^_^  et  K-J^.^.,?  et  comparer  le  résultat  obtenu 
à  L^^.  L'application  de  la  méthode  de  Newton  permettra  de  déduire 
de  cette  conq^araison  la  correction  qu'il  conviendra  d'apporter  à 
la  valeur  approchée  de  A. 

Il  s  agit  donc  d'abord  de  déterminer  les  valeurs  approchées  qui 
peuvent  eouxenir  à  ),. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  tpie  la  profondeur  soit  constante. 

Dans  ce  cas,  les  coefficients  j?),,  )'^,  et  L)^  qui  figurent  dans 
la  relation    générale 

a7^._2  A^_,  —  14,  A^  -f-.>'^  Xi+,  =  o 
ont  respectivement  pour  expressions 

(  /<     -  i-  -^  I  )  (  /<  —  .V  -^  ■?. } 

X),  = 


7«-= 


(  '2  «  -t-  I  )  (  -2  /i  -f-  3  ) 

-  1  1  1  //  —  S  —  •>.  1 

■1 10  si 

(  7.  «  -1-  3  )  (  j.  n  -h  j  ) 
4  to^ 

(  /<    -T-  1  M  /*    -+-   '2  ) 

•2  M  si 

/> 
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en  posant,  pour  abréger, 


et 


\i  =  - 


(  n  —  I  )-  (  «  —  s  )  (  /j  -H  5  ) 


12   «(«  +  •) Y~ 

'  n-t  xn  —  I  )  (  •>.  /i  -h  I)    //  (  n       i  ) ^ — 

(  rt  -h  2  )2  (  rt  —  5  -+-  1  )  (  /t  H-  s    -t-   I  ) 

r  •!  (o  si  1 

(«-H  l)2(2«-|-l)(>.rt  —  3)      (/«  -^l)(7l-r-2) y 

On  voit  (joe,  pour  les  grandes  valeurs  de  /?,  x]^  et  y]^  sont  tn-s 
petits;  par  cousécpient.  on  peut,  en  première  approximation,  se 
contenter  de  résoudre  l'écpialion 

14  =  o, 
c'est-à-dire 


V'  —  -^^  =  o 
4w- 


Prenons  pour  variables 


et  construisons  la  courbe  de  la  fonction  A',  {fiii-  •<>) 


y  = 


x-  X 

4        ii-(  n  -\-  \)- 


{  n  —  '  )-  (  /t  —  .V  )  (  n  -f-  s 


I                           i-^ 
n''  (  ).  Il  —  \){-}.n  ^  \)\  ni  n  —  1  ) 

(  rt  +  -2  )-  (  «  —  s  -I-  I  )  (  «  ~  .S'  -I-   Il 


n  -t-  I  )2  (•>. rt  -H  I )  (.>.  n  -T-  :{)    (  n  -r-  I  )  («  -(-  9.)  — 


Cette  courbe  j)asse  par  1  origine  et  elle  a  deux  asymptotes  paral- 
lèles à  l'axe  des  y, 

X  =  — , 

n{n  —  I  ) 

■}.  s 

X  =  > 

(/«-)-    I  )(    /t    -T-    ■>.  ) 

de  j)ait  et  d'autre  des(pielles  j)' change  de  signe.  I  )r  |>lii>,  eHe  est 
asymptote  à  la  parabole 


4  /t  (  rt  -T-  1  )  2  «■•'  (  rt  -h  I  )^ 
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Si  nous  coupons  cette  courbe  par  la  droite 


y 


hgn 


les  abscisses  des  points  d'inlerseclion  nous  fourniront  les  valeurs 

de  — ;  qui  sont  racines  de  Téquation  1/  ==  o. 

h    étant   essentiellement  positif,    nous    aurons    quatre    racines 
réelles. 

fi  g.  19- 


Ces  quatre  racines  se  partageront  en  deux  groupes  : 


D 


une  part,  les  racines  extrêmes  qui,   pour  les  valeurs  de  - 


flgn 


^(^i' 


suffisamment  grandes,  seront  sensiblement  sur  la  parabole  asym- 
ptote et,  par  conséquent,  voisines  des  racines  de  l'équation  en  —.  : 

'  (0/ 


hga 

4  w- 


•>  W  IS 

>  ■>    "  (  'H-  I  )  —  — ^ — 


.'|W= 


/*■-(/«    —   I  )2 


=  o; 


d'autre    part,    les    racines    intermédiaires   qui   seront  très  \oisines 


de 


et 

n(  n  —  I)        (  n -;- i)( /i -t- 'ij 
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(îoniine  A  =  co/\r,  nous  vovons  (|ia;  les  jjt'riodcs  îles  oscillations 
|)roj)res  pDtinont  se  i-épartir  en  deux  classes,  (]iii  se  dislingueronl 
par  leurs  \aleiir>  Imiiles  (|iiaMd  la  \ilesse  de  rotation  (o  tendra 
vers  zéro. 

l^oiir  les  oseillalion^  de  la  première  classe,  correspondant  aux 
racines  extrêmes,  la  \aleiir  de  /.  tendra  vers  une  valeur  finie 
±  / \  n  {/>  -+-  I  !/?■„//.  Nous  leliouvons  ainsi  le  résultat  déjà  obtenu 
au  paraj;ia|)he  è)~  en  néj^ligeant  la  ("orce  cenlriluj^e  composée. 

f/ellel   de   cette    lorce    sera   d  aillant    |)lu>    (ail)le  (jne    les   points 

d'intersection     extrêmes    de     la    conrhe    avec    la    ilroite    )- =  — ^ 

4  '^>' 

seront   plus   \oisins   de   la   parabole   asvmptot»,'.  c  esl-à-dire  cpie  // 
sera  pins  «jiand  el  //  plus  j^rand. 

Au  contraire,  pour  les  oscillations  de  la  seconde  classe,  <pii  cor- 
res|)ondent  aux  racines  inleriiK'diaires.  loistjue  (>)  tendra  vers  zéro, 

)  tendra  également  vers  zéro,  mais  —  tendra  vers  une  limite  finie. 

Les  mouvements  correspondants  cesseraient  d'èlre  oscillatoires  si 
a  rotation  s'annulait  et  se  réduiraient  à  des  courants  permanents; 
pour  iuh;  très  faihle  \aleiirde  la  rotation,  ils  donneraient  des  oscil- 
lations propres  à  très  lonyne  période. 

Remarquons  (jue  nos  (juatre  racines  ne  sont  pas.  en  général, 
égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires.  (.)r,  nous  savons  que 
les  racines  de  l'équation  en  ).  doi\enl  présenter  ce  caractère.  Cette 
apparente  contradiction  tient  à  ce  que  nous  navons  ici  qu'une 
partie  des  racines;  pour  les  avoir  t(»nles,  il  (aiidrail  changer  s 
en  —  .9,  ce  (pii  revient  à  changer  .r  en  —  .r  dans  les  écjualions  des 
trois  asvinptotes  et,  par  suite,  /  en  —  ).. 

î)l.  i)ans  le  cas  particulier  où  .v  =  o.  les  deux  (l(M-mers  termes 
de  l'expression  de  A^,  se  réiluisent  à  des  constantes,  et  la  courbe 
tout  entière  se  i'(''duil  à  une  parabole  ayant  pour  axe  l'axe 
desj)'. 

f^es  deux  racines  intermédiaires  s'annulent,  et  il  reste  seule- 
ment les  deux  racines  extrêmes,  (pii  sont  égales  et  de  signes  con- 
traires. 

(  )ii  voit  que,  dans  <<•  cas.  les  racines  <le  la  seconde  classe  sont 
nulles,  même  lorsque  la  vitesse  de  rotation  a  une  \alcur  finie. 
Par  conséquent,  des  momcments  permanents  peuvent  se  produire 
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sur  lin  globe  tournant,  mais  ils  seront  nécessairement  exprimés 
par  (les  fondions  harmoniques  zonales,  c'esl-;'i-clire  auront  lieu 
suivant  des  parallèles. 

Cette  conclusion  nest  actuellement  établie  <|ue  dans  l'hypo- 
thèse d'une  profondeur  constante;  nous  verrons  l)ient«')l  quelle 
est  encore  vraie  si  la  profondeur  est  uniquement  fonction  de  la 
latitude,  mais  ne  subsiste  pas  dans  le  cas  plus  général. 

Do.  Lois  de  profondeur  permettant  d  exprimer  les  oscillations 
contraintes  par  des  séries  limitées.  Théorème  de  Laplace.  —  Su[)- 
posons  cpie  la  loi  de  profondeur  soit  donnée  par  la  formule 

h  ==  /o-+-  /,  (i  —f-'J.-) 

avec   /"=  -^ — ,  et  cherchons  j)our  quelles  valeurs  des  constantes 

nous  pourrons  obtenir  sous  forme  finie  l'ex|)ression  des  oscilla- 
tions contraintes  correspondantes. 

Nous  avons  entre  les  coefficients  \^,  de  même  parité  une  série 
d'équations  de  la  forme 

,    =   un  terme  connu  en  ^2  pour  le^  doux 
x'„_.2  A-;,_,  —  14  \-^,^r'„  K,.,  premières  équations 

'  =  o  pour  les  autres, 

la  première  de  ces  équations  ne  contenant  d'ailleurs  que  les  deux 
coefficients  de  plus  faible  indice. 

Avec  la  loi  de  profondeur  considérée,  les  coefficients  .rj,,  y",, 
sont  égaux  aux  coefficients  correspondants  dans  le  cas  d'une  pro- 
fondeur constante,  respectivement  multipliés  par  les  facteurs 


/|/2  r  2105/ 

'—  7—7. ^«     "(«-(- I)  H :—  pour     x],, 

4co-  L  ''      1 

I  —  7-^5'-„4-2    {«-i- ■^-)(" -H  3)H r —         pour     y',,. 

Su[)p()S(tns  (pie  la  loi  de  profondeur  soil  telle  ipie  noiiS.ivon- 

xl  =  o. 


c'est-à-dire 

/,  =  - 


r  -2.  dû  si  I 
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Nous  aurons  éjj:;aleiiient 
el  nos  équations  se  présenleronl  sous  la  forme 


-U\l 

-^r^A^ 

~T2 

JT.,  A  2 

-MAI 

-^rlK 

'^  7  2 

ariA-; 

-14^ 

-^rlK 

=  0, 

s  »  .<  I   .s"  »  .V 

Xp     4'^p— V l'p-2'*p— 2  =  O, 

^p-2  Ap_..—  I>p  Ap  ~  Xp  Ap  +  2         =  *>, 

—   Lp-l-2A'p^-2-+-J>''p  +  2Ap-f-4=  O, 
^p+2Ap-H2 —  I>'p  +  i  A'p_h4-t-  V'p-vi  Ap^-6  =  O, 

Si  donc  nous  iaisons 

A'p-i-2  =  Ap_^.4  =  Ap+fi  =  ...=  (), 

les      preinirres    équations   nous    donneront   les   -  inconnues   Af.. 

A'j,  ...,  A5 ,  tandis  que  toutes  les  équations  restantes  sont  satis- 
faites d'elles-mêmes. 

Nos  séries  seront,  par  suite,  limitées  et  se  termineront  par  un 
terme  en  Pp . 

Ainsi,  il  existe  une  loi  de  profondeur  fonction  de  la  latitude  et 
dépendant  de  la  période,  el  telle  (|ue  les  cjuanlités  "C^  '>5,  ...  seront 
des  polynômes  entiers  d'ordre  0  en  u. 

f^a  même  démonstration  s'appliquerait  au  cas  d'un  |>otentiel 
perturbateur  représenté  par  une  haruionique  de  surface  d'ordre /^  ; 
la  place  des  équations  contenant  le  terme  en  Y,i  serait  seule  chan- 
gée dans  la  série,  et  nous  en  aurions  trois  en  j^énéral. 

p  est  nécessairement  toujours  de  même  parité  que  l'ordre  du 
potentiel  perturbateur  ;  mais,  (jue  0  — s  soit  pair  ou  impair,  nous 
aurons  toujours  autant  d  équations  <pi<'  d  inconnues. 

90.  Si,  au  lieu  d  oscillations  contraintes,  nous  a\  on?,  allairc  aux 
oscillations  propres,  les  mêmes  équations  seront  satisfaites  dans 
les  mêmes  conditions,  pourvu  que  \  soit  une  racine  de  l'équation 
obtenue  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  dos  coefficients  des  A)^. 
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Ces  oscillations  particulières  pourront  donc  également  s'exprimer 
par  une  série  d'un  nombre  fini  de  termes. 

97.  Résultats  numériques  obtenus  par  M.  Hough. —  I.  Cas  ou  s  =  o. 
—  Dans  la  première  Partie  de  son  Mémoire,  M.  Hough  discute 
uniquement  le  cas  de  5  =  0.  Les  solutions  obtenues  ne  dépendent 
pas  alors  de  la  longitude,  et  s'expriment  par  des  harmoniques  zo- 
iiales  ;  tout  est  donc  symétrique  par  rapporta  Taxe  de  rotation, 
et  nous  avons  les  oscillations  de  la  première  espèce  de  Laplace. 

En  se  plaçant  dans  l'hypothèse  d'une  profondeur  constante, 
M.  Hough  a  calculé  les  oscillations  propres  et  les  oscillations  con- 
traintes d'une  mer  recou\rant  tout  le  globe  pour  différentes  valeurs 
de  la  profondeur. 

98.  A.  Oscillations  piopres.  —  Pour  trouver  les  périodes,  on 
résout,  pour  différentes  valeurs  de  /?,  l'équation 


qui   ne  nous  donne  ici  que  deux  valeurs  égales  et  de  signes  con- 
traires pour  — .;  puis   la   comparaison  de  la  valeur  obtenue  avec 

l'équation 

L«  —  H„_2—  K„_2  =  o 

permet  de  déterminer  la  valeur  exacte  de  A. 

On  a  ensuite  aisément  les  coefficients  :V«  de  la  série  exprimant 
la  hauteur  ^  de  l'oscillation  correspondante. 

Pour  certaines  de  ces  oscillations,  n  sera  toujours  pair,  et,  si 
nous  considérons,  par  suite,  deux  points  de  latitudes  égales  et  de 
signes  contraires,  ces  deux  points  auront  le  même  v.  Pour  les  autres 
oscillations,  n  est  toujours  iinj)air  et.  de  part  et  d'autre  de  l'équa- 
teur,  V  se  change  en  —  v. 

1"  types  syméliiques  :  n  pair.  —  Par  la  méthode  indicpiér, 
M.  Hough  a  calculé  les  six  premières  racines  de  l'équation  aux 
périodes,  et  cela  pour  quatre  profondeurs  dillerentes  de  l'océan, 

correspondant  respectivement  aux  valeurs  de  -~  égales  à 

1  I  I         I 

—  -  J       —  >       —  1        r  J 

40        10        10        J 
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le  rayon  de  la  Terre  étant  pris  |iniir  unité;  ceci  correspond  pour  A 
aux  protondeurs 

.^km  /km  t^km  .  _kii) 

I^es  périodes  d'oscillations  propres  sont  estimées  en  temps  sid<*- 
ral  :  on  a  calculé  également  la  \aleur  de  ces  périodes  dans  le  cas 
où  Ton  ne  tiendrait  pas  coin|)te  de  la  rotation  [a-  =  n  (  n  -^  i)©""  ^']- 
La  Table  sui\anle  résume  les  résultais  obtenus. 

PlU- 

foiuleur.  n  —  i.      n  =  !\.      n=6.    /i  =  8.   /j  — 10.    /i=i3. 

Il       m        h      Jii         II       III      h       m      II      m      h       nj 
''"'    \   Valeur  de  la  période.      iH.    3      i?..i)       9-4^     7-39     6-45     5.4(i 

'2  ■ 

/  »        (  sans  rotation  ).  3>.  ./i9  17.30  i  1  .  iS  9.    5  7.9.0  6.   9 

\  Valeur  de  la  période.  i5.m  10.   o  7.33  fi.   <>  i .  C  i-i' 

^       /  I»       (sans rotation).  23.r.>.  1-2. 23  S.-2\i  6.26  3.  11  4.21 

\  Valeur  de  la  période.  ii.'28  7-47  ).38  \.-3.i  3.35  3.    i 

/  »       (sansrolatioii).  ifi.aj  8.4^  â-39  4-33  3.4o  3.   4 

^  Valeur  de  la  période.  <).5'2  5.49  4-   ♦î  3.   q  2.33  2.   9 

I  »       (sansrotation).  (1.35  6. 11  4- '4  '•i3  2.36  '..lu 

<  )n  \oit  ([uc  linlliienre  de  la  rotation  est  considérable,  surtout 
poui-  les  faibles  valeurs  de  n  et  les  profondeurs  moyennes. 

Sur  la  Terre  réelle,  cette  iniluence  est  beaucoup  moins  grande, 
parce  que  la  mer  ne  recouvre  pas  le  globe  entier;  elle  serait  négli- 
geable dans  un  canal  étroit. 

2"  Typfs  dissrnu'lrujues  :  n  impair.  —  Le  calcul  offre  ici 
moins  d'intérêl,  parce  que  ces  oscillations  n  inti!r\  lennent  pas  dans 
les  marées  réelles. 

\  oici  néanmoins  les  rtisiiltal-^  obtenus  par  M.  Hough  : 

Pro- 
fondeur. /(  =  i.     /)=.i.     n  —  h.      Il  —  -,    n  —  i).    n=ii. 

Il       m         h      III         h      III         II      ni      li      ni      li      m 

•""    \   Xak'ur   (le   la   période.      3o.  m)      li.ij      10. m        X.\-     7.1S     6.i'.>, 

'•i        '  ■  -       '  .  ,     -, 

I  1)        («;ms   1(1  la  t  ion).      39-17      '*^i\)      14.1J 

\  \aleur  de    la   période.  -iâ.^H  (i.)4  8.38 

(  »       (sans  rotation).  4  '  •  * '^  •''•   ^  'f*-   3 

\  \  aleur  de   la   pt'riode.  '-o.h)  9.33  6.33 

I  »       (sans   rotation).  •29.3()  i  \  .>.')  7.   7 

\  Valeur  de   la  période.      16.  n       7.K)       4- i'> 
i~  . 

'        /        »       (sans  rotation).      'O.^S       8.  4       J.    1 

09.   Expression  de  la  hauteur  des  oscillations  propres.  —  Nous 


10.20 
6.4-2 

^-  7 

5.'2(') 

6.41 

4.33 

7.18 
4.J6 

5.44 
3.56 

4-4} 
3.16 

").  10 

4.  4 

3.21 

3. ri 
3.39 

'-49 

2.>.0 
•2. '22 
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avons  les  relations  i;énérales 


A,-»  ^  H,,  o 
A, 


(jiii    s'écrivent   ici.    en    tenant  compte    des    \aleui's    de   x],   et    y*, 
pour  5  =  0, 


A,. 


A,. 
A,-, 

A;. 


=  {-xr  -f-  3)(2/--f-5)Kr+2, 


(2/'  —  3  )  (  2/-  —  i  )H,._2, 


et  nous  a\ons  vu  comnienl  on  peut  é\aluer  les  H  et  les  K  à  l'aide 
de  fractions  continues. 

On  pourra  ainsi,  de  proche  en  proche,  évaluer  tous  les  coeffi- 
cients en  fonction  de  l'un  d'eux,  A„,  pris  arbitrairement,  et  nous 
aurons  pour  lexpression  de  ^^  la  série 

l  —  A„ <?>■'(... -H  ( -2/1  —  \){i}i  —  3  j  (  -i/i  —  'j){'in  —  7)H„_2H„_i  P„_i 

-!- (-2 rt— I  )(■>, n— 3)  H„_2  P„ -o+F^,-r- ( •>.  «-t-3  )(■>,  «-h5)  K„4_,  P„+.2 
-f-  {o.n  —  3U->.n  —  ;jj(-.>.n  -1-  -1(2/1  -^  9)  K„_^2  K„-^i  P„-Hi-^...], 

où  À  est  la  racine  de  l'équation  aux  périodes  correspondant  à  la 
\aleiir  n.  l^es  termes  de  |)art  et  d'autre  de  P„  convergent  très  rapi- 
dement. 

Si  l'on  avait  supposé  la  rotation  nulle,  l'expression  de  'Ç  se  ré- 
duirait au  terme  en  P„.  paice  que  les  coefficients  H  et  K  sont 
alors  nuis. 

Voici  les  valeurs  de  la  fonction  -^  correspondant  aux  deux  pre- 
mières oscillations  propres  envisagées  ci-dessus,  pour  les  diverses 
profondeurs  : 

km 
■1...         1*2—    I  .-iJPï-H  O,  BPg 0,IlPs     -+-... 

4...      P.— 0,75p. -^o.ijPe— o,o2P»    ^-... 
8.  .  .      1*2—  o,4oP4H-  o,o5  \\  —  o,oo3  Ps-H.  .  . 

7.  .  .         P2 0,9.  I  P4  -r-  <J,Ol  P,;  —  .  .  . 

•i . . .    0 , -^4  ''2 -^  ^^■.  —  o , ss  Po  -+-  o ,  >.6 Ps — ... 

I .  .  .     o,  i3  Pj-)-  Pi  —  0.41  P,j-i-  0,06  Pg  —  .  . . 
8...      (i,o7P2-T-  Pi  — o,.>.oPo-^o,oi  Ps  — ... 

7...        o,o3p2^  P;—  0,I0Pc-r-.... 


I, 
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IMus  la  valeur  (le  n  esl  grande,  plus  1  oscillation  correspondante 
se  rapproche  du  terme  1\,. 

()ii  aurait  des  séries  analogues  pour  les  Ivpes  tlissymétriques. 

10(1.    B.  (Jscillalions  contiaintes.  —  Si  n(uis  avons  un  poten- 
tiel perturbateur 

nos  équations  seront  les  mêmes  que  celles  des  oscillations  propres 
à  l'exception  de  celle  contenant  le  terme  en  A„[>„,  dont  le  second 

membre,  au  lieu  d  clrr  nul.  sera  éjial  à  -^-r- 
On  en  déduit 

.  Il'!n 


4cO-2(  ll„-2—  l^„—   K„  +  2) 


et  si,  dans  l'expression  de  la  hauteur  J^de  l'oscillation  propre  cor- 
respondant à  la  même  valeur  de  /«,  nous  remplaçons  A,,  par  cette 
\aleur,  nous  aurons  la  hauteur  de  l'oscillation  contrainte.  Ici,  X  est 
donné  et,  |)ar  suite,  H„_2  —  L,,  +  K,,^.,.-  O"  ^"i'  H*^'^'  '^^  '^  ^^^  \oisin 
d'une  des  racines  de  l'équation 

l'oscillation  contiainle  prendra  une  très  grande  amplitude. 

Or,  cette  équation  esl  précisément  celle  qui  détermine  les  pé- 
riodes des  oscillations  propres  :  nous  retrouvons  ainsi  l'influence 
du  phénomène  général  de  résonance. 

11  esl  intéressant  de  comparer  la  hauleurile  loscillation  contrainte 
ainsi  calculée  à  la  hauteur  que  donnerait  l'application  pure  et 
simple  de  la  théorie   de  1  ('■(piilibie.  soil 


(  )u  a  ainsi 


l,        4co2(H„_,-L„^K„_^î;P„    ■ 

[...H-  (?.«  —  i)(2n  —  3)(2rt  —  5)(v,/i  —  7)ll„_2ll„-iP„-4 

-H  (2  rt  —  I  )(2  n  —  3)  H„  _2  P„-  2+  P«  -H  (2  «4-  3)  (2  ft  -+-  5)  K„+2  P«+2 

-1-  ( -iw  -»-  3  )  (  'A  «  H-  5  )  ( .»  n  H-  7  )  (  2  «  -f-  y  )  K„_h2  K„+4  P„^.v  —...]. 
Le   seul  cas  intéressant    |)()ur    la   théorie  des   marées  est   celui 
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de  n  ^=  2,  qui  donne 


1  w2  '  5  D 


K.-  L,  »l 


—  (P,^7.9KiP4-7.9.ii.riK;K6P6  +  ...). 


4  w- 

1 

I 

•20 

lO 
1 

M.  Houyii  a  calculé  le  rapport  de  la  marée  réelle  à  la  marée 
d'équilibre  pour  les  quatre  valeurs  de  la  profondeur  déjà  considé- 
rées. On  trouve  ainsi  dans  le  cas  de  la  marée  semi-mensuelle 
lunaire 

/,  ~  .  r 

l'o  rr    =  O,  ifl-  Vo  —  O,  l68Pi-4-  0,04<)  Pc,.  .  .  . 

O  ,  |08  f'o  —  o  ,  I  67  P4  -i-  o  ,  029  Pfi  .  .  . . 

0,570  P, —  o,  139P4-4-  o,oi3  Pfi .  .  . , 
o ,  7'i  I  Po  —  o ,  097  P4  M-  o ,  oo5  Pg .  .  . . 

loi.  Imaf^inons  maintenant  que  nous  passions  à  la  limite,  en 
faisant  tendre  A  ver»  zéro  :  nous  obtiendrons  des  séries  qui  diffèrent 
extrêmement  peu  de  celles  (pie  nous  venons  de  donner  pour  la 
marée  mensuelle  semi-lunaire. 

Ces  séries  représentent  de  même  très  fidèlement  les  marées 
solaires  à  longue  période. 

Par  conséquent,  les  marées  à  longue  période,  lorsqu'on  fait 
tendre  h  vers  zéro,  ne  tendent  pas  vers  la  marée  de  la  tbéorie  de 

y 

l'équilibre,  puisque^  ne  se  réduit  pas  à  l'unité;  elles  tendront 
donc  vers  ce  que  nous  avons  appelé  la  marée  statique  de  la  deuxième 
sorte. 

La  différence  est  loin  d'être  négligeable,  car,  si  l'on  calcule  les 
(lifrérentes  fonctions  zonales  qui  figurent  dans  le  rapport  des  deux 
marées,  on  trouve  pour  l'équateur  et  le  pôle  les  valeurs  suivantes 
de  ce  rapport  : 

Profomli'uis.  Equateur.  Pôle, 

km 

■j! o,38  0.10 

4 o,5ît  o,^>.4 

8 o,G5  o,  .43 

17 Oj?!)  Oî''2 
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La  dillVreme  est  donc  cuasidi-rahle  ;  Loulet'ois,  tdic  esl  beaucoup 
moins  grande  dans  la  réalit»'.  ('esl-à-dire  (juand  il  y  a  des  conti- 

Ilfllls. 

10!2.  11.  Cas  oi  .V  ^  o.  —  L  cxanieu  de  ce  cas.  i|iii  lait  I  ohjcl 
de  la  seconde  Partie  du  iMémoire  de  M.  Ilun-li,  concerne  les  oscilla- 
tions qui  dépendent  de  la  Ion«;itude  et  s'exj)riiiienl  par  des  fonc- 
tions harmoniques  de  surface.  C'est  dans  cette  classe  que  rentrent 
les  oscillations  de  seconde  et  de  troisième  espèce  de  Laplace. 

M.  lloiigli  a  monlr*'  rcxislencc  d'une  classe  parliculicrc  d'os- 
cillations |)roprcs,  et  c'est  là  un  des  résultais  les  plii>  intéressants 
de  son  travail. 

103.  A.  Oscillations  propres.  —  Nous  avons  vu  que  ces  oscil- 
lations, dont  les  périodes  dépendent  de  to,  peuvent  se  ré|)artir  en 
deux  classes,  selon  que  a  tend  ou  non  \eis  une  valeur  finie 
lorsque  la  vitesse  de  rotation  tend  vers  zéro  :  les  oscillations  de 
la  seconde  classe  auront  des  périodes  très  longues. 

Nous  avons  indiqué  aussi  comment  pouvait  se  faire  le  calcul  des 
|>ériodes,  et  nous  donnerons  seulement  ici  les  r(''sultat>  niimt'-iiques 
obtenus. 

Il  convient  é^alciiieul  de  distinj^ucr  dans  clia(pie  classe  les  l\  pes 

symétri<(ues  et  les  types  dissynK'triqnes,  selon  (pic  //  — s  est  pair 

ou  impair;  mais  toutes  ces  oscillations  ne  présentent  [)as  un  é-gal 

intérêt.  Dans  les  Tables  qui  suivent,   les  périodes  sont  exprimées 

en  temps  sidéral  : 

Classe  I. 


s  —  i .     s  =  ■-! .  s  —  i.  s  =  ■-! .  .s  ^  I .  s  —  ■?..  s  =  \.     .V  =  :> . 

h       III         II        III            II       m         II        ni  II        III  II       m  h        m         h      n 

\     14.7.1        17.59  IV.  jl  Ij-îi  M.     j  IX.     l  9.     8          i^.)J\ 

I  ■j.\.-}.'\     of<.'J/|  19-'''  if).  Ji  i4.><)  iS.,'io  II.   (')     \>..h'} 

\   ii.3()     r.>..    ■)         9.4  >       9-'»'  7i"  7-i<>  ;>-i<>       •>.44 


n  =  .\. 


(    i3.it)      I  1 .  ■.'.<">        10. '9     M-    S  8.    I  8.19  .O.j()  (i.    4 
Classe  II. 

j         11  j         h  J         11  J         I'  .i      _  Il  J         'I  j         11  j 

/i  =  I . . .  I  .  I  5  "  1.9         »  I  .    ")  »  1  .    )  >' 

n  =  ■.>....        i(i.   0       (j.   o        ii.i'î       4 -'7  8.7. 1  i.f.x  7.11  3.11 

//=3...        9.(1.  10     IX.    ■)        -«u.ij       9.  >■>,  17.19  "^'7  '''••.)  <'^-    ^ 


I 
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.\jant  les  |)c'rio(les,  ou  calculera  aisénieul  les  expressions  de  'C. 
el  (Je  C3  el,  par  conséquent,  des  composantes  du  déplacement. 

Dans  chaque  série,  le  terme  qui  renferme  P)^  est  prédominant  et 
suffit,  à  lui  seul,  pour  déterminer  avec  une  approximation  suffi- 
sante la  position  des  parallèles  nodaux. 

Les  oscillations  obtenues  sont  des  ondes  se  propageant  autour 

de  la  sphère  avec  une  vitesse  angulaire  uniforuie  — .  par  r'ap|)ort  à 

l'axe  polaire  et  comprenant  sur  chacjue  parallèle  un  nombre  de 
crêtes  et  de  creux  égal  à  s.  Les  valeurs  positives  de  "a  corres- 
pondent à  des  ondes  se  propageant  en  sens  inverse  de  la  rotation, 
c'est-à-dire  vers  l'Ouest;  les  valeurs  négatives  à  des  ondes  se  pro- 
pageant \ers  l'Est. 

Pour  les  oscillations  de  la  seconde  classe,  nous  n'avons  que  des 
valeurs  positives  de  À,  il  y  aura  uniquement  propagation  vers 
rOuest. 

Les  trajectoires  des  molécules  liquides  sont  des  ellipses  ayant 
leurs  axes  dirigés  suivant  les  méridiens  et  les  parallèles.  Si  co  tend 
vers  zéro,  les  oscillations  de  la  seconde  classe  se  réduiront  à  des 
mouvements  permanents  n'apportant  aucune  déformation  à  la  sur- 
face libre. 

104.   B.  Oscillations  contraintes.  — Si  nous  avons  un  potentiel 

perturbateur 

G  e>'t  —  y-;,  Pf,  (  u.  )  e-"<î'+^-' , 

nous  obtiendrons  de  la  même  manière  qu'au  paragraphe  100. 
jjour  le  cas  de  5  =  o,  la  profondeur  étant  toujours  supposée  con- 
stante, 

"        4a>^(Hl_,-Ll+KU2) 

d'où,  en  tenant  compte  des  relations  entre  les  coefficients  suc- 
cessifs, 

Av?  pxi'l+lt  /  us        us  II 


\  •  •  •      —, — ~, —  ^«-4  "+*  — ; —  '^"-2-'-  *^/ 


4^2  H-;i,_,  —  K  -+-  '^■«+2  \"  '      ^■«-2^« 

K"  Ks       Ks 

,     "-ii  +  'î   p<  "-11+2  "-n+i  p.<  ,  \ 

"^  ~r:r-  ^'>+-2  -^  —s  ys   ^    *^"+i  ^•'-    • 

j  II  j  II  y  11+2  / 

Il  est  à   remarquer  que  le  terme  prédominant  de  la  série  n'est 
P.  —  III.  12 
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pas  nécessairemeiil  P)^  :  ce  .s«,Tii  le  ternie  Pp,  lel  c|iie  l;i  \;ileur  de  A 
oui  entre  dans  l'expression  du  polenliel  perlurljaleur  suil  très 
voisine  de  Tune  des  valeurs  correspondantes  relatives  aux  oscilla- 
lions  pio|)res,  d«''duiles  de  Téqualion  Lp  =  o. 

Dans  le  cas  des  marées  n'-elles.  nous  aiiions  n  =^  >,  et  l'expres- 
sion de  la  suiélévalion  sera 

Si  nous  calculions  cetti;  siir(M(''\  at  ion  d  après  la  iIm'mm  le  île  I  <'(pii- 
libre,  on  ohtiendiail 

d'où 

_^  / ^  \ 

^  _  4o>^''       -^ly  /p.  _^  Ki  p.  ^  KIK^  p.   ,        \ 

M.  Hou<^li  a  calcidé  ce  rapport  pour  ilivcrses  osi:illations  con- 
irainles. 

KC).  Marée  solaire  semi-diurne.  —  On  a,  pour  les  dillérenles 
|)rol()n(lcurs  : 

l'iofiindcur. 

km  '' 

■>. P|^— —      i,;)''l*H—    'i,!)!'!-;- 0.81  1'^  —  .  .  . 

4 —      <),8:)P|-1-    vi,x}.V'\  —  o,()5  l'i;  -   .  .  . 

s —  i<)i.o{P|—  i3,7oP|  — (),Si  P2_r-.  .. 

17 -I-         !.()()  P|—     0,()7Pf  4-.  .   .  . 

A  laide  d'une  Tahie  de  fonctions  s|)li(''ii(pu-s.  on  peut  calculer 
la  valeur  nuniéjique  de  ces  séi'ies  pour  dillV'rentes  latitudes;  c'est 
ain>i  cpi  à  r('-qiialciir  le  iap|)ort  de  la  inar<''e  lU  iiauiupic  à  la  marée 
d'é(piilil)i('  a.  pour  les  piolondcurs  consi<l(''r(''es.  la  xaleur 

~'~7)*,)*i     — ',«'7      — '-^■>i,^7'      -r- 2,1.1- 

()ii  voit  que  «lans  un  o((''aii  de  proloinleur  supi'rieure  à  1  j'""  I;i 
marée  solaire  semi-diuine  serait  directe  à  I  ('(pialeur ;  la  |>ri)(on- 
deur  décroissant,  cette  marée  devient  de  plus  en  plus  considérable 
cl   cliani^c  de  siiinc  pour  une   \aleiii'  cnlMpic  de  la   piolondcur  un 
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pou  supérieure  ;i  S*"'";  elle  reste  alors  inversée,  eu  (liniiiiNiuit  d'iini- 
plitiule.  juscju  à  une  seconde  profondeur  criticpie  un  peu  sup< - 
rieiirf  à  '2.^'". 

Le  très  grand  eoefficienl  de  [*-,  puur  la  profondeur  de  (S''"'  tienl 
à  un  pliénoniène  de  résonance.  Si  nous  nous  reportons,  en  ellel. 
à  la  Table  des  périodes  des  oscillations  propres,  nous  trouvons 
à  S*"",  |)our  n  =  2  et  .v  =  2,  une  période  de  12  heures  1  minute. 
Il  y  a  donc  concordance  presque  parfaite  avec  la  marée  solaire 
semi-diurne  :  d  où  la  résonance. 

Pour  :>.'"".  nous  avons  bien  une  oscillation  [)r(tpic  dont  la  pé- 
riode est  de  12  heures  5  minutes;  ce  simple  ('cari  de  ^  minutes 
suffit  pour  réduire  de  beaucoup  la  résonance  et  ne  produire 
cju  une  marée  qui  est  moins  de  10  fois  supérieure  à  la  marée  d  é- 
quilibre. 

Les  chitl'res  donnés  ci-dessus  tiennent  compte  de  l'attraction  du 
bourrelet  liquide;  en  la  négligeant,  on  obtiendrait  d'autres  séries 
dont  les  premiers  termes  sont  respectivement 

-^i,o.)P|,     -Ko;!^,     +(),i-iPl,     -M,77Pi, 

et  qui  donnent  à  1  éijuateur,  pour  le  ra|)port  de  la  marée  réelle  à 
la  marée  d'équilibre,  les  valeurs 

L'influence  du  bourrelet  est  donc  assez  considérable;  d'une 
part,  elle  augmente  la  valeur  du  rapport,  sauf  dans  le  dernier  cas 
de  profondeur;  d  autre  part,  dans  deux  des  cas,  le  signe  de  la 
marée  est  interverti.  Cela  tient  à  ce  qu'une  très  faible  variation 
dans  la  hauteur  suffît  à  déplacer  la  valeur  de  h  pour  laquelle  la 
|iériode  de  l'oscillation  contrainte  est  égale  à  celle  d  une  oscillation 
i)roi)re. 


I()(j.   Marée   lunaire  semi-diurne.  —  Par  des  calculs  analogues 
on  (jblient  : 

[Profondeur. 

km  r 

■i ''■>—=      o,  10F.7-T- o,  J8I*7  —  o.  igP^ -i-.  .-. 

i... "         —  i,oOP|  4-0,24  F|  —  o,o;5P|-î-.. . 

■"^ 9 ,  12  P|  —  o ,  7 1  P|  -T-  o , o4  '-"s  — .  •  ■ 

17 i,7GP;|-o,o6Pf^... 
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Ces  st-rics  doinuMit.  à  I  t''(ni;il('iir.  |iiiiir  Ir  iitj)|iorl  «le  la  marée 
dvnaiiii([iif  rrtdlc  i'i  la   marée  déciiiiliiu  p.  les  \aleiirs 

—  i/ivi,      —  i,So.      -^11,07,      — 1,9'2. 

La  comparaison  fie  ces  valeurs  avec  celles  olilemM'>  poui'  la 
marée  solaire  semi-dimiu'  moiilic  (|iip  ptxir  la  proloinlciir  de  2''"' 
la  marée  solaire  est  directe,  tandis  (|iie  la  marée  lunaire  est  in- 
versée; le  contraire  arrive  pour  la  proloudeiir  de  •S'^'". 

Cela  tient  à  ce  que  les  valeurs  critupies  de  la  |3ioloiideur  sont 
2100'"  et  8'joo'"  pour  la  marée  solaire,  tandis  qu'elles  sont  1900'" 
et  -800'"  pour  la  marée  lunaire.  Il  existerait,  par  suite,  deux 
limites  de  profondeur,  entre  1900'"  et  :<ioo"'  dune  part,  puis  entre 
tSoo'"  et  8-00'"  dauli'c  paît,  pour  l(■s(plt■l^■■^  I  uiir  Ae-.  marées  se- 
rait inversée  sans  que  1  autre  le  soit. 

Pour  ces  profondeurs,  le  pli('"nonu"'ne  usuel  des  marées  de  sjzy- 
gies  et  de  quadratures  serait  in\ers(''  :  1rs  |)lii.s  liantes  marées  se 
produiraientà  répo(|ue  des  quadratures  et  les  plus  hasses  à  l'époque 
des  pleines  et  nou\  elles  lunes. 

Si  la  mer  recouvrait  tout  le  globe,  il  faudrait  donc  conclure  de 
lalliiie  des  marées  réelles  f|ue  la  profondeur  de  l  océan  nest  pas 
comprise  entre  ces  limites  et  que,  par  suite,  cet  océan  n  est  sus- 
ceptible d'aucune  oscillation  propre  dont  la  période  soit  comprise 
entre  12  heures  lunaires  et  12  heures  solaires. 

On  trouve  dans  le  Mémoire  de  M.  Hough  quelques  cal- 
culs analogues  relatifs  au  cas  où  la  profondeur  est  exprimée 
par    une    loi    de    la   forme 

A  =  a  -i-  3  cos-0. 

107.  Marées  diurnes.  -  La  |)rofondeur  étant  supposée  con- 
stante, nous  savons,  en  vertu  du  théorème  de  Laplace  (§  80),  que 
les  oscillations  de  la  seconde  espèce  sont  nulles.  Seulement,  ce 
résultat  ne  s'applique  en  toute  rigueur  (pi'à  la  marée  sidérale  pour 
laquelle  A  = /w.  Cette  condition  est  assez  approximativement 
réalisée  encore  pour  la  marée  diurne  solaire,  elle  l'est  moins  pour 
la  marée  diurne  lunaire  :  ces  deux  marées  ne  seront  pas  rigoureu- 
sement nulles. 

Pour   les   quatre  prolondeurs  déjà   eunsidérée»,  on  a,  en  ce  qui 


I.IQIIOK    I>KSANT    ItKCOLVRANT    INK    SPHÈRI:    TOI  KNANTi!:.  l8l 

ooïKM'rnc  la  nian'c  liiiiaiif  : 
riofoiideur. 

km  Y 

•>...... I'i;^  -=  — o,o8P|+o,ujP! -.... 

4 '"       -o,i7P|--o,o5P!-... 

S _  o , 4  1  P|  -H  o , u;  !>[  — .  .  . 

i- —  i,4iPÎ-(-o,i^P|— ... 

On  voit  que  cette  marée  est  inversée,  et  que,  |)Our  une  grande 
profondeur,  elle  arrive  à  être  supérieure  à  ce  que  serait  la  marée 
statique  de  première  sorte. 

Cela  tient  d'abord  à  ce  que  A  s  écarte  \\\\  peu  de  /to;  mais  cette 
raison  ne  suffit  pas,  car  pour  les  autres  profondeurs  la  marée 
est  très  faible.  Nous  nous  trouvons,  ici  encore,  en  présence  d'un 
phénomène  de  résonance.  L'oscillation  contrainte  considérée  a, 
en  effet,  une  période  d'un  jour  lunaire,  soit  environ  i  jour  i  heure. 
Or,  si  nous  nous  reportons  au  Tableau  des  oscillations  propres, 
nous  voyons  que  la  première  oscillation  de  la  deuxième  classe  a 
précisément  une  période  qui  tend  vers  cette  valeur. 

Pour  une  profondeur  plus  grande,  on  aurait  une  résonance 
plus  parfaite  :  d'où  la  dérogation  apparente  au  théorèuie  de  La- 
placc. 
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INELl  ENCE   DU   IHolTEMENT. 


lOS.  ÎNous  a\on-;  \  ii  (§101)  que  les  marées  à  longue  |)('Tio(Je 
caleulées  parla  inéllioile  de  M.  Hougli  ne  leudeiil  |)as  vers  la  marée 
statique  de  la  première  sorte,  lorsque  A  tend  vers  zéro,  et  que  la 
dillérence  était  assez  considérable. 

Ce  résultat  est  de  nature  à  modifier  les  idées  généralement 
rerues  au  sujet  des  mar(''es  à  longue  période.  Jusqu'ici,  on  les 
calculait,  d'après  Newton  et  F^aplace,  par  la  théorie  de  It'quilibre, 
ain--i  (pic  nous  Taxons  lait  au  (Jia|)itrc  III  :  la  discordance  est 
trop  ini|)orlante  pour  que  celle  nn-tliode  soit  légitime,  cl  \\  y  a 
lieu  d'étudier  sp('cialement  les  marées  statiques  de  la  deuxième 
sorte. 

Mais  une  autre  question  se  pose.  N(jus  savons  (§26)  que  s'il 
existe  un  Irotlemeut,  si  faible  soil-il,  la  limite  des  marées  à  longue 
période,  lorsque  A  tend  vers  zéro,  doit  être  la  marée  statique  de 
première  sorte.  Comme  on  ne  peut  admettre  (pic  le  (rollemeni 
soit  rigoureusement  nul.  il  semblerait  (b)nc  que  les  conclusions  de 
M.  Hough  soient  erronées.  Cependant,  il  convient  d'examiner  la 
question  dun  |)cu  plus  près.  Ce  que  nous  a|)pelons  marées  ti 
longue  période,  ce  sont,  par  exenqile,  les  marées  semi-mensuelles, 
mensuelles,  annuelles,  etc.  ;  les  plus  importantes  ont  leurs  pé- 
riodes variant  de  i5  jours  à  un  an. 

l'^st-ce  assez  long  puur  (pi On  puisse  taire  ),  =  o  et  vers  (piellc 
limite  tendra-t-on  ?  \)v  deux  choses  l'une:  ou  bien  le  frottement 
aura  le  temps  de  se  falie  sentir,  et  alors  nous  aurons  une  marée  de 
la  première  sorte  ;  ou  bien  son  inlluence  ne  sera  pas  appréciable, 
et  la  marée  sera  de  deuxième  sorte. 

Nous  verrons  qu'il  faut  une  dizaine  d'années  pour  (pie  le  frot- 
tement puisse  se  faire  sentir;  par  conséquent,  les  marées  annuelles 
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el    (le   périodes   j)lii.s   ((nirles    seront   hieu   de   la   deuxième   sorte  ; 
nu  contraire,  la  marée  ayant  pour  période  i8  ans  serait  tine  marée 
lie   première    sorte,   que   ion  devrait   c-aleuler  par  la    lliéorie    de 
équilibre. 

101).  Considérons  donc  une  force  perliirhalrice  de  très 
lonj;ue  période.  En  supposant  que  l'influence  du  frottement  soit 
négligeable  pendant  la  pc'riode  de  l'oscillation,  la  surface  des  mei-s 
prendra  une  forme  d'é(juilibrc  cpii  diflérera  de  la  ligure  d"(''<niilibr(^ 
statique  proprement  dite,  \insi  que  nous  l'avons  vu  au  Cîliapitre  1 
(§  212-23),  les  paranuHres  f/„  se  réduisent  à  des  constantes,  et  les 
paramètres  rj/,  sont  proportionnels  au  temps  ;  les  dérivées  c/'/^  sont 
constantes,  mais  non  nulles.  Il  en  résulte  que  cet  état  particulier 
d'équilibre  est  caractérisé  par  Texistence  de  courants  continus  qui 
régnent  sous  la  surface  libre,  sans  altérer  sa  forme. 

Voyons  ce  que  peuvent  être  de  semblables  courants. 

Reprenons  les  équations  du  mouvement  d'un  liquide  tournant 
autour  de  Taxe  des  r. 

f/'it  dv         d(V^p) 

dr-  dt  d.r 

d-\'  du         c/(  V  —  n  ) 

— — r  +  -i  w  —r-  =   ; —  j 

dn  dt  dy 

d-  «r  dA  \  —  p  \ 


dn  ilz 

l^es  courants  étant  |)eruianents.  nous  aurons 
du 


dl 

=  u  =:  const. 

dv 

'dt 

=  t>'  ^  CDrisl. 

dw 
~dt 

~  iv'  =  cun^t. 

iJ'aulre  |)art,  on  a 


d-  u           ,,          ,  du 

,du'           ,du' 

—; —    U     ->-   U     —: ^   l 

—, 1-  "/  —  ; 

df^                       dr 

dy              dz  ' 

mais,  dans  les  u)arées,   les  déplacements  des  mob'-cules  (Haut   des 
<juanlit(''s  très  petites,  de  même  que  les  vitesses  et  leurs  dérivées. 
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le>  lernics  tels  que  //'  -y-  sont  du  se(M»iul  ttrdre.  cl   rarct'l.riitioii  se 

r»''(luira  ;i  //",  cVsl-à-dire  à  zéro. 

Les  équalions  du  nioux  enirnl  de\i«MHieul  alors 

,       d(\—p) 


clx 

d(  V  - 

/>> 

dy 

di  V  - 

p) 

11  en  résulte  que 

—  i (.0 ^'  dj-  -r-  >  M  a  dy  =  rf( \'  —  p), 

c'est-à-dire  que 

—  »' dx  -j-  it  dy 

est  une  ditrérentielle  exacte. 

Vax  conséquent,    il  laiil   d  abord  (|ue  r'  et  //'  ne  dépendent  (|ue 
de  X  et  r,  soil 

et  ensuite  que 


du'       dv' 


du'        dv    __ 
dx        dy 

ce  qui,  joint  à  l'équation  de  continuité,  tlouue  linaleiuent 

du         dv'         dw' 
dz         ds         dz 

Ainsi,  les  composantes  u',  r',  iv'  de  la  vitesse  d'une  molécule  ne 
dépendent  pas  de  ô. 

L'axe  des  :;  est  l'axe  de  rotation  de  la  Terre.  Si  donc  nous  rii;u- 
rons,  d'une  part,  la  suiface  des  iners  et,  d'autre  part,  la  surface 
irrégulière  du  fond,  et  que  nous  menions  par  un  point  A  de  la 
surface  libre  une  parallèb.'  à  l'axe  de  rotation  jus(|u'à  sa  rencontre 
en  B  avec  le  fond,  toutes  les  molécules  liquides  situées  sur  cette 
parallèle  seront  animées  de  vitesses  égales  et  parallèles.  La  droite 
AB  devra  donc  se  déplacer  en  bloc,  parallèlemeul  à  elle-même, 
comme  une  droite  rigide  (/ig-  '.io). 

De  plus,  piiis(pie  le  mouvement  est  |)eiinauenl  el  n'altère  |)as  la 
surface  libre,  il  faudra  (pie  la  droite  AB  se  déj)lace  sur  la  surface 
d'un  cylindre  tel  que  ses  génératrices  conservent  la   même  Ion- 
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gueur.  Par  conséquent,  les  lignes  de  courtinls,  c'est-à-dii'e  les 
positions  successi\es  d  une  même  molécule  liquide,  seront  les 
lignes  d'égale  profondeur  de  la  mer,  cette  profondeur  étant  esti- 


l'is. 


mée  parallèlement  à  l'axe  de  rotation.  Si  nous  représentons  cette 

profondeur    par   y,,    les    lignes    de  courants    seront   données    par 

I  équation 

Tj  =  consl. 

Une  molécule  qui  se  trouve  à  un  moment  donné  sur  la  surface 
d'un  de  ces  cylindres  ne  pourra  pas  en  sortir. 

110.  Si,  par  le  point  A,  nous  menons  la  verticale  AC,  nous 
constituerons  a\ec  AB,  en  sup])osant  la  profondeur  h  infiniment 
petite,  un  petit  triangle  qui  nous  donnera 

_     h 

L  équation  des  lignes  de  courants  peut  donc  s'écrire 

h 


=  consl. 


Il  en  résulte  que,  si  la  profondeur  n'est  fonction  que  de  la  lati- 
tude, les  lignes  de  courants  devront  coïncider  avec  les  parallèles  ; 
les  seuls  mouvemeots  permanents  possibles  seront  ceux  pour 
lesquels  les  molécules  d'eau  n'éprouveront  pas  de  déplacement 
en  latitude  {cf.  §  94). 

Dans  le  cas  généi'al,   cette  couclusion   ne  subsistera   plus  ;   on 
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pmiiia  Iriicri- Ifs  lignes  de  coiiiinils  siii- une  Carie  livdiogi'apliiquo 
si  les  sondes  y  (igurenl  en  noridiic  snlli^anl. 

Mais,  quelle  que  soit  la  loi  de  prolondeur,  I  équaleur  sera  une 
de  ces  lij^nes  de  courants,  correspondant  à  une  valeur  infinie  du 

rapport  7-;  el    les    ii\a<:es   seroni   daulies  lignes  coriespiinihiiit 

à  la  \aleui'  zéro.  Vers  les  [)Oinls  où  la  lii;ne  de  cote  coupe  I  ('-qua- 
leur,  convergeront  une  infinili-  de  lii;nes  de  e<»urants. 

M.  Hougli  a  essayé  de  ti-acer  ces  lignes  sur  les  Cartes  de  lAllan- 
tique  Nord  el  a  reconnu  qu'elles  ne  présentaient  aucun  rapj)itrt 
avec  les  résidlats  de  l'observation.  Il  est  vrai  <pie  les  courants 
(j|)ser\(''S  ne  sont  que  des  courants  superliciels,  et  que  les  vai'iations 
de  densité  et  de  salure  |)rovenanl  tie  Tévaporalion  peux  ent  entiè- 
rement nias(pii'r  le  pliénoniène. 

Nous  pouvons  voir,  en  elFet.  cond)ien  sont  faibles  les  courants 
permanents  produits  |)ar  les  marées  statiques  de  la  deuxième 
sorte. 

111.  Pour  nous  faire  une  idée  de  lijidre  de  grandeur  de 
ces  courants,  ra[)pelons  que  les  marées  statiques  de  la  pieuiière 
sorte  produisent  une  déformation  qui  équivaut  à  une  \ariation 
périodique  de  l'aplatissement.  Cette  variation  pourrait  égalenient 
résulter  diin  acc^roissement  dut  de  la  \itesse  de  rotation  de  la 
Terre.  Considérons  donc  l'action  à  longue  [x'-riode  de  la  Lune,  par 
exemple,  et  cherchons  à  quel  aceroissenienl  de  vitesse  elle  é(jui- 
vaut.  Il  nous  suffira,  pour  cela,  de  comparer  le  potentiel  de  la 
l-iune  à  I  accroissement  de  potentiel   (|iii  n'sulle  de  (Im. 

Si  la  vitesse  \arie  de  <I(.<k  le  potentiel  ( ./-  -r  r'-),  d'où  dérive 
la  force  centrifuge,  éprouvera  un  accroissement 

to  (r/w(  T--^  y-  ). 
(  )r,  SI  MOUS  |)reiioiis  \v  i;ivon  pour  unité, 

■''■..         ..         „  •  .     >  .  .  '^         '  ... 

.T-  -i-  v2  =  -{x-  ^-  y-  -^  z^  )  -^  -  [  r'-  -+-)'-  —  •'.  3-  (  —  -  H-  -  (  I  —  i  \x-  ). 

Par  suite  de  cette  vari.ition,  raccroissemenl  ilu  potentiel 
sera   donc 
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Diuilrt"  |)iiil,  le  l<inne  du  poleulicl  Iiiikiiit  coi'rcspoinhmt  iiiix 
«tiidos  il  longue  nciiodc  est 

— '—  (  I  —  l'j.-  )  (  I  —  ■{  sin-  0  ), 

0  t'M;iiit  Va  di'cliiiiiisoii  de  la  Lune  et  o  sa  distance  à  la  Tei-re. 
l*ai'  coiiséquPiil .  l'action  lunan'c  à  louj^ue  |)(''riO(lc  (''(|ui\aul  à  un 
accroissement    Ar    la    \itcsse   de   rotation    terrestre   déterminé    par 

l'égalité 

/  >   1-'  ,         ,   •   ,  ^ 

(o  ((M  =-  —  (i—  jsm-0). 

-i    ?•' 

(  )r.  ou  a 

L   T         L 
T  ^  =  T  "■ 

n  étant  le  moyen  nion\ement  de  la  I^une. 

Donc 

(l(x>       3   L   /<■-  ..   ■    ,  ^ 

—    =  -  ^   —'I—  :>siir-0). 

Or,  en  valeurs  numériques, 

\.         I  /'         I 

T        8o  (o        V.7 

et  sin-  0  \arie  de  o  a  -• 
I 

Il  en  ri'sulle  qu'en  moyenne 

dit}        j   "(     I       I  1 

—  =  -  -  —  —  =  envMun. 

to  i    s    Su   "■>()  lodooo 

Mais,  ainsi  (|ue  nous  I  avons  vu  (  i;  iOO),  dans  la  marée  slali(|ue 
de  deuxième  sorte,  lamplilude  est  encore  plus  fad)le,  d'environ 
moitu'  en  moyenne,  parce  <pie  les  courants  |>roduits  com|)ensent 
en  pallie  raetion  stalupie  de  la  Lune. 

('<es  courant>  neiiNcnt  donc  ('■ti'c  é'\alués  à  de   la   l'otalion, 

'  'UOOOO 

ce  (|ui  lait  seulement  (>'"  ou  -'"  environ  par  heure.  Ils  sont  doue 
beaucoup  tro[)  faihies  poui-  ijuc  rohservation  puisse  les  déceler  ; 
et,  par  suite,  on  ne  peut  pa>  compter  sur  leur  constatation  pour 
mettre  en  évidence  que,  conrormément  aux  idées  de  .\L  llougli, 
le  phénomène  des  marées  à  longue  période  consiste  bien  en  une 
marée  stati(pic  de  la  deuxième  soile. 
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On  pourrait,  semMe-l-il.  ohscrNer  directement  la  marée,  et 
particulièrement  au  laige,  là  où  le  |)lH''nomène  n  est  pas  troublé 
par  la  présence  des  continents.  Jusqu'ici,  le  problème  a  rencontré 
de  nombreuses  difficuhi's.  iiiiiis  leâ  résultats  récemmenl  obtenus 
à  laide  du  marégraplie  plongeur  de  M.  Favé  permettent  d'espérer 
beaucoup  des  reclierclies  poursuivies  dans  cette  voie. 

En  attendant,  il  ne  reste  (lu'une  seub'  lessource,  c'esl  de  cal- 
culer le  temps  d'amortissement  des  ondes  sous  I  iniluence  du 
frottement,  et  de  le  comparer  aux  j)ériodes. 

11'2.  Calcul  d'une  marée  statique  de  la  deuxième  sorte.  —  Nous 
avons  vu  comment  la  métbode  de  M.  Mou_i;li  j)ermet  de  calculer 
les  éléments  de  ces  marées  dans  le  cas  d'une  profondeur  constante, 
ou  même  fonction  seulement  de  la  latitude.  Nous  nous  proposons 
ici  de  traiter  le  problème  d'une  façon  absolument  générale. 

Si  nous  imaginons  une  molécule  ^,  J^,  z  de  la  surface  libre,  elle 
se  déplacera,  sous  l'iutluence  des  courants  permanents  (pii  carac- 
térisent cette  espèce  de  marée,  suixani  une  ligne  de  couiunt  dont 
l'équation  difrérentielle  sera 

,  ,  dx        dy        dz 

(i)  —  =  -4  ==  —• 

U  V  w 

Posons,  comme  toujours, 

A^çp  —  \  —  p. 
Ou  a  ici  (s<  [()\)) 

d{\  —  p)  =  —  XM v'  dx  -f-  2 o)  m'  dy, 

c'est-à-dire,   en   vertu   de   r»'Mpiation  dillVrentielle   de  la  ligne   de 
courant, 

d{\  — p  )  =  <>• 

Ainsi,  le  long  des  lignes  de  courants,  'i  est  une  constante  :  a  est 

i'         ■        1                 /' 
donc  lonction  de  r,  =  r-  : 

CHS  u 

Le  |)roblème  est  ramen»'  à  la  dctcrminalion  tic  celte  fonction. 
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Récrivons  l'équation  générale  du  ^  77, 


di)\    '  dQj        d'l\s\nn  d'IJ        0(1),  6) 

et  supposons  d'abord  que  la  profondeur  h  dépende  seulement 
de  0  :  C2  va  dépendre  aussi  seulement  de  0,  et  toutes  les  expressions 
o,  ^,  Ce^',  n"  qui,  pour  une  oscillation  quelconcjue,  pouvaient  se 
mettre  dans  ce  cas  sous  la  forme  e"'^'^^'\f(H),  se  réduiront  ici, 
puisque  5  =  o,  à  é^'\f{H). 

Dans  ces  conditions,  l'équation  (3)  prend  une  forme  simple, 
car  les  dérivées  par  rapport  à  'h  disparaissent. 

D'autre  part,  À  est  très  petit;  nous  allons  donc  cliercher  quelle 
forme  limite  prend  l'équation  pour  A  =  o. 

Nous  aurons  alors,  sensiblement,  en  négligeant  A-  devant  l'unité, 

>.-  h  K-  h 


h.  =   r 


À--r-  4  w2  COS- 0  4W"COS'-0 

).  (oa/?  cosf)  À  A 


À"^-r-  4  t"'"  COS- 0  '>,  WCOSO 

Le  déterminant  fonctionnel  sera  nul,  puisque  ni  h-,  ni  o  ne 
dépendent  de  -}. 

Dans  le  premier  membre  de  l'équation  (3),  il  ne  restera  donc 
que  le  premier  terme,  dans  lequel  s'introduira  A- es. 

Posons 

(4)  /,2cp   =  <ï>. 

L'équation  (3)  se  réduira  alors  à 

De  plus,  nous  avons  toujours  la  relation  générale 

qui  donne   ici,   en   faisant  a  =  o    dans  l'expression  du   poientiel 
porlui'bateur, 

1>  — n"--C 

(G)  r  = 
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|-.nlin.  ~  f'I  II"  sont   lit's  piir  la  relalion 

dans  la(|iH'lle  th'  iep!és(Mile  un  t-léiiiciit  (jurlcouque  de  la  surface, 
r  la  \aleur  de  ^  au  cenlie  de  -iraN  il»'-  de  cet  «'N'ineiil  et  /•  la  dislance 
de  ce  cenlie  au  point  de  ((xtidounf'es  crturanles  0  et  •!/. 

Nous  avons  donc,  cnlrc  les  Irois  (juanlilés  '^_.  <I»  et  II  .  les  Irois 
relations  (  5  ),  (<)  )  et  17  ),  (|ui  les  détennineronl. 

Le  problème  se  n'-duit  à  l'inlégiation  d'une  éqiialiou  dill»  ren- 
li(dle  ordinaire  à  une  seide  \ariable. 

Si  on  nésiliiie  b-  hourrelel.  on  aura,  pour  dt'torminer  <I\  une 
(•(jiialion  linéaire. 

113.    Cas  où  la  profondeur  est  quelconque  Deux    a|)|)roxi- 

inalions  successives  seront  alors  nécessaires. 

En  première  approximation,  nous  négligerons  ),  devant  I  unité: 
h-,  est,  dans  ce  cas,  beaucoup  plus  grand  que  A,,  et  nous  pourrons 
ni'gliger  tous  les  termes  de  réc|ualion  (  3  ),  à  rexce|)lion  fie  celui 
(lui  conlienl  k,'  Cette  équation  se  réduit  alors  à 


tXO.'L) 


c  est-à-diic  que  ':,  est  une  fonction  de  //^.  Nous  retroii\ons  ainsi  le 
résultai  déjà  obtenu,  que  cp  doil  être  fonction  de  t,. 

En  deuxième  approximation,  nous  tiendrons  compte  de  A, 
mais  nous  négligerons  A-  devant  l'unité,  \lors,  les  formules  appro- 
chées pour  A,  et  II-,  restent  vraies. 

Ijans  le  premier  membre  de  l'équation  (3),  c  est  donc  le  dernier 
terme  qui  sera  le  plus  important,  piiisipTil  sera  de  l'ordn;  de  /., 
tandis  <|ih'  les  deux  piciiiier.--  sont  de  I  ordre  de  ),-.  I*ar  suite,  nous 
iraiirous  |)as  le  droit  d'y  remj  lacer  '^  par  la  valeur  /"(r,  )*que  four- 
nil la  |)reinière  approximation,  mais  nous  pourrons  faire  cette 
substitution  dans  les  autres  termes. 

EHecluous  alors  un  cliangemeut  de  \ariables.  eu  jjreuaul  coiuine 
variables  nouvelles  Tj  et  '}  :  les  dérnées  par  rapport  à  ces  \aiiables 
seront  rej)résentées  par  des  ô,  tandis  que  nous  réscr\erons  les  d 
ordinaires  poui'  lesdéri\ées  jiar  rajqtort  aux  ancieun«:'s  varialiles. 
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Nous  aurons,  d  une  nianirte  centrale, 

I  •  a II Ire  part, 

(t\  //o.  'f  )         ai  h.,,  'j,  I   c/(  T,,  'j;j 


Or-,  nous  a\ons 
Par  conséqu(jnl, 


2W 


i)  (  T,  ,  <\i  )  'L  to    O'h 

ô(r,.  'h  )  dr, 

c>(  0.  'l  I    "  ^  * 
Donc 

d(/i.,,  '^  j  _     A     (^^/-^    f/r, 

II  importe  d  mlrudiiire  drs  nolalions  abréjires  jjour  ne  |)as  (n)[) 
alloniiPr  les  écriuires.  Posons 


joj-cos-O   <^0 


'  dH         d'I  ' 
^0 


h  di 


!\  oj-  (OS-  'J  si  II  0   c/'!/ 


el  niulliplioiis  les  deux  nieaihrcs  de  l"{''(juali()n  Ç^  )  par  F 
Pc  preniiei'  ler'ine  donnei'a 


Oi 


en  posant 


F  V  —     /?!  !^inO  -f     =  _     /,,  >i„0  — !-     . 


,       .     ,  r/'J  A-/isiii'J     </r,    '>o 

/*,  SI  11  ')  — f   = _  —L  =  A  *  . 

r/')         4w^cos2(J   d<     Or, 


04>  _ 
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Ou  a  iloiic.   |)(tuf  If  |»iciMK'r  terme. 


—  (A*  ). 
()r, 

Avei'  la  valeur  de  's  en  pieinière  approxliiiatinii,  un  a 

<)o 

le  second  terme  de  (   >  i  nous  iloimera  d  abord 

7ÔÏ  ^  \sinO  d^J  ~  M  ôr,  \  .',  w'^  cos^O  sinO  71^  &rj  '^  d'ï  ôr^^ 
o"esl-à-dii'e,  après  avoir  mnlti|ilié  par  F, 

Mais  il  y  a  encore  le  terme  correspondant  à  — -pj  soit 

ou,  après  multiplication  jjar  F,    et  remarquant  (|ue  ^'  peut  être 
considéré  ici  comme  indé|)endant  de  '!>, 

h  — T-  *  . 

Enfin,  nous  avons  le  déterminant  fonctionnel,  dans  lequel  il 
n'est  plus  permis  de  regarder  es  comme  indépendante  de  'l,  et  qui 
nous  donne  le  terme 

Après  le  changement  de  variables,  l'équation  (3)  devient  donc 

Oïj  dï)  o(y  -2  wÀ  ail 

114.  Pour  étudier  cette  équation,  posons 

G  =  A  +  BD, 

n  =  —       B  —       V  —  - 

dij  dr,  d(]/ 
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l'^n  remplaçanl  "Ç  par  sa  valeur,  et  développant,  nous  aurons 

^     „       „     ,          I      oi<l>        FsinO^         rsinOir        FsinOG 
(û)         G*-+-H*- r  -r  =  * 

.2  (oA   do  g  g  g 

■  m     •  ^,      ,,      I"   <in  0      C  I  r-  •  I 

Les  coeincients  (i.  II.  —^ —  sont  des  lonclioiis  connues  de  Tj 

et  de  'i>,  qui  sont  pénodupies  par  rapport  à  'l. 

Nous  pourrons  les  développer  en  séries  de  Fourier  suivant  les 
cosinus  et  sinus  des  «nultiples  de  '|,  et  nous  obtiendrons  ainsi  un 
premier  terme  qui  sera  une  constante,  représentant  la  valeur 
moyenne  de  la  fonction.  Si  nous  considérons,  par  exemple,  le 
coefficient  G,  n'ous  désignerons  sa  valeur  moyenne  par  [G]. 

4>",  <I>'el<I>  peuvent  être  considérées  comme  des  constantes  en  ^, 
parce  que  nous  pouvons  y  remplacer  cp  par  sa  valeur  de  première 
approximation;  la  valeur  moyenne  de  G<ï>"  sera  donc[G]<I>"  et 
nous  aurons  de  même  [H]<t>'  et  [FsinO]<l).    Mais,  dans  le  terme 

— r  provenant  du   déterminant  fonctionnel,   nous   n'avons  plus   le 
(y^J/  '  '  r 

droit  de  faire  cette  substitution.  Seulement,  <I>  étant  une  fonction 

périodique  de  \  si  je  la  dillérentie,  j'obtiendrai  encore  une  série 

de  Fourier.  dans  laquelle  le  terme  constant  sera  nul. 

Ce  terme  a  donc  une  valeur  moyenne  nulle,  et,  en  égalant  dans 

les  deux  membres  de  l'équation  (9  )  les  termes  indépendants  de  -i/, 

il  reste  simplement 

^^^^"      m,*'       1''^*"^!^.        [Fsiaf)!!"]         [FsinOG] 

G 1  *  —    Il   *  = ■  <ï>  — — ' 

A"  g  g 

Si  Ion  suj)pose  d'abord  qu'on  puisse  négliger  le  bourrelet,  le 
terme  en  FI"  disparait,  et  l'on  a  une  équation  didérentielle  du  second 
ordre  dont  tous  les  (îoefficients  sont  des  fonctions  connues  de  Tj. 
Cette  équation  nous  déterminera  <ï>  et,  par  suite,  ^ 

Si  l'on  veut  tenir  compte  du  bourrelet,  on  commencera  par  le 
négliger  et  on  calculera  Î!^  :  on  en  déduira  FI",  l'équation  })ourra 
s'intégrer  de  nouveau,  et  ainsi  de  suite. 

On  \()it  que.  même  dans  le  cas  général,  il  est  possible  de  faire 
le  calcul  conqjlet. 

Ilo.    Lorsqu'il  s'agit  d'une  marée  statique  de  la  première  sorte, 
le  calcul  est  beaucoup  plus  simple,  parce  que  Ion  a,  les  courants 
1'.  —  III.  i3 
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♦'■In lit  nuls, 

\liir>,  ^  et  II"  sont  (loniK's  |uir  les  ('•cjuiilions 

x_  —  ir— c 

el 


^--M 


1 1().  Influence  du  frottement,  d'après  les  travaux  de  M.  Hough. 
—  C'est  dans  I  fsliniiilion  (\\\  Icnips  d  aniorlisscnicnt  (lc>  ondes 
♦  [uo  M.  Honyli  a  chciclK'-  la  justification  de  sa  théorie  des  marées 
statiques  avec  courants  permanents  {^voir  l.  XX\  III  des  Procee- 
dings  of  the  London  Matlieiualical  Society,  décembre  1896). 

Le  problème  général  de  l'étude  du  frottement  est  extrêmement 
compliqué;  mais,  s'il  s'agit  seulement  de  se  faire  une  idée  de  Tordre 
de  grandeur  du  phénomène,  on  peut  se  borner  à  la  considération 
d'un  cas  très  simple.  En  conséquence,  nous  négligerons  la  force 
centrifuge  composée  et  nous  ne  tiendrons  pas  compte  de  la  sphé- 
ricité; de  plus,  nous  supposerons  que  la  mer,  ainsi  limitée  à  une 
surface  horizontale,  est  soumise  à  la  seule  action  de  la  pesanteur, 
et  que  sa  profondeur  est  constante.  Enfin,  nous  considérons  sim- 
plement la  propagation  d'une  onde  plane. 

En  désignant  par  v  le  coefficient  de  viscosité,  les  ecpiations  du 
mouvement  d'un  liquide  visqueux  s'obtiennent  en  ajoutant  aux 
seconds  membres  des  équations 

d-u  _  d(\  —  p) 

I  .    f/" 

le  terme  v  A  -;-• 

f/( 

Il  s'agit  d'oscillations  périodiques,  dans  lesquelles  les  dépla- 
cements sont  proportionnels  à  e^^  et  ne  dépendent  pas  autrement 
de  t;  alors,  la  |)remière  équation  s'écrit 

d(\-p)         .   ^ 

A-«  = 1-  vA  lu. 

ax 

En  posant 

X^-i   =  \  —  ,K 


KTIDE    KES    MAKÉKS    STATKJl  ES    DE    LA    SECONDE    riOUTE.  I95 

les  équalions  du  moiiveinenl  seront 

c/x        A 

dj         A 
IV  =^   -~  -h  c-  Ah'. 

</3  A 

D'ailleurs,  nous  a\oiis  l'équalioii  île  cunliiiiuté 


du        du        c/c         dw 


•^  du        du        c/c 
.^^  f/.?-        dx        dy 


-t-  -^  =  o. 
dz 


Si  nous  diilérenlions  les  trois  premières  équations,  respecti- 
vement par  rapport  à  j\  y  et  c,  et  que  nous  ajoutions,  il  viendra 

Vdu                 ■/     x^  du 
=-  A':>  - A   >    • , 

.^  dx  •        >.     .^  dx 

du  '  I     %   - 

ce  qui,  puisque  1  -j-  =  o,  se  réduit  a 

Ao  =1  o. 

1  17.  Considérons  une  onde  plane  dont  le  plan  est  perpen- 
diculaire à  Oy  :  les  déplacements  des  molécules  s'opéreront 
parallèlement  au  [)lan  des  xz-,  et  nous  aurons 


(^uant  aux  composantes  n  et  iT",  ainsi  (jue  la  fonction  'j,  elles 
seront  de  la  forme 

Posons 

du  ,  d-  u  „ 

dz  '  dz- 

et  de  même  pour  les  dérivées  de  (v  et  de  'j. 

r^a  seconde  des  équations  étant  satisfaite  d'elle-iiième,   il  nous 
restera  les  trois  équations 

1    u  =  f//?'i -i-  ,  (u    —  ni- U), 

-V  =         '^  -r-  <  (w  —  ni-  w  ), 
A   ■  ' 

iinu  -r-  w'  =  o, 
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c'est-à-dire  un  système  de  trois  é<|iiations  linéaires  ;'i  coefficients 
constants,  où  les  trois  incuumit's  //.  -i,  n-  li^urciit  avec  leurs 
dérivées. 

Pour  int(''grer,  il  sultil  d  a|)|)liquci'  la  iiiélli(jdc  géuérah-.  Nous 
aurons  une  solution  particulière  en  posant 

//  =  ae*-, 

w  =  ce*-. 

Si,  de  plus,  nous  posons,  pour  abréger, 
À— /(/î—  m2)  =  H, 

la  substitution  de  ces  valeurs  dans  le  svstènie  d'équations  nous 
Cournit  les  trois  relations 

1    Ma  =  i/n  X  b , 

(3)  .    Hc  =  /cX6, 

'   ima  -4-  /l'c  =  (). 

Considérons  les  deux  premières.  Elles  comjiortenl  deux   solu- 
tions; 011  peut  avoir,  soit 

n  =  o,         A  6  =  o, 

soit 

a         ini 

d'où,  en  vertu  de  la  troisième  relation, 

—  m-  -+-  k-  =  o. 

Nous  aurons  donc,   en  somme,  pour  /> ,  (pialre  \aleurs   deux  à 
deux  égales  et  de  signes  contraires  :  les  unes  données  |)ar 

(4)  — /«2-^Â-^=o, 

les  autres  par  H  ^  o,  c'est-à-dire  par 

(5)  v(  A*  -  /n»  )  =  X. 

Nous  désignerons  les  racines  de  celte  dernière  <''(piation  par  riz  /." 
et  celles  de  la  première  par  leur  valeur  ±ni. 

w  sera  alors  une  combinaison  linéaire  des  (jualrc  solutions  par- 
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ticulières   possibles 

el  nous  pourrons  poser 

(6)  w  =  wq-\-  wi 

avec 

(-)  • 

I   «^1=  Ce''-  -^  De-'^s. 

118.   Reste  à  déterminer  les  valeurs  des  constantes  A,  B,  C,  D. 

Nous  nous  servirons,  pour  cela,  des  conditions  aux  limites. 

Nous  compterons  ici  les  profondeurs  à  partir  du  fond,  dont 
1  équation  sera  z  :^  o  ;  l'équation  de  la  surface  sera  alors  z  =  h. 

La  surélévation  iv  étant  ainsi  estimée  positivement  dans  le  sens 
du  décroissement  de  la  pesanteur,  la  condition  à  la  surface  libre 
s'écrira 

(8)  g-a-  —  —  "/^o. 

Mais  cette  équation  exprime  simplement  que  la  pression  sur  la 
surface  libre  est  une  constante.  Cela  suffît  dans  un  liquide  dé- 
pourvu de  viscosité,  parce  que  la  pression  est  toujours  normale  à 
Télément,  mais  il  n'en  est  plus  de  même  si  nous  faisons  intervenir 
le  frottement.  11  nous  faudra  écrire  de  plus  que  la  composante 
tangentielle  de  la  pression  est  nulle  à  la  surface  libre,  puisque 
cette  pression  doit  se  réduire  à  la  pression  atmosphérique  (jui  est 
normale. 

Or,  la  tliéorle  de  la  viscosité  donne  pour  composantes  de  la 
pression  tanj^^entielle 

/  dw        du  \  /  du        dv  I  dv        dw  \ 

\  dx        dz  )^         \  dy        dx  /  '         \dz         dy } 

Ici,  les  deux  dernières  composantes  sont  nulles  et  il  n'y  a  à 
considérer  que  la  première,  qui  nous  fournit  la  condition 

(Uv        du 
dx        dz  ' 

c'est-à-dire 

((j)  innv  -f-  «'=  o. 
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Or.  en  \erlii  de  I  éf]ii;ilif»n  (!<■  (•iiiiliiiiiitc'-,  non-^  ;iv(tns.  dans  tout 
le  liquide. 


iniu  ■+  »r  =  o. 


Par  consé(|iient,  (ui  a,  à  la  suilare  lihre, 
(lo  )  (i'"-f-  m-  tr  =  o. 

IJ  aiilre  pari,   nous  lirons  des  ccjualiuus  (^(i)  el(-) 
d'"  =  w\  -4-  fr'J  =  1)1-  Wq  -i-  k-  u'i . 

d'où,  en  suhstituani  dans  (lo), 

(il)  (  />■-  -i-  ni-  )  H'i  -i-  A  nr-  ir,,  =  o. 

Or,  si  nous  nous  reportons  à  l'équation  (5  )  ((ui  (h'ierniine  /,-, 
nous  voyons  que,  le  coefficient  de  viscosité  v  «Manl  t(tiij(iin>  1res 
faible,  />  -  sera  nécessairement  très  grand. 

Par  conséquent,  en  négligeant  les  termes  de  lOidre  de  -r^  > 
l'équation  (i  i)  se  réduit  à 

(Vl  =  o. 

Nous  avons  donc,  sur  la  surface  libre, 
et,  d'après  la  seconde  des  équations  (a  ),  puisque  «'^  ^  m-  it'o, 

Wq  =    œ'. 

On  tire  de  là 

et  l'équation  (8)  devient  alors 

(12)  gin-  ivu  -i-  X2  tt'p  =  o. 

I  \\).  \  oyons  inaiiitcnanl  ce  (jui  doit  se  passer  au  fond.  Dabord. 
il  faiil    que    la   (composante  normale    du    déplacemenl    >(til     nulle. 

donc 

»'  =  o. 

Mais  nous  devrons,  par  suite  de  la  viscosih'.  satisfaire  aussi  à 
nue  autre  condilion,   laquelle  dépendra  de  la  nature  de  la  relation 
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de  Teau   a\ec  les  parois.    iXous  pouvons,    à  cet  égard,  faire   deux 

liypolhèses  exlrriiies  : 

i"  Ou   bien  le  froUenient  est  tel  que  le  liquide  ne  puisse  |)as 

glisser  sur  le   fond  :    alors   nous  aurons,    non    seulement  n"  =  o, 

mais  encore 

t^  =  o  ; 

2"  Ou  bien  il  n'y  aura  pas  du  tout  de  frottement  sur  le  fond,  et 
alors  nous  ilevrons  exprimer,  comme  à  la  surface  libre,  que  la 
composante  tangentielle  de  la  pression  est  nulle. 

J^a  première  hy|)otbèse  étant  la  plus  favorable  à  l'action  du 
frollemenl,  c'est  elle  (|ue  nous  admettons.  Ainsi,  au  fond, 

(  1 3  )  M^  =  M  =  o . 

L'équation  de  continuité  entraine  alors  également 
(14)  w'  =  o. 

Considérons  l'expression  de  tV|, 

INous  avons  vu  que  k  est  très  grand  ;  par  conséquent,  les  deux 
termes  de  (v,  varient  très  rapidement  avec  z. 

l^e  premier  terme  sera  beaucoup  plus  grand  près  de  la  surface 
(ju  à  l'intérieur,  et  le  second  beaucoup  plus  grand  près  du  fond. 
Comme  tp,  doit  rester  iini,  il  faut  admettre  que  le  terme  Ce^'  ne 
sera  sensible  qu'au  voisinage  de  la  surface.  Pour  z  =: /i  ^  nous 
aurons  sensiblement 

u^i  =  Ce''",  w',  =  Atvi. 

Vers  le  fond,  au  contraire,  le  seul  terme  sensd)le  sera  le  terme 
en  r'^'  et.  pour  ;  ^  {>,  nous  aurons 

n'i  =  \)e^^'~,         (v'i  =  —  />H]. 

Eu  tenant  compte  de  celte  dernière  relation,  les  équations  [l'S) 

et  (i4)  s'écri\enl 

tvo  --!-     W]  =  o, 

tv„  —  Awi  =  o. 
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l'ar  conséquent,  ou  doit  iivoir  :iu  fond 
(  I  j  )  •»'„  -^  Xwo  =  o. 

120.    Les  deux    relations  (i5)    et    (12)  doivent    <Hre    respecti- 
vement satisfaites  pour  :;  =  o  et  z  =  h.  Elles  nous  donnent  donc 

m (\  ~  B)  -h  Ai  \-i-B)  z=  o, 

d'où 

A        ///  —  /. 


et 


B         m       /. 

À-  .;'(  A  e'"''  —  Be   >"''  )  _  g   i  m  —  k  )e>"''  -+-  (  m  —  k)e   '"'' 

m-   ~  m(  \e"'''  —  Bc'"/'  1  ~  m   (  //(  —  k)e"''' —  1  m  —  k)e   ">''  ' 

Il  étant  petit  par  rapport  :i  la  loui;iioiir  d Dude.  le  produit  inli 
est  un  nombre  petit,  et  1  on  peut  écrire  sensiMeinent 


On  a  alor 


À"- 
ni- 


•r      /)i  —  kni/i 
ni   —  /■  —  m  ■  Il 


11  faut  conserver  kinit  \is-à-vis  de  m,  |)arce  que  /■  est  très  grand, 
mais  on  peut  négliger  m'^ h  devant  k  et  il  reste 


(iH) 


m- 


■('-1^ 


Si  le  frottement  n'existait  pas  du  tout,  on  aurait  v  =  o,  /."  serait 
infini,  et  l'on  aurait  simplement 


d  où,  pour  la  vitosc  de  propai;ation. 


^  =.  /H. 


C'est  le  résultat  que  nous  connaissions  déjà. 

Si,  au  contraire,  il  y  a  frottement,  il  faut  se  lendre  compte  de  la 
signification  de  k.  Nous  a\ons 

y(k-—  wV)  =  À 
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OU,  sensiblement,  en  iiéglii;eanl  ni-  devant  />-, 

V  est  réel.  A  est  purenienl  imaginaire  :  par  suite,  k-  sera  pure- 
ment imaj^inaire  et  aura  p(»ui' aTgument -•  k  sera  donc  une  quantité 

essentiellement  complexe,  d'argument--  Mais  la  valeur  qui  résul- 
tera alors  de  l'équation  (16)  pour  ).  ne  sera  plus  purement  imag;i- 
naire,  et  nous  pourrons  poser 

Al 
A  =  .,-^-^. 

Substituant  dans  (i(j),  nous  aurons,  en  négligeant  p? 


d'où 


Ào  =  'ni  s/  .^^^1 
■'.AoÀ|  =  m- A', 


D  autre  part,  on  a,  avec  la  même  approximation, 


'V^V^ 


ou,  en  remarquant  que 


I  —  l 


Par  suite 


v/7  = 

\'i        /m  \ 

j:  = ï(i  +  M, 


et  cette  expression  complexe   a   bien    une   partie  réelle   négative 
comme  cela  devait  être,  puisque,  largumenl  de  k  étant  -^^  et  celui 

de  A,,  —  '-,  l'argument  de    ]  doit  être :- • 

Si  donc  nous  posons 


nn-  V- 


•i\/)Aghy> 
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nous  aurons 

Lainpliluclc  de  roscillalion.  qui  est  piopoiiionuelle  au  module 
e^^',  ira  donc  en  décroissant  a\ec  le  temps;  et  la  partie  réelle  a  de  A 
mesurera  la  rapidité  d'amortissement  de  l'oscillation. 

l!2l.    l'osons 

I 

a  :=   -  • 

T 

Au  bout  du  temps  T.  iintensité.  qui  (''lail  rcpréscnli'e  par  e""*', 
sera  devenue  e"*'f    ' 

Ce  temps,  au  houl  duquel  I  amplilude  se  liou\r  iMiillipliéc  Ital- 
ie facteur  e~',  est  appelé  temps  de  relaxcitioii . 

Nous  a\ons 

_    I    _    i  v/-2  II  '* 

Il  en  résulte  (pic  l'amortissement  de  Tonde  sera  d'autant  plus 
lent  que  la  profondeur  sera  plus  grande  et  que  la  longueur  d'onde 

—  sera  plus  grande. 

Comme,  dans  les  marées,  on  a  affaire  à  des  ondes  très  longues, 
le  temps  de  relaxation  sera  fort  long. 

\  oici  quelques  cliill'res  qui  donneront  une  idée  de  l'ordre  de 
grandeur  des  quantités  qui  interviennent  dans  les  calculs. 

En  unités  C.  G.  S.,  on  a 

V    =  0,0178, 

^-  =  IO^ 

Kii  considéiiinl  un  bassin  dune  profondeur  de  i '"  seiilcuient, 
dans  lequel  se  |)ropage  une  oscdialion  avant  une  longueur  d  onde 
de  100"',  M.  Hougli  a  trouvé  i'';>.o"'  pour  le  temps  de  relaxation. 
Cette  valeur,  obtenue  dans  riijj)otbcse  la  plus  favorable  à  l'action 
du  frottement,  devrait  être  j)ortée  jusqu'à  •!  ans  .',  si  l'on  faisait 
rhjpotlièse  extrême  contraire. 

Considérons,  maintenant ,  des  ondes  de  la  marée,  une  onde 
semi-annuelle,  par  exemple.  |  a|  est  de  l'ordre  de  10''',  et  si  l'on 
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adinel  iiiie  profondeur  de  \^"\  soit 

on  trouve  environ 

kh   =  700, 
r7ih  =  10-^. 

Pour  une  onde  de  période  beaucoup  plus  courte,  une  onde 
semi-diurne,  par  exemple,  on  aurait 

I  X  j  =  10-*,         A7<  =  70,         mh  =  lo^'». 

On  voit  combien  /)i  est  faible  vis-à-\is  de  k,  ce  qui  justifie  les 
approximations  que  nous  axons  faites  précédemment. 

Cette  petitesse  de  m  conduit,  pour  les  ondes  à  longue  période, 
à  des  \aleurs  extrêmement  grandes  du  temps  de  relaxation.  Les 
calculs  de  AI.  Hougli  lui  ont  donné  de  10  à  20  ans. 

On  est  donc  bien  autorisé  à  dire  que,  pour  les  principales  de 
ces  ondes,  le  frottement  n'a  pas  d'influence  sensible. 

l!2'2.  L'analyse  précédente  repose  sur  un  certain  nombre 
d'hypothèses;  mais,  comme  elle  s'appuie  principalement  sur  la 
grande  valeur  de  A",  même  avec  des  hypothèses  diflérentes,  les 
résultats  resteraient  du  même  ordre  de  grandeur. 

Si  l'on  voulait  pousser  plus  loin  l'étude  du  phénomène,  il  fau- 
drait faire  intervenir  l'inHuence  de  la  foixe  centrifuge  composée. 
Le  calcul  serait  alors  beaucoup  plus  compliqué,  mais  il  se  ferait 
d'après  le  même  principe. 

Nous  aurions  toujours  des  équations  dillérentielles  linéaires  à 
coefficients  constants,  mais  (Mie  serait  plus  nul. 

Nous  ne  pourrions  pas  non  plus  supposer  cjue  rien  ne  dépend 
de  )  ,  parce  qu'il  conviendrait  d'introduire  un  facteur  e*.''  dans  la 
valeur  de  l'onde  plane,  ainsi  que  nous  l'avons  montré  pour  un  ca- 
nal à  profondeur  constante  (§  66).  Nos  fonctions  w,  c,  iv  et  -.s  se- 
raienl  donc  de  la  loiiiie 

En  posant  alors 

À  —  V  (  /.-  -+-  b-  —  ni-  )  =  H , 
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l'équation  qui  délerniiuerail  A-  serait 


H 

—  ^OJ 

o 

im 

201 

H 

<} 

b 

o 

o 

II 

k 

im 

b 

/.- 

o 

Cette  équation  est  (Ju  Iroisiènie  (Je{j;;ré  en  /.-.  Une  seule  de  ses 
racines  reste  finie  lorsque  v  icnd  vers  zéro,  les  deux  autres 
croissent  indéfiniment.  Si  1  on  suppose  la  racine  finie  développée 
suivant  les  puissances  croissantes  de  v. 


comme  v  est  de  l'ordre  de  tt»  celte   racine   sera   sensiblement   la 

même  que  si  le  frottement  n'existait  pas. 

Quant  aux  autres,  elles  seront  données  sensiblement  par  It-qua- 

tion 

H--!-  4 w-  =  o. 

On  aura  ainsi  pour  k  des  valeurs  de  Tordre  de  —  et  qui  donne- 

raient  lieu,  par  suite,  à  une  analvse  semblable  à  la  précédente. 

Nous  pouvons  donc  admettre  les  conclusions  de  M.  Hough,  en 
ce  qui  concerne  les  grands  bassins  océaniques.  Dans  les  bassins 
moins  étendus,  on  pourrait  craindre  la  formation  de  remous  qui 
augmenteraient  l)eaucou|)  l'action  du  frottement;  la  question  ne 
pourra  être  définitivement  n'-solue  que  par  les  observations,  et 
nous  y  reviendrcjns  ;"i  (li\(M'ses  reprises  eu  pariimt  de  la  discussion 
de  celles-ci. 
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CHAPITRE  IX. 


ÉTUDE  DES  MAREES  SE  PRODUISANT  DANS  UN  RÉSEAU 
DE  CANAUX  ÉTROITS. 


123.  Nous  avons  vu  dans  les  Chapitres  précédents  que  le  pro- 
blème des  marées  pouvait  être  complètement  traité  dans  le  cas 
dune  merde  [)rt)f'ondeur  constante  recouvrant  tout  le  globe.  Nous 
allons  envisager  maintenant  un  cas  entièrement  différent,  et  dans 
lequel  les  calculs  pourraient  être  également  poussés  jusqu'au 
bout  :  c'est  celui  où  les  marées  se  produiraient  dans  un  réseau  de 
canaux  étroits. 

Le  cas  de  la  nature  peut  être  considéré  comme  intermédiaire 
entre  ces  deux  cas  extrêmes,  car  chaque  mer  secoiadaire  peut  être 
grossièrement  assimilée  à  un  canal. 

L'étude  de  ce  nou\eau  problème  nous  donnera  donc  une  idée 
des  complications  multiples  du  phénomène  naturel. 

124.  Simplification  des  équations  du  mouvement.  —  Rappelons 
que  nous  avons  trou\é  (^  o\) )  pour  les  équations  du  mouvement 
d'un  liquide  animé  d'une  rotation  p,  c/,  r 

dx 

À^P     -r-  2rÀ«    20  X  W   =  X^  — i  , 

dy 

-  ^*i9 
A-  w  —  iq  Lu  -^  ip  kv    =  A^  -yi-  ■ 

dz 

En  supposant  cju  il  s  agisse  d  un  bassin  très  peu  profond,  nous 
a\ons  montré  (§60)  qu'on  pouvait  négliger  tr  devant  u  et  p  et 
qu'il  nous  restait  alors  deux  équations  en  u  elv  dans  lesquelles  ne 
figurait  plus  que  la  composante  /•  de  la  rotation,  qui,  en  tenaiat 
compte  de  la  sphéricité  (§  77),  doit  être  prise  égale  à  tocosô. 

Dans  le  problème  actuel,  nous  avons  deux  dimensions  qui  sont 
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très  petites  :  la  profondeur  et  la  largeur.  Aussi,  pourrons-nous 
nt'gliger,  non  seulement  iv,  mais  encore  i'. 

En.  efiet,  supposons  d'abord  un  canal  jjarallèle  à  Taxe  des  x. 
Sur  les  tieiix  rives,  nous  aurons  c  =  o  ;  si  nous  considérons  un 
point  au  milieu  du  cnnal.  comme  le  canal  est  très  étroit,  la  valeur 
de  r  dill'ércra  infiniment  peu  de  ce  quelle  est  sur  les  rives  :  elle 
sera  donc  nulle  partout,  au  second  ordre  |)rès. 

Si  le  canal  n'avait  pas  une  largeur  constante,  il  faudrait  admettre 
que  la  variation  de  sa  largeur  est  très  leute,  de  façon  que  la  tan- 
sente  à  la  rive  fasse  constamment  avec  l'axe  des  x  un  ansle  -i  très 
[tclit.  La  composante  normale  du  déplacement  sera  alors 

u  sint}/  -+-  V  cosJy  =  o; 

•i/  étant  très  petit,  il  faut  (pie  r  soit  du  second  ordre  sur  la  ri\e  et, 
par  conséquent,  partout. 

Il  ne  nous  reste  donc  plus  alors  à  considérer  qu'une  seule  équa- 
tion, qui  se  réduit  à 

(i)  "  =  TT 

a.r 

tout  comme  s'il  n'y  a\ait  j)as  de  force  centrifuge  composée.  On 
voit  quelle  est  l'imjjortance  de  la  simplification  apportée  par  cette 
seule  hypothèse  de  la  largeur  étroite. 

Dans  le  cas  d'une  profondeur  uniforme,  la  force  centrifuge 
composée  avait  une  importance  comsidérable;  au  contraire,  dans 
un  canal  étroit,  cette  influence  sera  nulle.  Nous  pouvons  donc  en 
conclure  que,  dans  le  cas  de  la  nature,  l'influence  de  la  force  cen- 
trifuge conqjoséc  se  fera  sentir,  mais  d  une  manière  notablement 
moindre  que  ne  l'indiquent  les  résultats  de  M.  Hough  pour  une 
mer  uniforme. 

Cette  influence  sera  d'aulanl  plus  grande  que  le  bassin  consi- 
déré sera  plus  étendu;  ainsi,  elle  sera  plus  forte  dans  le  Pacifique 
que  dans  l'Atlantique,  et  négligeable  dans  la  Manche. 

Toutefois,  il  convient  de  remaixpier  (pie  si  la  force  centrifuge 
composée  n'a,  dans  un  canal  élioil.  aucune  lullueiic»' sur  le  mode 
de  proj)agation  de  la  marée,  son  action  se  tiailuira  néanmoins  par 
ce  fait  (pie  la  hauteur  de  la  marée  sera  plus  grande  sur  une  des 
rives  que  sur  l'autre. 
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Nous  avons  vu  eUecliveineut  (§  66),  en  éliulianL  la  propagation 
d'une  onde  plane  parallèlement  à  l'axe  d'un  canal  dont  les  deux 
rives  sont  verticales  et  parallèles  à  cet  axe,  qu'en  tenant  compte  de 
la  rotation,  l'expression  de  l'onde  doit  se  mettre  sous  la  forme 

b  étant  réel  et  ecal  a  -7=- 

L'amplitude  de  la  marée  dépend  donc  àe y\ 

Dans  une  mer  étroite,  la  force  centrifuge  composée  ne  produira 
pas  d'autre  effet. 

125.  A  la  surface  libre,  nous  avons  toujours  (§  o6) 
(2)  gl  =  l--'^  -  ri'-  Ge>''=  À2cp_  w, 

en  posant,  pour  abréger, 

Si  nous  avons  seulement  affaire  à  un  réseau  de  canaux  étroits, 
n"  sera  négligeable. 

Si  ce  réseau  débouche  dans  un  océan  étendu,  il  faudra  tenir 
com|)te  de  n".  Mais  les  marées  du  réseau  n'auront  pas  une  influence 
sensible  sur  celles  de  locéan,  qui  de\ront  être  considérées  comme 
données  :  on  pourra,  par  suite,  calculer  n",  et  \\  sera  donc 
connu. 

Dans  le  cas  des  oscillations  propres,  Ce'^=o.  Si,  de  plus,  il 
s'agit  seulement  de  canaux,  on  aura  W^o  et  il  restera  simple- 
ment 

126.  Les  équation?  précédentes  sont  encore  valables  quels  que 
soient  les  axes,  et  peuvent  s'étendre  à  un  canal  tortueux  tracé  sur 
une  sphère,  k  condition  que  u  représente  la  composante  du  dépla- 
cement suivant  la  tangente  à  l'axe  du  canal.  Vu  lieu  de  la  va- 
riable X,  il  suffira  de  prendre  la  variable  .?,  c'est-à-dire  l'arc  compté 
suivant  l'axe  du  canal,  et  nous  aurons  l'équation 

(ibis)  «^^. 

La  théorie  est  absolument  iiénérale. 


2()8 


i'iu:.MiKru:  i>ai<tii; 
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127.    Enfin,    nous  a\ons    une   Iroisiéme    lelalion,    qui    nous  est 
fournie    par  Téqualion   de   conlinuil»'-.    Désignons  par  n  la  section 

Fiji.  M)  bis. 


du  canal  et  par  /  sa  largeur.  Considérons  la  |joili(jn  du  canal 
limitée  par  les  deux  sections  droites  ab^  a  b'  distantes  de  ds^  et 
appliquons  l'équalion  de  continuité  à  cette  portion  {fig.  20  bis). 

Par  la  lace  ah,  il  entre  une  qiiantilé  d'eau..  z  11 

I               t/[a  t/  )        1 
Par  la  face  a'//,  il  entie —      j«  h -r-     ds 

Par  le  fond,  il  entre o 

Et  par  la  surface  libre ^Ids 

On  doit  donc  avoir,  en   exprimant  (|uc  la  somme  est  nulle, 

(3)  ^^/r. 

^    '  as 

Nous  a\ons  ainsi  trois  équations  (  1  bis),  (2)  et(.'^),  d"où  l'on  dé- 
duira l'équation  dillV'ientielle  à  iaqutdle  doit  satisfaire  la  fonction 'j, 
à  savoir 

s("^)  =  .;<>-^--)- 

C'est  une  équation  du  second  ordic  mais  aux  dillerences  exactes; 
son  intégrale  contiendra  deux  <u)nstantcs  arhitiaires  qu'on  déter- 
minera à  l'aide  des  conditions  aux  limites. 

128.  Conditions  aux  limites.  —  Tl  convient  de  distinguer  plu^ 
sieurs  (^as. 

Si  l'on  a  un  canal  f mué  sur  /ui-nirnie.  les  condilions  seront 

(lue  C5  et  sa  dérivée  -—■  soient  des  fonctions  périodiques  de  s. 

Si  l'on  a  un  canal  aboutissant  à  un  cul-de-sac,  le  déplace- 
iiit-nt    devra    être   nul    sur  la    paroi    tciniinale,    c'esl-à-dire   qu'on 

aura  — ^^  =  o. 
as 
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Supposons  niaintenaul  le  cas  de  plusieurs  canaux  aboulissant 
à  un  même  carrefour;  pai'  exemple,  pour  fixer  les  idées,  quatre 
canaux  aboutissant  au  point  O.  H  faudra   d'aljord    (|uc   les   quatre 

fonctions  es  aient  la  uiènie  \al(»ur  au   point  O;  les  dérivées  -^  pou- 
'  '  as  ^ 

\ant  d  ailleurs  être  int'j^ales.  Mais  nous  aurons  à  ex|)riuier  de  plus 

une    autre  condition  :  il   faut  que  la  quantité  de  liquide  arrivant 

en  O  {fig-  21)  par  certains  des   canaux    soit   égale    à   celle]  qui 

Fig.  21. 


sécoule  par  les  autres;  en  d'autres  ternies,  que  la  somme  algé- 
brique des  quantités  de  liquide  arrivant  au  carrefuur  soit  égale 
à  zéro. 

Or,  pour    un  quelconque    des   canaux,  l'expression  du  liquide 
aftluant  est 

as 

Nous  devrons  donc  a\oir,  au  point  O, 


2"S 


ds 

Dans  cette  expression,  a-  représente  la  section  des  différents  ca- 
naux, et  ds  doit  être  compté  positivement  quand  on  se  rapproche 
du  point  O. 

11  est  facile  de  voir  que  nous  avons  bien  ainsi,  dans  tous  les  cas, 
le  nombre  voulu  de  conditions. 

Soit,  en  eflét,  n  le  nombre  des  canaux  du  réseau.  Pour  chacun 

de  ces  canaux,  nous  aurons  une  équation  différentielle  du  "second 

ordre,  par  conséfjucnt  deux  constantes  à  déterminer  par  canal  el 

2 /i  en  tout.  Il  nous  faudra  donc   'in  conditions  aux  limites.  Or,  si 

P.  —  III.  M 
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nous  considérons  un  ml-de-sac  ou  une  extrémité  délioueliant  dans 
l'océan  comme  un  carrefour  où  aboutit  un  canal  unique,  et  si  nous 
désignons  alors  par  />  le  nombre  des  canaux  aboutissant  à  un  car- 
refour quelconque,  nous  aurons 

D'autre  part,  pour  chaque  valeur  de/?  é^ale  à  un  (cul-de-sac  ou 
extrémité  libre)  nous  aurons  une  condition.  Pour  chaque  valeur 
de  />  supérieure  à  vm  (carrefour),  nous  aurons  d'abord  p  -  \  con- 
ditions exprimant  que  '.2  a  la  même  valeur,  puis  la  condition  de 
continuité,  soit  p  conditions  pour  chaque  cari"efour.  Le  nombre 
total  des  conditions  sera  donc  bien  égal  à  ^p^  c'est-à-dire  à  celui 
des  2/2  constantes  qu'il  faut  déterminer. 

Dans  le  cas  des  oscillations  propres,  nous  n'aurons  plus  à  dé- 
terminer que  les  rapports  de  ces  constantes,  mais  il  faut  y  joindre 
l'inconnue  A  :  il  y  a  bien  toujours  autant  d'indéterminées  que  de 
conditions. 

1^9.  Marées  dans  un  canal  de  profondeur  et  de  largeur  con- 
stantes. —  Nous  avons  dans  ce  cas 

et  l'équation  (4)  se  réduit  à 

(5)  ^^A^=}.2^-W. 

C'est  une  équation  dilîerentielle  linéaire  à  coefficients  constants 
et  à  second  membre,  dont  l'intégration  sera  facile  dans  les  dilFé- 
renls  cas,  connaissant  l'expression  de  W  en  fonction  de  s  et 
de  t. 

Nous  allons  examiner  quelques  cas  particuliers. 

A.  Canal  Iracé  suivant  un  parallèle.  —  En  un  point  (juel- 
conque,  l'expression  de  la  composante  isochrone  considérée  du 
potentiel  perturbateur  est 

C  «A'  =  /(  0  ) eA-/.];+),<         (  A-  =  o,  ±:  I ,  d=  '2 ). 
Dans  le  cas  actuel,  •!/  est  proportionnel  à  5,  longueur  de  l'arc 
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comptée  suivant  laxe  ilu  canal,  et,  en  désignant  par  A  une  con- 
stante, nous  aurons 

k  étant  ici  une  constante  telle  que,  S  étant  la  longueur  de  la  cir- 
conférence entière  du  canal,  on  ait 

pour  les  marées  semi-diurnes, 

k'S  =  2Tt, 

pour  les  marées  diurnes. 

L'équation  à  intégrer  est  alors 

as-  ' 

Nous  avons  une  solution  particulière  de  l'équation  complète  en 
prenant 

D'autre  part,  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second 
membre  est 

B  et  B'  sont  deux  constantes  arbitraires,  et  a  est  donné  par  l'équa- 
tion 

La  solution  complète  du  problème  sera 

ca  —  cpo-i-  œ,  =  T^ r  B  e'>^-+->-' 4-  B'e-'>^+>'', 

'         '         A'''  -+-  glik'^ 

Si  le  canal  est  ferm*'  sur  lui-même,  o  doit  être  une  fonction  pé- 
riodique de  période  S  ;  comme  la  fonction  Z)q  seule  admet  cette 
période,  et  non  pas  o,,  on  devra  avoir 

B  =  B'=<). 

Dans   ce    cas,   le  rapport  ^,  sera   égal  à  r- rr-J  '1  sera  donc 

réel.  Alors,  en  vertu  de  l'équation  (l^),  la  marée  ^  aura  même  argu- 
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nu'iil  cjiic  le  potentiel  pciiiirbaleur  :  il  n'existera  p;is  tle  décalage. 
Cela  lient  à  ce  c|ue  nous  nous  IrouNons  dans  les  conditions  du 
ihéort-nie  de  Laplace  (i^  79)  :  la  profondeur  est,  en  cllel,  lunriion 
de  la  latitude. 

11  V  aurait,  au  contraire,  nécessairement  décalage  si  le  canal 
considéré,  au  lieu  d'être  eiilit'remenl  circulaire,  se  trouvait  limité 
à  deux  extrémités.  En  ell'el,  nous  avons  alors 

^  ,  n        .     .,  B'  I 


\V  '  A  A     ■    À2^-,^A/.î 

Pour  qu  il  i\  y  ail  pas  décalage,  il  faut  (jue  ce  rapport  soit  réel^ 
c"est-à-dire.  puisque  \).  et  k  sont  réels,  que  1  on  ail 

B=  B'=  (). 

il  en  résulte  (pie  -j  devrait  se  réduire  à  cso-  Mais  ceci  est  incom- 
patible a\ec  la  condition  — r^  =  o  aux  deux  (;xtr(''mités  du  canal. 
^  as 

Le  décalage  est  donc  le  cas  général,  et  c'est  par  suite  dune 
interprétation  erronée  du  théorème  de  Laplace  quAirv  a  lait 
intervenir  le  frottement  pour  expliquer  le  retard  de  la  marée. 

Le  canal  fermé  à  ses  deux  extrémités  peut  avoir  une  longueur  l 
telle  que  l'amplitude  de  {roscillation  soit  considérablement  ren- 
forcée. Plaçons,  en  elTet,  l'origine  au  milieu  du  canal;  nous  détei'- 
minerons  les  deux  constantes   B  et  B'  en  écrivant  que  la  condi- 

d<o  ■  c  •  ,     ■   ,  ^^  l     |A-    ,    I 

tion  -7^  =  o  est  satisfaite  aux  extrémités  .s  =  ±  -•  U  ou  les  cqua- 
ds  1  ^ 


lions 


e        -  -+-  |JL  B  t^        -  —  ,a  B  e        -  =  o. 


r///2 


On  en    tire,  en  multipliant   respecti\euienl  par  c       '  et   retran- 
chant, 


I  )c  même 


A/t  / 

jji  B  <iii;jL/  =  —  .— pT-  siiK  A-  +  ,u  ) - 


,  ,   .       ,  A  />  .      ,  / 

[iB  sin[.i/  =  —  À-^+  y/iÂ-^^'"^  '""^^ 


ÏjCS  valeuis  ainsi  obtenues  |)(nii-    B  cl    B'  sont   proportionnelles 
A. 
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Imaginons  que  la  longueur  du   canal  soit  telle  <[ue  nous  ayons 

sensiblement 

1x1  =  T.; 

B  et  B'  deviennent  tous  deux  extrêmement  grands,  mais  leur 
somme  reste  finie.  Ils  seront  donc  sensiblement  éyanx  et  de  signes 
contraires,  et  l'oscillation  que  prendra  le  canal  se  réduira,  à  très 
peu  près,  en  négligeant  A,  à 

r  =  iJîl  _  _1  B(e'>*—  e-'>-)eX'=  -^  Be'  ~'~' 2")  gin  as. 
fi-  fi  '  ig 

Nous  aurons  donc  sensiblement  dans  le  canal  une  onde  station- 
naire  de  très  grande  amplitude,  ayant  une  ligne  nodale  au 
contre  5  =  o  et  un  ventre  à  chaque  extrémité. 

Comme  la  marée  est  proportionnelle  à  A  sinT/. /,  tandis  que  le 
potentiel,  au  centre  du  canal,  est  proportionnel  à  Acos/â^,  on  voit 
que  la  marée  dans  tout  le  canal  est  décalée  de  90°,  soit  de  {  de  j)é- 
riode  par  rapport  au  potentiel  au  centre,  c'est-à-dire  à  ce  qu'eût 
été  en  ce  point  la  marée  calculée  par  la  théorie  statique.  Si 
donc  o''  est  l'heure  du  passage  de  l'astre  au  méridien  moyen,  il  y 
aura  pleine  mer  à  3''  à  l'une  des  extrémités  du  canal  et  pleine  mer 
à  9''  à  l'autre  extrémité,  s'il  s'agit  d'une  marée  semi-diurne. 

C'est  le  signe  de  B  qui  montrera  si,  à  l'une  de  ces  heures,  la 
pleine  mer  doit  avoir  lieu  à  lexlrémité  orientale  ou  à  l'extrémité 
occidentale.  Comme  sinjji/  change  de  signe  selon  que  |j./est  supé- 
rieur ou  inférieur  à  —,  il  suffira  de  voir  si  la  longueur  du  canal  est 

\\\\  peu  plus  courte  ou  un  peu  plus  grande  que  — • 

Remarciuons  que  —    est   la   longueur   d  onde  d'une   oscillation 

ayant  même  période  -^  que  la  force  perturbatrice  et  qui  se  propa- 
gerait dans  le  canal  avec  la  vitesse  y  gh. 

I.o  canal  considéré,  susceptible  d'admettre  cette  oscillation 
•comme  oscillation  propre  uninodale,  est  dit  canal  (V une  demi- 
longueur  d'onde. 

Si   sa   longueur  était   \oisine  d'une  longueur  d'onde,  soit  — ^? 

J>  et  B'  seraient  également  très  grands,  et  sensiblement  égaux,  mais 
<le   même  signe,    parce  que  c'est  leur  différence  qui  serait   alors 
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finie.  Piir  suite,  l'oscillation  se  réduirait  sensiblement  à 

Z=  — Be"cosa5. 

1!  n'y  aurait  j^lus  décalage  par  r,i|i|>()rl  à  I  cxprosion  du  poten- 
tiel au  point  central. 

Nous  aurons,  à  très  peu  près,  une  onde  stalionnaire  présentant 
un  ventre  au  centre  et  à  chacune  des  extrémités,  avec  deux  lignes 
nodales  intermédiaires.  Dans  le  cas  d'une  marée  semi-diurne,  la 
pleine  mer  aura  lieu  à  o''  ou  à  6'',  o  étant  l'heure  du  passage  de 
l'astre  fictif"  au  méridien  central. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que,  si  le  décalage  n'existe  pas  au 
point  central,  il  existe  nécessairement  partout  ailleurs.  |)iiisqiie 
I  onde  est  stationnaire. 

130.  B.  Canal  mciidicn.  —  Dans  ce  cas,  e*''^  est  une  con- 
stante, 5  est  proportionnel  à  0  et  l'on  aura 

J'{s)  étant  réel,  car  on  peut  toujours  prendre  le  méridien  du  canal 
comme  origine  des  longitudes,  de  telle  sorte  que  le  facteur  expo- 
nentiel constant  e*''T'  soit  égal  à  un. 

Il  faudra  intégrer  l'équation  diilcrentielle 

L'intégrale  générale  sera 

'.iy  étant  comme  /"une  fonction  de  s  réelle  et  ui  étant  toujours  fourni 

par  l'équation 

a2=  —gh^x"-. 

Si    le    canal   est    limité    à    deux   extrémités,    H   et    ^^    ne    seront 

|)as  nuls,  et,  par  suite,  le  rappoil  ---.  ne  pourra  pas  être  réel. 

Il  y  aura  donc  encore  décalage.  La  didérence  de  phase  entre  la 
marée  et  la  force  perturbatrice  ne  peut  s'annuler  que  dans  le  cas 
où  les  conditions  du  théorème  de  Laplace  sont  satisfaites. 
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\'A\.  Propagation  des  ondes  dans  un  canal  quelconque  de  pro- 
fondeur et  de  largeur  constantes.  —  Supposons  d'abuicJ  qu  il 
sajiisso  rroscillatioiis  propres;  nous  aurons  alors  W  =  o,  et  il 
faudra  intégrer  I  é([uali()n  (lillérculielle 

srh  —j-^  =  k-  o. 
as-  ' 

Son  intégrale  générale  est 

'^  =  Be' "•■-•-'->■'-(-  B'e~'!J---+->>''. 

Désignons  respectivement  par  C,  C,  a,  a'  les  modules  et  les  ar- 
guments des  constantes  arbitraires  B  et  B' ;  de  telle  sorte  que 

B  =  Ce'=',         B'^G'e'»'. 


Posons,  de  plus. 


«fis  -1-  /. <  -i-  /a. 
i'j.s  -i-  /,t  ^-  t'a' 


£  et  t'  sont  essentiellement  réels.  jNous  aurons  alors 

55  =   Ce''-r-  c  €'=■  . 

La  solution  réelle  seia  donnée  par 

es  =  C  cos£  -r-  C  cose'. 

(Quelle   est  la    signification    de   ces  deux  termes  ?  I^e  premier, 
en  ta.s -i-À/,  représente  une  onde  <|ui  se   propage  en  un  certain 

sens,    avec  la  \  itesse  —  =  \/ a/i  :  c'est   une  onde  iiro^ressive.  Le 

secoud  tenue,  en  — (•xs-^-Af.  re|)résente  une  autre  onde  pro- 
gressive se  propageant  a\ec  la  même  \itesse,  mais  dans  le  sens 
contraire. 

La  marée  sera  le  résultai  de  ces  deu\  ondes. 

Sup|»os(tns  que  l  on  ait  C  =  C.  INous  pourrons  écriie  alors 

o  =  -À  C  cfts —  eus —  • 


()v,  £ -h  î  ne  dt'-pcud  que  de  /,  tandis  (jue  e  —  £'  ne  d<'pend  que 
de  \.  Il  en  résulte  donc  (pie  la  phase  du  phénomène  sera  la  même 
dans  tout  le  canal  :  la  uiaiM'e  liante  se  produira  en  ni(''nic  temps  en 
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lous  les   [>oinls.  Toutefois,   le   faneur  réelccjs^^ '-  peut  avoir  le 

sit^ne   riz.   Dans  les  régions   tlu   canal    où   il  a  le  signe    -h,   nous 
aurons    inan^e   liante  lorscjuc  cos  "       "  atteint  son  niaxiinuni  -t- i  : 

nous  aurons  alors,  au    contraire,  marée    basse  dans  les  régions  du 

I      ,           c  —  z'  ,       .- 

canal  ou  cos est  negalii. 

L'inverse  a  lieu  lorsque  cos  ~       "  atteint  son  miniinuin  —  \. 

Il  n'y  aura  donc  p.is  de  lignes  cotidales  proprement  dites  :  le 
canal  sera  partagé  en  plages  séparées  par  des  lignes  nodales  où  la 
marée  est  constamment  nulle. 

On  a  affaire  à  une  onde  stationnaire. 

C'est  ce  qui  se  piofluit  lorsqu  une  onde  se  réflécliil  totalement 
sur  une  paroi. 

En  toute  rigueur,  il  ne  saurait  v  a\oir  de  réflexion  parfaitement 
régulière  si  l'on  tient  compte  de  la  force  centrifuge  composée  (§66), 
à  cause  de  la  déni\ellation  qui  existe  entre  les  deux  ri\es.  Toute- 
fois, dans  un  canal  étroit,  cette  dénivellation  est  faible  et  son  chan- 
gement de  sens  par  suite  de  la  réflexion  [)roduira  simplement  un 
léger  clapotis  qui  se  superposera  à  l'onde  stationnaire. 

Considérons,  au  contraire,  le  cas  où  B'  =  o.  Nous  n'aurons  plus 
alors  quune  onde  prog/-essive  simple. 

Il  existe  entre  ces  deux  cas  extrêmes  une  diflérence  essentielle. 

Comparons,  en  eff'et,  la  phase  de  la  marée  avec  celle  du  courant 
de  marée.  La  marée  w  est  proportionnelle  à  o,  tandis  que  la  vitesse 
du  courant  de  marée  est  donnée  par 

du        d-(D 

'fil  ~  ris  dt  ' 
Dans  le  cas  de  Tonde  stationnaire, 

d-'s>  ^  Aa    .    t  ^- t'   .    £  —  s' 

=  aC 


ds  dt  i   "  X  •>. 

-T- est  essentiellement   positif.    Par   consécpicnt.  tandis  que  c;  est 

,     ,  z  '-  -J     du  .  ,     ,       .     E  ^  e'     T 

proportionnel    a    cos — :- est    nroporlionnel    a    sin La 

'       '  X  al  '       '  2 

hauteur  de  la  marée  et  le  courant  de  mar(-e  sont  décalés  de  -  l'un 

•). 

par  rapport  à  l'autre. 
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Dans  le  cas  de  l'onde  proi^resslve  simple,  au  eonlraire,  nous 
avons,  en  raisonnant  celte  fois  sur  la  solution  imaginaire, 

et 

du        T,  .    ~ 
dt 

•j.  et  //.  étant  réels,  /u).  est  réel.  I^es  phases  des  deux  expres- 
sions sont  donc  égales  ou  opposées  :  il  n'existera  pas  de  décalage 
entre  la  marée  et  le  courant. 

Nous  ne  reviendrons  |)as  sur  le  phénomène  déjà  étudié  (§  43) 
de  la  propagation  d'une  onde  |irogressive  simple  dans  un  canal 
indéfini  de  largeur  constante  partagé  en  deux  biefs  pour  lesquels 
la  profondeur  est  respectivement  //  et  h' .  On  aurait  dans  le  pre- 
mier bief 

o  =  Be'>^+>>'H-  B'e -'>■'■+->■', 

dans  le  second 

o  =  B"<?'!J-^-^>'. 

et  Ton  déduirait  des  conditions  de  continuité 


/h' 

Si  h'  <^  /?,  lamplitude  de  l'onde  réfractée  sera  supérieure  à  celle 
de  l'onde  incidente. 

On  comprend  aisément  qu'il  doive  en  être  ainsi,  car  la  masse 
liquide  mise  en  mouvement  étant  plus  petite  dans  le  second  bief, 
et  l'énergie  se  conservant,  l'amplitude  de  l'onde  doit  augmenter. 
C'est  ce  qui  se  produit,  par  exemple,  dans  la  Manche. 

Si  le  second  canal,  de  |)rofondeur  moindre,  se  trouve  fermé  par 
un  cul-de-sac.  Fonde  réfractée  va  se  réfléchir  à  son  tour;  elle 
éprouvera  une  nouvelle  réilexion  sur  le  seuil  et  une  partie  se  trou- 
vera transmise  dans  le  canal  de  gauche.  Finalement,  nous  pour- 
rons réunir  les  ondes  marchant  dans  le  même  sens  dans  chacun 
des  canaux. 

Je  dis  que  nous  aurons  égalité  d'intensité  entre  ces  deux  séries 
d'ondes  {/ig.  aa),  aussi   bien  dans  le  canal  de  gauche  que  dans 
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le  canal  de  droite,  même  si  les  sections  sont  supposées  diffé- 
rentes. Nous  (lémonlrerons,  en  etlet,  bientôt  (§  137)  que,  lorsque 
le  potentiel  est  négliyeai)le.  on  a,  en  considérant  une  portion  quel- 
conque  du    \olume    liquide    limitée    par  deux    sections  t  et  z.  la 


relation  générale 


S'P'^ 


hicpielie   exprime  que  la  quantité  dénergic  qui   |»(''n(irc  jjar  >uile 
des  ondes  à  travers  la  surface  latérale  est  nulle  (5;  133  i. 


Fisr.  2-2. 


1 

S>0 

s=a 

11  restera  donc  l)ien  seulement  une  onde  stalionnairc  dans  chacun 
des  deux  canaux. 

Voyons  quelles  relations  existent  entre  les  intensités  et  les 
j)liases  de  ces  ondes. 

Soient  a,  h  et  V  la  section,  la  |)ro(ondeur  et  la  \itcsse  de  |ir()- 
pagation  dans  le  grand  canal  ;  o-'. //'.  \' les  (|uantil«'-s  jinalo-ucs  pour 
le  petit. 

Nous  aurons  dans  le  jirand  canal  une  onde  stationnaiic 


=  A  cosi).  t  cos 


(^-^). 


<•[  ilan>   le  petit 


]}  cos  l  A  t  COS  (    -^, <-  ^    )  • 


f      •  •       '1'^  I 

l'diir  s  =z  a.  on  doit  ;i\  oir  — p  =  u  :  donc 

as 


V 


£    =  O, 


ce  qui  détermine  e'. 
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Pour  s  =  o.  C5  el  -^  doivent  être  continus;  ce  qui  «loiine 

'  as  ' 

A  cosE  =  B  coss', 
A.  sins  =  A'B  «in  ■', 
en  |)osan( 

/.•  sera  plus  petit  que  un,  si  Ion  suppose  le  second  canal  plus 
étroit  et  moins  profond  que  le  premier;  car  les  sections  sont 
proportionnelles  aux  profondeurs  et  les  vitesses  seulement  aux 
racines  carrées.  On  a  donc 

A2=  W'icoè'-z'-^A'ism'-t'). 

Le  coefficient  de  B-  peut  s'écrire  i  —  (i  —  /r-)sin-£';  il  est  donc 
inférieui"  à  un.  (|uel  que  soit  s'.  Donc 

B  >  A. 

La  marée  sera  plus  forte  dans  le  petit  canal. 

Le  maximum  de  renforcement  a  lieu  quand  cose'  =  o  ;  alors 

-^- 

La  longueur  dOnde  A  de  londe  slationnaire  du  petit  canal  étant 


a  alors 

I  A 

_  Ai    _  A 

La  longueur  du  petit  canal  est  donc  le  !  de  longueur  d'onde. 

Si  l'on  avait  a  =  — >  il  en  résulterait  B  =  A;  il  n"v  aurait  pas  de 
renforcement. 

Au  fond  du  petit  canal,  nous  a\ons  toujours  un  \enlre;  on  en 
retrouve  un    autre   à    une   demi-longueur  d'onde.   a\ec   un   nœud 

intermédiaii'c  à  lu  dl-iiiuce  — •  La  haute  mer  et  la  basse  mer  se  pro- 
duisent quand  //./  est  un  multiple  de  -;  il  v  aura,  dans  le  petit 
canal,  concordance  de  phase  ou  phase  opjjosée  sui\anl  le  signe  du 
coefficient  de  cosfA^  :  la  phase  change  de  sens  en  passant  par  un 
mi'ud. 
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Si  la  longiifiir  du   petit  canal  est   inférieure  à  ->  il  n  y  aura  pas 

de  nœud  dans  le  canal  :  il  v  aura  concordance  de  phase  enlic  la 

marée  dans  le  priii  canal  «,'l  la  marée  extérieure. 

I .  I  •  A         3  A     .  I         .  , 

roui'   une   longueur  comprise   entre  — et-— »  il   existe    un  seul 

•  .i  4 

nu'ud  :  on  a  basse  mer  au  fond  du  canal   |)i>ur  haute   mer  au   lari^e 
et  à  l'entrée,  et  ainsi  de  suite. 

Nous  \errons  (|ue.  lorsqu'on  tient  com|)lf  du  pidenliel  |)crlur- 
bateur,  ces  relations  de  concordance  peuvent  être  considérahle- 
menl  modifiées  (§  132). 

I32.  Propagation  des  oscillations  contraintes.  —  Nous  allons 
maintenant  en\isager  le  cas  où  le  potentiel  perturi^ateur  W  ne 
peut  pas  être  négligé  dans  l'étendue  du  canal  considéré.  Ce  poten- 
tiel dépend  à  la  fois  de  H  et  de  'h,  c'esl-à-dire  de  s.  Nous  admet- 
trons que  le  canal  est  assez  peu  long  pour  (pie  W  puisse  être  dé- 
veloppé en  une  série  de  Taylor  procédant  suivant  les  puissances 
de  s  et  ne  comprenant  que  les  trois  premiers  termes,  soit 

W  =  ( a*"-  -H  2  p  s  -t-  Y  ) ^^'  =  w e^' . 

Nous  aurons  alors  à  intégrer  l'équation  diflerentielle 

L"é(pialion  com])lèle  admet  pour  solution  particulière 

■?.  gh  a 


(S 


-'■\  e>'i 
L  intégrale  générale  sera  donc 


w       i  irh  a 


pX/ 


u  étant  toujours  donné  par 

À-^  =  — A'/';-»-- 
(  hiant  à  la  hauteur  Z  de  la  marée,  elle  sera 

Ç  =  -  (  A-î  cp  —  W  )  =  —  (  B  e'\>-'  -+-  B'  e-'H---  ^  -jr—  j  e'-'. 
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On  voit  donc  que  si  a  =  o,  c'est-à-dire  si  le  potentiel  perturba- 
teur est  une  fonction  linéaire  de  Tare  s,  la  marée  sera  la  uiènio  que 
s'il  n'y  avait  pas  de  forces  extérieures. 

Si,  en  plus  de  a  =  o.  on  a  aussi 

B|  =  !B'|. 

il  se  produira  une  onde  stationnaire  (§  131);  par  suite,  il  n'exis- 
tera pas  de  lignes  cotidales,  mais  des  plages  cotidales  séparées  par 
des  lignes  nodales. 

Ima^inonsun  canal  ouçe/t  à  ses  deux  cxlrémilés,  par  exemple 
un  détroil.  Soit  5  =  o  et  5  =  /  les  deux  extrémités.  Comment  dé- 
terminerons-nous les  deux  constantes  arbitraires  qui  figurent  dans 
l'expression  de  Ï!^? 

On  peut  admettre  que  la  marée  soit  connue  dans  les  deux 
océans  où  débouche  le  détroit,  car  la  marée  du  détroit  n'aura 
qu'une  influence  insensible  sur  celle  des  océans  :  X,  est  donc  donné 
aux  deux  extrémités,  d'où  deux  équations  de  condition  qui  don- 
neront B  et  B'. 

Dans  ce  cas,  même  si  a  =  o,  rien  n'empêche  que  la  différence 
des  heures  de  la  marée  aux  deux  extrémités  soit  telle  que  l'on 
ait  B' =  o,  c'est-à-dire  qu'il  existe  dans  le  détroit  une  onde  pure- 
ment progressive. 

Imaginons,  au  contraire,  un  canal  fermé  par  les  deux  bouts. 

A  chaque  extrémité,  il  faudra  satisfaire  à  la  condition  —j^z=o. 
c  est-à-dire 

K-  i IX (  B  e'V--'  —  B'  e-'y*"  )  -h  2  a 5  -f-  2  |3  =  o . 

D'où,    pour  s  =  o  et  5=1/,  deux   écpiations  qui  détermineront  lî 

Si  a=[j  =  o,  c'est-à-dire  si  le  potenlicl  perturbateur  esl  le 
même  eu  tous  les  points  (\n  canal,  ou  retoml)e  sur  r()scillMti(ui 
propre  du  canal  et  l'on  a  une  onde  stationnaire  (B  =  B'  ). 

Dans  le  cas  d'un  canal  fermé  par  les  deux  bouts,  il  suffit  d'ailleurs 
que  l'on  ait  a  =  o,  p  restant  différent  de  zéro,  pour  que  la  phase  de 
la  marée  soit  la  même  dans  tout  le  (■iiiial.  On  a,  en  effet,  en  retran- 
chant membre  à  membre  les  deux  équations   de   condilion    aux 

limites, 

B  —  B'=  Be'\"~  B'e  '\'' , 
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ce  (|iii  t'iitraîne  nécessairemenl 

B|  =  |B'|. 

Nous  |)()ii\ons  considérer  égaleiiu-nl  iiu  canal  /rriné  à  une  île 
ses  extrémités  et  débouchant  sur  un  océan.  Ce  cas  se  rapjiroclie 
sensiblement  de  celui  de  la  mer  Roii^e.  Vu  déhouché  du  canal, 
pour  5  =  /,  nous  devrons  avoir 


^  =  ^  (ne'V-'-i-We-iV-' 


A' 

V  étant  donné. 

A  re\trémilé  fermée  s  =  o,  nous  aurons 

À2/[ji(B  —  B')  +  2[j  =  o. 

D'où  l'on  tirera  encore  B  et  B  . 

Si  l'on  avait  a  =  |^  =  o,  on  aurait  une  onde  slalionnaire. 

Un  cas  particulier  remarquable  se  présente  lorscpie  la  longueur 
(lu  canal  est  à  peu  près  égale  à  [  de  la  longueur  d'onde 
ou  à  un  multiple   impair  du  quart   de  cette   lonj;ueur  d'onde.   En 

efFet,  la  longueur  d'onde  d'une  oscillation  de   période -tt^>  qui  se 

propagerait  avec  la  vitesse  y/«/i  :=  ~,  étant— ^»  nous  aurons  alors 
sensiblement 

Les  deux  équations  qui  déterminent  B  et  B'  sont 

\UlL{\i—^')^1^   =0. 

Je  dis  que  leur  déterminant  est  nul.  En  efTet,  on  a 

I  —  I 

en  vertu  de  l'hypothèse. 

11  en  résulte  que  B  et  B'  seraient  infinis  si  la  longueur  /du  canal 
était  exactement  le  quart  de  la  longueur  d'onde.  Si  elle  en  est 
seulement   très  voisine,  nous  nous   trouverons  en  présence  d'un 
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cas  de  résonance.  Nous  avons  alors  sensiblement 

B  =  H'. 

En  etîet,  B  el  B    sont  l'iui  cL  1  autre  très  grands;  d'autre  part, 

comme 

An"[ji(B  — B')  =  — 2^, 

B  —  B'  est  fini  ;  on  a  donc  sensiblement 

B 

D'un  autre  côté,  nous  pouvons,  dans  l'expression  de  ^,  négliger 
alors  igli'-J.  devant  B  et  B';  ce  qui  donne  sensiblement 

gl  =  X"^Bé''>+>^'+  X2B'e-''|J-^+>>', 

c'est-à-dire  que  nous  retombons  sur  la  formule  des  oscillations 
propres.  Gomme  B  =  B',  l'onde  est  stationnai re,  et  la  phase  de  la 
marée  sera  la  même  dans  tout  le  golfe. 

Mais  il  importe  de  remarquer  qu'//  n'est  nullement  nécessaire 
que  cette  phase  soit  la  même  que  celle  de  la  marée  dans  l'océan 
sur  lequel  débouche  le  golfe. 

En  effet,  le  rapport  des  arguments  de  'C  dans  le  golfe  et  à  l'em- 
bouchure peut  très  bien  être  imaginaire. 

On  montrerait  par  une  analyse  semblable  que,  pour  un  canal 
fermé  à  ses  deux  extrémités,  la  longueur  critique  correspondant 
à  une  résonance  est  égale  à  un  multiple  quelconque  de  la  demi- 
longueur   d'onde  de   l'oscillation    propre  ayant  pour  période   la 

période-^'  delà  force  perturbatrice.  Nous  avons  étudié  cette  réso- 
nance en  détail  pour  le  cas  particulier  d'un  canal  dirigé  suivant  un 
parallèle  (§129). 

133.  Énergie  transportée  par  une  oscillation  propre  dans  un 
canal.  —  Nous  avons  vu,  en  étudiant  les  oscillations  propres 
d'un  canal   de  profondeur  et  de  largeur  constantes  (§  131),  que 

l'on  avait 

cp  =  C  e'^  -H  G'e'^' 
avec 

i  £  :=       i]i.s  -\-\t  -\-  i  a, 

ts'  =  —  i\i.s  -\-\t  -\-  t'a'. 
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('onsiflf-rons  mainlenanl  l<^  courant  de  inar/'P 

dt         ds  dt  '  ' 

Si  nous  jjrenons  les   |»arlies  réelles  de  ces  expressions  nna^i- 
naires,  nous  aurons,  /).  t'-lanl  réel. 

«p  =  C  COSÎ  -i-  C  cose', 
du        .    ^  ,  ^  f.,  , 

— —    =  t  UA(  C  COSS  —  C.    COS£    ). 

dt  ^ 


FornKjiis  1  e\  pression 


-^  —  i  tJtX  (  C-^  cus2  £  —  C'2  C()s2  e'  ). 


C'esl    une  l'onclion   périodi(pie  du   Iciiips.  Si  ikkis  clicrclions  sa 
\aleur   moyenne     ■ç.-j-U  en  reiiiar<pianl   que 


nous  obtiendrons 


du 
~dt 


CA-C^). 


Nous  savons  que  les  deux  termes  de  '^  représentent  deux  ondes 
progressives  se  propageant  en  sens  inverse.  Les  intensités  de 
ces  ondes  sont  proj)orLionnelles  aux  carrés  de  leurs  amplitudes 
respectives,  c'est-à-dire  à  C-  et  C- :  de  sorte  que  l.i  (|iiantilé 
d'é-nergie  qui  j^asse,  en  vertu  de  la  propagation  de  ces  deux  ondes. 
à  travers  un  él(*iiicnt  de  section  du  canal  sera  proportionnelle 
àC^-C'-^. 

Donc     'i—     représente  cette  quanlih-  (j"<'iiergie. 

Si  C  ;=^  C,  les  deux  ondes  progressives  se  combinent  en  une 
onde  stationnaire,  et  la  quaiillh'-  d'énergie  qui  j)asse  à  travers  une 
section  est  alors  nulle. 

13i.  Expression  générale  de  l'énergie  d'un  liquide  en  oscilla- 
tion. —  La  déliuilion  à  laquelle  nous  venons  d  èlie  conduits  dans 
le  cas  très  simple  d'un  canal  de  profondeur  et  de  largeur  constantes 
piut   être   généralisée   ainsi   (piil    suit   :  Si  dans   une   oscillation 
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2^5 


quelconque,  se  pro[jai;eanL  dans  une  aire  quelconque,  N  repré- 
sente la  composante  du  déplacement  normale  à  un  élément  de 
surface,  la   (|  nanti  té  d'énergie  qui  le  traversera  sera  proportion- 

ne   e  a  la  tonctiou     es  — ;-    • 

Pour  justifier  cette  extension,  reprenons  les  équations  générales 
du  mouvement  d'un  liquide  tournant  (  §  o9),  Taxe  du  monde  étant 
pris  pour  axe  des  z. 


cl'-  u 


du 

-r—    -H  2W  — r-    = 

dt'  dt 

d'^iv 

IF  ^ 


d(\ ~ p)  _  dK^o 

dx  dx 

d{\  —  p)        d):-'z 


dy  dy 

d{\  —p)  _  dX^o 


dz 


dz 


avec  l'équation  de  continuité 


du 
dx 


du 


Multiplions   la  première   de  ces    équations  par -^,  la    seconde 

dv    ,  ...  dw  .  11 

par  —  j  la  troisième  par  -j-.  et  ajoutons;  il  viendra 


d'^u  du 


dk^o  du 


■v^  d^u  du  _yç\  dk^fû  du 
jld  ~dF  ~dt  ~^  Zd    dx     It 


Considérons   un  volume  liquide  quelconque  limité  par  la  sur- 
face S.  Soit  T  la  quantité  de  force  vive  existant  à  l'intérieur  de  ce 


Fig.  23. 


volume;  on  aura,  en  désignant  par  d'  un  élément  de  volume  et 
prenant  la  densité  du  liquide  pour  unité. 


-=/^l(^/- 


P.  —  III. 


i5 


226  I'IU:.MIi;HK    l'AItTIK.    —    CMAIMTKK    IX. 

Don,  en  diflerentiant. 

r/T  r  y^  du   d-  u  /"  -V"^  <//.-  tp  du    . 

717  ^J  jL^'dt  ITF      ^,1  2d  '7lF  'dt 

Or,  en  désij;nant  par  F  une  fonction  quelconque  des  coordon- 
nées, nous  avons  la  formule  dintéi^ralion  par  |)arlies 

f^-^'ë'^'=  f''^^'''^'-  l''^'7^''-- 

les  intégrales  de  volume  étant  étendues  à  l(»us  l<s  ('•N'-menls  ^Z-  du 
volume  considéré  et  les  intégrales  de  surface  à  tous  les  éléments  r/c- 
de  la  surface  limite  S:  a,  [j,  y  sont  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  à  l'élénienl  d^. 

Remplaçons  respectivement  dans  celle  formule 

F,     A,     B,     C 
j)ar 


el  remarquons  que 


,  ^         t/u       di'       di\' 
'^"^'    777'    Tïï'     17 


VV^      du        d\ 
^     Ax=>    a—  =  — -, 


N  étant  la  composante  normale  du  déplacemenl 

Nous  aurons  ainsi 

dt       ./         '   dt  J         '  dt  ^^  dx 

Mais  la  seconde  de  ces  intégrales  est  nulle,  en  vertu  de  l'équation 
de  continuité  ;  il  reste  donc  simplement 

dt  J        dt 

Or,  la  demi- force  VI  ve  Test  une  fonction  périodique  du  temps;  il 

l'V 

en  sera  donc  de  n)ème  de   — ,   dont   la  valeur   movenne  sera    nulle. 

<lt 

Il  en  résulte  (pie  nous  avons 


MARKES    SK    PROOr  IS.WT    DANS    UN    RESEAU    DE    CANAl  \    ETROITS.  "IV-J 

133.  Le  calcul  que  nous  venons  de  faire  reste  \rai,  que  ion 
prenne  toutes  les  composantes  de  la  marée,  ou  une  seule  d'entre 
elles,  ou  encore  une  combinaison  quelconcpie  de  ces  coniposanles. 
Si,  toutefois,  on  se  bornait  à  considérer  une  composante  isochrone 
imaginaire,    '^  et  -\    étant  alors    proportionnels    à   e'-^ ^  la    fonction 

■z.  -T-  serait  proportionnelle  à  e'-'-' et  sa  valeur  moyenne  seraitnuUe. 

La  formule 


/[■^f] 


serait  donc  illusoire. 

Pour  que  le  théorème  exprimé  par  cette  égalité  ait  un  sens,  il 
faut  considérer  deux  composantes  isochrones  imaginaires  conju- 
guées, ou  bien,  ce  f|ui  revient  au  même,  une  composante  réelle. 

136.  Relation  générale  entre  le  potentiel  perturbateur  et  la 
marée.  —  Considérons  une  portion  du  volume  de  l'océan  limitée 
par  la  surface  libre,  le  fond  et  la  surface  latérale  d  un  cône  à 
génératrices  verticales  ayant  pour  sommet  le  centre  de  la  Terre, 
et  appliquons  à  celte  niasse  liquide  la  formule  générale 


/■ 


dl 


d-  =  o. 


Comme  la  surface  limite  comprend  trois  parties  distinctes, 
nous  aurons  trois  termes  dilFérents  dans  l'intégrale  du  premier 
membre  : 

i"  Lintégrale  relative  à  la  surface  du  fond  est  nulle,  puisquen 
tous  les  points  du  fond,  on  a  constamment  N  =  o; 
2"   Sur  la  surface  libre,  nous  avons 

en  posant  ici 

la  sommation  étant  étendue  aux  deux  composantes  isochrones 
considéi'ées.  D  ailleurs,  JN  =  ÎÇ.  L'intégrale  relative  à  la  surface 
libre  comprendra  donc  trois  termes  : 

a.    IJ  abord 

A-  ./  [    •  dl  J 
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Ce  ternir  est  nul.  car,  "Ç-  étant  une  fonction  périodique  <lu  temps, 
la  valeur  moyenne  de  sa  déri\ée  est  nulle. 

b.   Nous  avons  ensuite  le  tei-me 

11  ne  sera  pas  nul  en  général,  mais  il  existe  un  cas  où  ce  terme 
sera  nul  également  :  c'est  relui  où  le  Nolume  considé-ré  comprend 
l'océan  tout  entier. 

En  etlet.  H"  est  le  potentiel  dû  à  lattraclion  dune  couche  atti- 
rante de  densité  —  "C  répandue  à  la  surface  de  l'océan,  et  nous 
avons,  en  \erfu  d  uu  théorème  connu  de  la  théorie  du  jjolentiel. 

Or,  (!^n"  étant  une  fonction  périodicpie  du  temps,  la  valeur 
moyenne  de  sa  dérivée  est  nulle. 


c.   Le  troisième  terme  est 


^.f 


ch. 


C'est  à  lui  que  se  réduira  linléairale  relative  à  la  surface  libre 
si  nous  nous  plaçons  dans  le  cas  d'un  volume  litpiide  étendu  à 
l'océan  tout  entier. 

3'^  Nous  avons  enlin  linti'grale  relative  à  la  surface  latérale, 
mais  elle  est  nulle  également  dans  le  cas  considéré. 

Il  nous  reste  alors  simplement 

/[w  <]*  =  „, 

l'intégrale  étant  étendue  à  la  surface  lihre  de  l'océan  tout  entier. 
Nous  verrons  dans  la  cinquième   Partie  qu'on  déduit   de  cette 
équation  que  l'action  des  astres  sur  locéan  seul  ne  peut  |)as  ]iro- 
duire  de  couple  retardateur  de  la  rotation  terrestre. 

137.  Si  le  volume  liquide  consid('ré  ne  com|>rend  pas  l'océan 
tout  entier,  nous  poserons 

n"=n:^ir:. 
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n||  étant  l'attraction  de  la  partie  du  bourrelet  liquide  comprise  à 
l'intérieur  du  volume  T,  0^  l'attraction  de  la  partie  du  bourrelet 
liquide  comprise  à  l'extérieur  de  ce  volume. 

Alors,   le  raisonnement   précédent    pouvant    s'appliquer   à    11'^, 
nous  aurons 


f[<] 


et,  SI  nous  posons 


W,  =  II';  +  W, 
la  portion  de  l'intégrale  relali\e  à  la  surface  libre  sera 

En  général,  U\  est  négligeable  devant  W  et  l'on  peut  remplacer 
W,  par  W  dans  cette  intégrale,  qu'il  faut  étendre  à  toute  la  sur- 
face libre  du  volume  T  considéré. 

Seulement,  il  faut  de  plus  considérer  ici  l;i  surface  latérale  de 
ce  volume.  Pour  évaluer  l'intégrale  correspondante,  nous  allons 
profiter  de  ce  que,  la  profondeur  étant  toujours  supposée  très 
faible,  la  valeur  de  'f  est  sensiblement  constante  sur  une  même 
verticale. 

Ecrivons,  en  effet,  les  équations  du  mouvement  en  prenant  cette 
fois  comme  axe  des  ::,  non  plus  l'axe  de  rotation  de  la  Terre,  mais 
la  verticale  du  lieu  ;  /v,  y,  /•  étant  les  composantes  de  la  rotation, 

l'équation  en  -^*  sera  (§  o9) 


(/Z 


k-  w  -+-  t.pXv  —  2ql  u  =  1-  -^ 

az 


Considérons  deux  points  siir  la  même  verticale,  et  soit  Btp  l'ac- 
croissement de  cp  lors(ju'on  passe  de  l'un  à  l'autre  ;  nous  aurons 

'^  est  de  l'ordre  de  «t-.    Le   premier  terme,  /  wdz.,  sera  de  l'ordre 

de  {vli.  Les  coefficients  des  autres  termes  sont  des  quantités  finies, 
parce  (jue/J  et  q  sont  de  l'ordre  de  to  et  que  a  est  très  voisin  d'un 
iiuilli[>le  de  /co  ;  ces  termes  sont  donc  de  l'ordre  de  uh.,  c'est-à-dire 


•»3o 
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d-Z 


lie  -f-  //,  «loue  lirs  petils  par  rapport  à  ■:,.  parce  que  A  esl  1res  |)elit 


dx 

par  rapport   à   la  loni;ueiir  J"onde.    \insi,   tous  les   ternies  de   o-^ 
sont  très  petits  pai-  rap|)ort  à  ■:..  cl  I  (ui  |»eiil  |)ren(lre  o'^  =:  o. 

Aioi's.  les  composantes   //.   r.  tv   ilu   (lt''|)laceincnt  resteront   les 

mêmes   tout   le    loiii:    d Une  mcmc  \erlicale.   el  la  valeur  de   •:>  —r- 

'    dl 

sera   la  nx-me  pour  tout  It-U'iMenl  h  ils   de  la  surface   latérale.  En 

ap|)li<piant  l.i  relation  générale 


m] 


dl 


à  toute  la  surface  limitant  le  volume  litpiide  considéré,  nous  avons 
donc 

Le  |)remier  terme  représente  le  traxail  <les  forces  extérieures; 
le  deuxième,  léncriiie  qui  pénètre  par  suite  des  ondes,  à  travers  la 
suilace  latérale. 

La  signilicatioii   ipie  nous  avons  donnée  à  l'expression     'f -tt 

est    donc    bien   justifiée,    qu'il    s'agisse    d'oscillations    |)ropres    ou 
d  Ose  il  la  lions  contraintes. 


138.  Conséquence  :  Sens  de  propagation  des  ondes  progressives. 
—  Nous  avons  dit  que  \N  i  était  sensiblement  égal  à  \N  ,  potentiel 
de   lastre.    (Cherchons    alors    fpiel    est    le    signe    de    lexpression 

I  W -y2.    .   Supposons  que  nous  ajons   une  composante  isochrone 

produisant  une  marée 

—  r  =  M,  cos(a/  -+-  v), 

Al  et  M|  étant  t(jus  deux  positifs. 

Si  Y  =  [j,  il  n'y  aura  pas  décalage  ;  sinon.  l,i  marée  se  lrou\cra 
en  a\anee  ou  en  retard,  une  a\ance  de  plus  d  une  demi-période 
é(piivalaiit  à  un  retard, 

(  )n  diia  f|ue  la  maré-e  est  en  <n(iiicc  si  r«in  ( -' —  j  i  >•  o ,  et 
qu'elle  est  en  relard  si   sin  (y  —  [i  )  <<  o. 


MVRÉES    SE    PIIODLISVNT    DANS    UN    RÉSKAU    DE    CANAUX    ÉTROITS.  iSl 

Formon? 


\\  -r     •  ^Jolls  avons 


aMM,    .    ,  „  aMM,    .    ^  „^ 


Donc 


-1j 


5in(Y  —  i). 


Dans  l'expression 


le  signe  des  éléments  de  la  première  intégrale  dépendra  donc  de 
l'avance  ou  du  retard  de  la  marée. 

Supposons  une  plage  où  la  marée  soit  partout  en  avance  ; 
la  première  intégrale  sera  positive  et,  comme  ).-  est  négatif,  la 
seconde  intégrale  devra  être  positive  également.  L'inverse  se  pro- 
duirait si,  dans  l'aire  considérée,  la  marée  était  partout  en  retard. 

Réciproquement,  si  nous  délimitons  à  la  surface  de  l'océan  une 
certaine  zone  au  moyen  d'une  courbe  quelconque  S,  et  si  nous 
supposons  qu'à  travers  les  éléments  de  cette  courbe,  des  ondes 
progressives  fassent  pénétrer  de  l'énergie,  ces  ondes  ne  pourront 
être  partout  convergentes  que  si  la  première  intégrale  est  positive, 
c'est-à-dire  si  la  marée  est  en  avance  à  l'intérieur  de  la  courbe. 
De  même,  ces  ondes  ne  pourraient  être  partout  divergentes  que 
si  la  marée  était  en  retard  dans  l'aire  considérée. 

En  d'autres  termes,  les  ondes  progressives  vont  toujours  des 
points  où  la  marée  est  en  relard  vers  les  points  oii  la  marée 
est  en  avance. 

Ce  résultat  peut  paraître  paradoxal  ;  il  n'est  cependant  qu'une 
conséquence  directe  du  principe  des  forces  vives.  L'énergie  totale 
étant  une  fonction  périodique  du  temps,  sa  valeur  moyenne  doit 
être  nulle.  Or,  comme  forces  extérieures,  nous  avons  l'attraction 
des  astres  dont  le  travail  est  représenté  par  la  première  intégrale, 
à  un  facteur  constant  près.  Les  autres  forces  sont  la  pression  qui 
s'exerce  sur  la  surface  limitant  le  volume,  et  dont  le  travail  est 
représenté  par,  la  seconde  intégrale. 
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1^'équation  exprime  que  la  \iil(ur  movenne  du  itavail  des  forces 
exlérieures  doit  être  nulle. 

Si  Ion  a  une  onde  proj^ressise  allant  \ers  I  lutt-rieiir,  le  lra\ail 
des  pressions  est  positif.  D  autre  |)ait.  I  iiltiaciKni  tend  à  accélérer 
le  mouvement  si  la  marée  est  en  retard  et  produit  alors  un  ti-avail 
positif:  ce  travail  serait  négatif  si  la  marée  était  en  a\ance. 

I^ar  conséquent,  si  nous  avons  dans  la  région  considérée  la 
marée  en  avance,  l'atlraclion  tendra  à  ralentir  le  ni(Mi\einent  cl, 
pour  (jue  la  marée  reste  périodique,  il  sera  nécessaire  (juil  \ienne 
du  travail  de  1  extérieur  pour  couqjenser  ce  travail  négatif. 

Toutefois,  ceci  suppose  que  le  frottement  est  négligeable. 

Si  le  frottement  était  très  grand,  comme,  par  exemple,  dans  un 
canal  très  peu  profond,  l'inverse  pourrait  alors  se  produire.  Mais 
dans  un  océan  étendu,  l'influence  du  frottement,  ainsi  que  nous  le 
savons  par  les  travaux  de  M.  Hougli,  est  très  peu  sensible,  et  des 
ondes  progressives  ne  pourraient  converger  vers  une  même  région 
que  si  la  première  intégrale  était  susceptible  de  prendre  en  cette 
région  une  valeur  absolue  notable.  Nous  en  déduirons  bientôt 
l'impossibilité  de  la  tbéorie  par  laquelle  Whewell  a  cru  pouvoir 
explifjuer  la  formation  et  la  propagation  des  marées  (i;  217). 
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CHAPITRE  X. 

ÉTUDE  DES  PROCÉDÉS  D'INTÉGR/VTION  DES  ÉQUATIONS 
DU  PROBLÈME  DES  MARÉES. 


I3f).  Méthode  de  Fredholm.  —  Nous  avons,  dans  le  Chapitre  1, 
étudié  d'une  façon  générale  les  conditions  des  petites  oscillations 
propres  ou  contraintes  d'un  système  mécanique,  et  nous  avons 
donné  la  solution  complète  du  problème  dans  le  cas  où  le  système 
considéré  possédait  un  nombre  fini  de  degrés  de  liberté. 

On  sait  que  le  calcul  se  ramène  à  la  résolution  d'un  système 
d'équations  du  premier  degré  où  les  inconnues  ont  pour  coeffi- 
cients des  polynômes  en  a. 

[lorsqu'il  s'agit  des  oscillations  contraintes,  a  est  donné  ;  pour 
les  oscillations  propres,  on  commence  par  déterminer  À  à  Taide  du 
déterminant  des  équations. 

Dans  un  cas  comme  dans  l'autre,  le  problème  est  toujours  ra- 
mené à  la  considération  d'un  système  d'équations  et  de  son 
délerminanl. 

Lorsque,  de  l'étude  d'un  système  constitué  par  un  nombre  fini 
de  points  discrets,  nous  avons  voulu  passer  à  celle  d'un  s\stème 
naturel  conlinu,  nous  avons  été  amenés  à  écrire  un  petit  nombre 
d'équations  différentielles  devant  servir  à  déterminer  certaines 
fonctions  inconnues. 

Mais,  si  nous  avions  pu  distinguer  entre  chacune  des  molécules 
dont  est  formé  le  volume  des  mers,  nous  aurions  eu  un  nombre 
extrêmement  grand  d'équations  algébri(jues  pour  déterminer 
autant  de  constantes  inconnues. 

On  conçoit  donc  que  l'intégration  de  nos  équation-^  difle- 
rentielles  puisse  se  faire  par  une  généralisation  judicieuse  de  la 
théorie  des  déterminants  et  des  systèmes  du  premier  degré. 

Telle  est  précisément  l'idée  essentielle  de  la  méthode  de 
M.  Fredholm.   dont  la  découverte  récente  a  fait  faire  un  progrès 
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considéraljle  ;i  la  llM'f)rie  ilcs  é(|uati()ns  aux  dérivées  partielles  (jue 
Ton  l'oncoiitre  dans  la  plupart  des  problèmes  de  l^hysicjue  lualhé- 

iiiatH|iie. 

I  i(l.  A\.iiil  (I  ap|)lic|ucr  la  inélliode  de  l'rediioliii  à  I  iiitégraliuii 
des  équations  différentielles  de  la  théorie  des  marées,  nous  allons 
sommairement  en  exposer  les  piincipes  généraux. 

Soit  un  système  de  u  ('(jualions  linf-aircs  à  n  incouiiuos  se  pn'- 
sentanl  sous  la  forme 

les  coellicK-nls  A//,  élaiil  des  constantes. 

Nous  pouvons  résoudre  ce  système  par  rapport  à  j'/,  et  en 
(l(''(|iiire 


r/. 


=  2^B//.a-,. 


Nous  avons  ainsi  deux  substitutions  linéaires  inverses  :  les  x 
sont  fonctions  linéaires  des  y,  et  inversement. 

Celte  notion  simple  peut  être  généralisée  de  plusieurs  manières  : 

i"  D'abord  par  une  intégrale  définie.  Supposons,  par  exemple, 
deux  fonctions  -l  et  '^  liées  par  la  relation 

La  fonction  /"  (.r,  y)  est  une  donnée,  elle  constitue  ce  qu'on 
appelle  le  noyau.  Faire  sul)ir  a  -^  (x)   l'opération   S  consistera  à 

prendre  linté-grale  définie    /     fyx.y)  '■y  (y)  dy. 

'^  et  'l  sont  ici  deux  fonctions  inconnues,  et  le  nojau  correspond 
aux  divers  coeflicienls  A//,;  en  regardant  la  quadrature  comme  une 
liu)itc  de  somme,  nous  avons  une  relation  liiK'aire  avec  une  infinité 
d'inconnues. 

■>."  Un  autre  mode  de  généralisation  est  obtenu  par  les  séries  ; 
soit,  par  exemple, 

Les  xa  sont  des  coenicienls  à  déterminer  :  ils  correspondent 
aiixj-^;  •Ih  à  A /A. 


PROCÉDÉS  d'intkghation  des  équations  du  problème  des  marées.     V.i3 
3"  Nous  j)otivons  avoir  enfin  une  relation  linéaire  de  la  forme 

a  cl   j  étant  <lcs  fondions  données  de  .r. 

'y(.r)    constitue    une    combinaison    linéaire,    puisque    c'est   la 

,.      .         ,     <!/  (.r  —  £  )  —  <l)  (a^) 
limite  de — —  • 


141.  Ouaiid  on  inverse  une  relation  linéaire  ordinaire,  on  ob- 
tient une  relation  de  même  nature. 

t!n  partant  d'une  des  formules  généralisées,  nous  pourrons 
ti'ouver  par  Tinversion,  soit  une  relation  de  même  nature,  soit 
une  relation  de  nature  dillérente. 

D'une  intégrale  définie,  par  exemple,  nous  pourrons  o])leiiir 
encore  une  intégrale  définie.  Tel  est  le  cas  de  l'intégrale  de 
Fourier 

dont  l'in\ersion  donne 

^   +   00 

Au  contraire,  d'une  série  comme  la  série  de  Fourier 

o(  x)  =  ^ a/,. e''''^, 

nous  aurons  par  inversion  une  intégrale  définie 

1  r.-Xl-  =     I         e-/A-.r  r^(T  )  dx. 

Enfin,  en  inversant  une  relation  sous  forme  d'intégrale  définie, 
on  peut  (d)ienir  une  relation  sous  forme  d'équation  différentielle. 
Ln  exemple  simple  de  cette  dernière  inversion  nous  est  fourni  pai- 
l'équation  de  Poisson. 

Si  nous  supposons  que  ^  soit  le  potentiel  d  une  matière  atti- 
rante de  densité  g,  on  a 

d-J  étant   un   élément   de   volume  à   la   ilislance  /•  du    point   attiré 
j?,  j',  c,  et  o'  la  densité  au  centre  de  gravité  de  cet  élément. 
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En  inversant,  nous  avons 

aV=— 4-?, 

c'esl-à-dire  que  o  est  donné  pai-  une  expression  dillérenlielle. 

C'est  ce  dernier  mode  d'inversion  qui  est  applicable  à  la  solution 
du  problème  des  marées.  Les  équations  que  nous  avons  appris 
à  former  dans  les  précédents  Chapitres  sont  des  équations  diffé- 
rentielles ;  nous  en  déduirons,  par  inversion,  des  ('quations 
intégrales  du  Ijpe  de  l'équation  de  Fredholrn. 

14-2.  Équation  intégrale  de  Fredholrn.  —  L'équation  de  Fred- 
holm  est  de  la  forme 


(0 


-.1 


(  )n  peut  aussi   l'écrire,   en  donnant  à   l'opérateur  S   la   signifi- 
cation définie  au  paragraphe  LiO, 

A  est  un  paramètre  arbitraire  ;  d»  (x)  est  une  fonction  donnée,  de 
même  que  le  noyau /"  (.r,  y)  ;  '^  (x)  est  la  fonction  inconnue  que 
l'on  se  propose  de  déterminer. 

Nous  introduirons  la  notation  suivante  : 


/ 


Xi       Xi 

yi  y-2 


^  n 

yn 


/(^/J/J! 


pour  représenter  le  déterminant  dont  le  terme  général  esX.  f  {x i y k) ■ 
Ce  déterminant  a  n  lignes  et  n  colonnes;  ce  sera,  par  exemple, 
dans  le  cas  /î  =  3, 

f(^\yo  fi^iyt)  /(^ijK3) 
/(^îjKi)  fi^^yi)  /(^-zys) 
fi^^yx)  A^syi)  /(-f^yz) 

/(x,  y)  étant  une  donnée  de  la  question,  le  déterminant  sera 
donné  également. 

L'équation  (  i  )   peut  être  considérée  comme   la   généralisation 
d'un  système  d'équations  linéaires  de  la  forme 


(2) 


Xi^  X  >  A//,.r/, 


■yi- 
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Les  y  correspondent  à  'l  [x),  ce  sont  des  données  ; 

Les  X  correspondent  à  cp  (x)  et  ce  sont  des  inconnues. 

S  A/A.i/,  est  une  combinaison  linéaire  des  x  qui  correspond  à 
S  '^  (.r  ).  Nous  allons  bientôt  voir  que  la  résolution  de  l'équation  (i) 
et  celle  du  système  (2)  peuvent  se  faire  par  des  procédés  tout  à 
fait  analogues. 

Résolvons,  en  effet,  le  système  d'équalions  (2)  par  rapport  aux  ,r, 
et  nous  obtientirons 

D 


•^/c 


Ni/s  et  D  étant  des  constantes  dont  voici  la  signification.  D  est  le 
déterminant  de  nos  équations  linéaires;  ce  serait,  par  exemple, 
dans  le  cas  de  deux  variables, 


I  —  >.  A 


1 1 


À  A,., 
À  Ao. 


D'une  façon  générale,  le  coefficient  de  X/ç  dans  la  «"^'"'^  équation 

sera 

—  À  A//,         si         i  ^  k. 

i  —  À  A,,         si         i  =  k. 

Pour  définir  iN//^,  considérons  les  mineurs  du  déterminant  D. 
La  résolution  du  système  d'équations  par  rapport  à  x  nous  donne 
directement 


^A- 


^i;*>'- 


M/A  étant  le  mineur  obtenu  en  sujjprimantla  b'gne  f  etla  ("olonne  A". 
Dans  le  cas  où  /  =  Â'.  ce  mineur  aura  sur  toute  sa  diagonale  un 
terme  1  —  A  A//,  et  nous  [)oserons  alors 

Dans  le  cas  où  i^k,  nous  écrirons 

M,/,  =  - aN,7,. 
Avec  ces  notations,  la  solution  se  présente  bien  sous  la  forme 
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Nous  aiktns  n(»us  occuper  niainteniinl  de  flé\elop|ter  D  et  X/a. 
Ce  sont  des  polynômes  entiers  en  À  que  l'on  peut  mettre  sous  la 

forme 

D    =   i   — /S,  -^À2S,  — ..., 

N,/,.  =  S„  —  X  S',  H-  À-  S',  — 

Désij^nons  par 


celui   des  mineurs  du  déterminant  J)  (pu  est  foinié  avec  les  \,/f, 
les  /  et  les  k  prenant  les  valeurs  a,,  a^..  ....  y./,. 

\ous  trouverons 

XT'  I  2ti     y-i     •  •  ■     a, 


le  S  s  étentlant  à  tous  les  mineurs  d Oidre  n  de  la  forme  envisaffée, 
mais  en  rej^ardant  comme  différents  ceux  qui  ne  dilfèrent  que  par 
Tordre  des  lettres  a,;  si  nous  ne  faisons  pas  celte  distinction, 
comme  chaque  mineur  d'ordre  n  apparaîtra  ni  fois,  nous  devrons 
écrire 

■— ^  I   ai      a,      ...     n 

deux  mineurs  qui  ne  dillèrent  (pie  p,ir  Tordre  des  y.  n"('l.inl  plus 
regardés  comme  dillérents. 

D(''velo|)pons  de  morne  N,/;.  Le  coefficient  S„  de  A"  sera  une 
somme  de  déterminants  ayant  une  ligne  et  une  colonne  de  plus 
que  les  déterminants  correspondants  du  coefficient  S„  :  on  les 
obtiendra  d'ailleurs  en  bordant  respectivement  chacun  des  mineurs 
de  A  ({ui  constituent  S„,  de  la  />-"""'  ligne  et  de  la  «'*'""'  colonne. 
ÎNous  aurons  donc,  en  sommant  sans  séparer  les  mineurs  égaux. 


s;.= 


Telle  est  la  sdliitioii  du  système  (T(''(piaii(>ns  linéaires  considéré. 


1  i3.    11   s'agit    maintenant   de   g('néraliser   cette    soliilion    |)(»nr 
Tétendre  à  Té(piation  de  b'redholm. 
Alors,  à  A/A  correspond /(.r,,  yk)clyk- 
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A   l'indice    aA,    nous    ferons    correspondre    la    valeur  Xh  de  la 
variable  x  ;  de  telle  sorte  que  le  mineur 


deviendra  le  déteriiuiiant  fornu'-  si\ec /(x/,  x/()clx/,. 

La  formule  c[ui  donne  S„  s'écrira  donc  avec  nos  notations 


n\Sn  =  J„ 


(Ixi  dx^  .  .  .  dx„^ 


rintéj;rale  étant  prise  entre  les  limites  o  et  i . 

On  voit  que  S„  est  une  donnée,  qui  se  calculera  par  de  simples 
quadratures. 

Nous  obtiendrons  de  même  S)^,  en  remarquant  que  l'indice  i 
correspond  à  la  valeur  xet  l'indice  k  à  la  valeur  y:  par  suite 


n'S;=  ^  f 


X     Xx      .r.> 


dxx  dxi  .  .  .  dx,i , 


rinléj;ration  étant  encore  faite  entre  les  mêmes  limites. 

S,,  n'est  donc  plus  une  constante,  comme  l'était  S«  ;  c'est  une 
fonction  de  x  et  ^ç^  Y-,  mais  on  peut  également  la  calculer  par  des 
(piadratures. 

Alors,  la  solution  de  l'équation  de  Fredliolm  sera 

y>{x.  r.  À  ) 


(3) 
avec 


G(^)  =  r^(j^) — A    /    dx'h{x) 


f' 


D(À) 


^(x,y,l)=^±lnS'„. 

La  solution  est  ainsi  obtenue  par  une  généralisation  fort  natu- 
relle de  celle  des  équations  linéaires.  Il  faut  toutefois  s'assurer  que 
cette  généralisation  est  légitime. 

Nous  n'entrerons  pas  ici  dans  les  détails  de  la  «li'inonslration  ; 
nous  indiquerons  seulement  qu'en  sappuyant  sur  nn  tliéorème 
de  M.  Iladaniafd.  Fredliobn  a  di'inontré  (jiie,  si 

\/ix,y)\<:M, 
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on  a 

/»:  S„<  M"  \/~.. 

l\  en  rtsiilif  (jiif  D()/)  esl  une  série  lotijours  cim\ergenle  ;  c'est 
une  série  analogue  à  celle  (|iii  (li)nne  e''. 

il   en  est  de   même   de   N.   l'ar  consé(iui'nl.  l;i  fonciion  situs  le 

signe  /  est    une    (un<'tii)n    méromorplie    de    /,.    ^f;llll^^reusement, 

clKK|ue  terme  n Cst  pas  lacile  à  calculer. 

lil.  Cas  où  la  méthode  est  en  défaut  —  La  mé-thode  se  trou- 
verait en  déCaul  |»()ur  les  valeurs  de  X  qui  annulent  D(/.).  C'est  ce 
qui  se  présente  en  cas  de  résonance.  Tant  que  A  n'est  |)as  égal  à 
une  des  valeurs  correspondant  aux  péiiodes  d'oscillations  propres, 
c'est-à-dire  lanl  que  \)('j.)  n'est  pas  nul,  nous  trouverons  pour  la 
solution  une  valeur  finie;  la  solution  deviendrait,  au  contraire, 
infinie  si  la  résonance  était  parfaite. 

Supj)OSOns  maintenant  que  D(').)  =  o  pour  /.  =  A,:  la  solution 
donnée  par  l'équation  {V)  sera  en  général  infinie:  elle  pourra 
rester  finie  cependantpour  un  choix  convenable  «le  la  fonction -i^i  j;) 
si  le  numérateur 

/    \  •l(x)dT 

s'annule.  De  plu>.  Tt-ipuition  sans  second  membre 

•i>(.r )  =  aS  '-si t ), 

où  l'on  a  remplacé  'li -v)  par  zéro,  admettra  une  solution  '^,(  x),  de 

sorte  qu'on  aura 

Oi{x)  =  kiSoi(x). 

Cette  solution  correspondra  dans  le  cas  des  marées  à  une  oscil- 
lation propre  du  système.  On  pourra  alors  ajouter  à  la  solution  (3) 
celte  fonction  '^i(x)  multipliée  par  un  l'acteur  constant  arbitraire, 
en  sorte  que  la  soiulion  de  rrcjuation  de  r'rcdlioliu  df\ieul  imlé- 
terminée. 

C'est  ainsi  que,  dans  le  cas  d'un  système  d  é(|uations  ordinaires 
du  premier  degré,  quand  le  déterminant  s'annule  : 

i"  l^a  solution  <lc\ienl  en  général  infinie,  el  iinb-termince  dans 
certains  cas  parliculiei-?  : 
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2"  Les  équations  homogènes,  cesl-à-dire  privées  de  second 
membre,  admettent  une  solution. 

1  io.  Équation  intégrale  généralisée.  ^  Le  résultat  obtenu 
avec  l'éciuation  de  l'rcdlidlin  est  susceptdjle  de  non'ibreuses  géné- 
ralisatictns. 

lui  premier  lieu,  au  lieu  de  prendre  zéro  et  un  comme  limites 
dinli'iiratictn,  on  peut  prendre  des  limites  quelconques  :  il  est  évi- 
dent que  rien  ne  serait  changé. 

En  second  lieu,  on  peut  considérer  des  intégrales  doubles  ou 
multiples  :  la  méthode  s'appliquerait  également  sans  modifications 
essentielles. 

Supposons  que  1  on  ait 

M  et  N  sont  deux  points  de  coordonnées  respectives  T,y,  ;,  i]  si- 
tués à  l'intérieur  d'une  certaine  aire  du  plan.  d7  est  l'élément  de 
surface  dzcir^  dont  le  centre  de  gravité  est  N.  Nous  supposons 
donnée  la  fonction  /"(M,  N)  des  quatre  variables  a;,  >',  ;,  tj  :  c'est 
le  noyau  ;  '-!>(M)  est  une  fonction  de  a*,  y  également  donnée.  La 
fonction    i    est   à    déterminer,    et     nous    considérons    l'intégrale 

'.2(Njy(M,  ?S)c/7  comme  étendue  à  l'aire  entière. 

En  désignant  par 

M,      M  2      ...      ^\n 


I 


\  M,     ,M.,     ...     M, 

le  déterminant  dont  léléinent  général  est  y(M/,  M/tj  pris  pour 
tous  les  centres  de  gravité  respectifs  M,,  M^,  ...,  M^,  nous 
aurons 

r    i  Ml     Mi     •  ..     -M«  \ 

j  •' V  .M,  M2  ...  .\i„  ;    '   ' 

et  la  solution  s'achèvera  comme  piécédenimenl. 
1  i().   Noyaux  réitérés.  —  Reprenons  la  notation 

S(f(x)  =   I  /(■'\y)'Y[y)cly 

qui  définit  une  substitution  linéaire  apjdiquée  à  la  fonction  es. 
P.  —  III.  j6 
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Appliquons-la  plusieurs  fois  de  suite.  iNous  aurons 

Sî<f(^)=  ff{x,y)fiy,z)^{z)dydz, 
S3<p(ar)=  f/{x,y)f{y,z)f{z,t)<^{t)dydzdt, 

Si  nous  posons 

Mor,z)=  ff{x,y  )/(  y,z)  dy\ 

Mt,  t)  =jAx,y)fiy,  z)f(z,  t)dy.  dz, 

1 

nous  pourrons  écrire 

S-^o(x)  =      /.2{x,z)'i(z)  dz, 

S^0{X)  =  l^f3{X,t)-^{t)dt, 


/'a(x,  z)^  fi{x^  l),  ...  sont  (les  noyaux  réitérés. 

VovLT  montrer  l'importance  de  cette  notion  capitale  dans  la 
théorie  de  Fredliolm,  prenons  d'abord  l'équation  elle-même, 

cp(j-)=  XS'i(:r)  -^<I/(.r). 
On  peut,  en  première  approximation,  négliger  A  et  prendre 

ç.(a:)  =  <^{.r). 
Une  deuxième  approximation  donnera 

i'uis.  par  d'autres  approximations  successives, 

çp(a-)  =  '\{x)-+-  XS4-(.r)  +  X2S2'^(3")-i-À3S3'}(a:)H-.... 

Les  coefficients  des  termes  successifs  s'obtiendront  donc  en  se 
servant  des  noyaux  réitérés,  et  nous  aurons  ainsi  fs[x)  sous  la 
forme  d'une  série  procédant  suivant  les  puissances  croissantes 
de  A. 
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Tout  à  l'heure,  nous  avions  obtenu  'j(^)  sous  la  forme  d'un 
quotient  de  deux  séries  entières  en  À.  Ici,  la  division  se  trouve 
elTectuée.  Seulement,  il  convient  de  remarquer  que,  dans  la  solution 
de  Fredliolm.  le  numérateur  et  le  dénominateur  convergent  tou- 
jours, quel  que  soit  ). ;  tanilis  qu'ici  la  convergence  a  lieu  seule- 
ment si  A  est  petit. 

[il.  Appliquons  l'opération  S  aux  deux  membres  de  l'équation 
de  Fredliolm 

Mous  aurons 

D'où 


'ç{x)  —  7.-S-'^{x)  ^AS'ii(x)  ^  •ii{x). 


Les  deux  derniers  termes  du  second  membre  sont  des  fonctions 
connues.  En  partant  du  novau  simple,  nous  aurons  donc  obtenu 
une  équation  de  même  forme  et  équivalente,  mais  renfermant  S-, 
c  est-à-dire  le  noyau  doublé.  Et  nous  pourrions  continuer  de  même 
à  l'aide  des  noyaux  réitérés.  Or,  la  substitution  d'un  noyau  réitéré 
au  noyau  simple  peut  nous  procurer  dans  certains  cas  un  avantage 
précieux. 

En  elTet,  l'application  de  la  méthode  exige  que  le  noyau  simple 
soit  constamment  limité;  il  est  nécessaire  que  l'on  ait 

\/ix,j)\<M. 

Supposons  que  cette  condition  ne  soit  pas  remplie.  Considérons, 
par  exemple,  le  cas  de  l'équation  intégrale  à  deux  variables  et 
supposons  que  le  noyau/(M,  N)  devienne  infini  d'ordre  a  lorsque 
la  distance  M.N  est  nulle  : 

/(M,N)<^. 
MN 

Prenons   un  autre  point  P,  fixe  comme  M,  et  considérons  une 

fonction/,  (N,  P)  qui  soit  de  l'ordre  NP     . 
Formons  l'intégrale  multiple 

//(M,N)/,(N,  P)rf7, 
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(l'y  «'tant  IV-lémenl  de  surface  (ou  de  Noluine  dans  le  ras  dune 
é(jualion  à  trois  \ariablesi  dont  le  centre  de  gravité  est  N.  On 
obtiendra  ainsi  une  fonction  'f  (  M,  P)  et  l'on  reconnaîtrait  (|ue 
celte  fonction  est  de  l'ordre  de 

MF         ^, 

n  étant  l'ordre  de  l'intégrale. 

Par  consé([uent,  si  le  noyau  simple  devicnl  iidiiii  d  ordre  a,  le 
noyau  double  le  sera  d'ordre  y. a  —  n  :  de  même,  le  noyau  p  le 
serait  dV>rdre  /x  a  —  n  )  -\-  n . 

t^our  obtenir  un  novau  réitéré  qui  ne  devienne  plus  infini,  il 
suffira  donc  de  clioisiryy  de  telle  sorte  que 

p{a.  —  «  )  -H  /i  <  o, 

n(  p  —  I  ) 


=t< 


P 
1!  suffit  donc  ((lie  Ton  ait 

a  <  /2. 

Ceci  nous  permettra  d'appliquer  la  méthode  de  Fredlioim. 
même  dans  le  cas  où  le  noyau  devient  infini. 

Ainsi  la  méthode  sera  applicable  pour  une  intégrale  simple 
lorsque  a  «<  i ,  pour  une  intégrale  double  lorsque  a  -<  2,  etc. 

C'est  là  le  point  essentiel  de  la  théorie. 

1  i<S.  Application  de  la  méthode  de  Fredholm  à  1  équation  de 
Laplace.  —  Si  nous  commençons  d'abord  par  faire  abstraction  de 
l'attraction  du  bourrelet,  les  équations  que  nous  avons  rencon- 
trées dans  l'élude  du  j)roblèmc  des  inar('es  sont  de  la  forme 

do        .  do  . 

dx  dy  .       ^' 

o  étant  une  fonction  inconnue,  et  r/,  6,  c,y  des  fonctions  données 
de  X  et  y.  De  plus,  il  faut  tenir  compte  des  conditions  aux 
liiuilcs. 

\\ant  de  cherchera  intégrer  ces  équations,  nous  commencerons 
i)ar  traiter  une  écjuation  de  même  forme  et  plus  simple.  Icnjuation 
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de  Laplace 

AV  =  o, 

qui  définit  le  polenliei  en  deliors  des  masses  allirantes. 

On  sait  que,  dans  V espace  à  trois  dimensions,  cette  équation 
est  satisfaite  par  le  potentiel  newtonien. 

Dans  le  plan,  au   contraire,   léqualion  de  Laplace   n'est  pas 
satisfaite  par   le  j^otentiel  newtonien,   mais  elle   l'est  par  le  po- 
tentiel logarithmique  qui  correspond  à  une  attraction  proportion- 
nelle à  -  • 
;■ 

On  passe  facilement  du  premier  cas  au  second.  C'est  ainsi  que 
le  potentiel  newtonien  d'un  cylindre  indéfini  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  Os  et  dont  la  densité  est  indépendante  de  z,  se 
ramène  au  potentiel  logarithmique  de  la  section  di'oite  passant  par 
le  point  attiré.  Si  'j.  est  la  densité  au  centre  de  gravité  de  l'élé- 
ment d'y  de  la  section  droite  situé  à  la  distance  ;•  du  point  attiré, 
l'attraction  newtonienne  du  cylindre  élémentaire  homogène  indé- 
fini ayant  pour  base  cet  élément  sera  — ;  elle  est  donc  égale  à 

celle  que  produirait  l'élément  d'y  si  la  densité  y  était  2  p.  et  si  cette 
attraction  dérivait  d'un  potentiel  logarithmique. 

De  même,  le  potentiel  newtonien  d'une  surface  cylindrique  dont 
chaque  génératrice  est  homogène  se  ramène  au  potentiel  logarith- 
mique du  contour  de  la  section  droite. 

Nous  allons  rappeler  brièvement  les  principales  propriétés  du 
potentiel  logarithmique. 

Si  nous  considérons  une  aire  plane  attirante,  l'expression  du 
potentiel  logarithmique  en  un  point  x,  J'du  plan  de  cette  aire  sera 


=  fp'd-\oi;- 


di'  étant  un  élément  de  la  surface  attirante,  p'  la  densité  au  centre 
de  gravité  de  cet  élément  et  r  la  distance  de  ce  centre  de  gravité 
au  point  considé-ré  x,  y . 

Ce  potentiel  satisfait  à  l'équation  de  Laplace,  en  dehors  des 
masses  attirantes.  En  tout  point  faisant  partie  des  masses  attirantes, 
le  potentiel  logarithmique  satisfait  à  l'équation  de  Poisson 

AV  =  —  27rp. 
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On  sait  que,  dans  le  cas  (in  potentiel  newtonien,  la  forninlc  de 
Poisson  s'écrit 

Celle  qui  est  relative  au  potentiel  logarithmique  en  est  une  con- 
séquence immédiate,  d'après  les  considérations  précédentes. 

1i9.  Potentiel  logarithmique  de  simple  couche.  —  lui  suppo- 
sant que  les  masses  attirantes  soient  réparties  sur  une  courbe 
plane,  nous  aurons  le  potentiel  logaritliniique  de  simple  couche 
dont  l'expression  est 

ds'  étant  l'élément  de  la  ligne  attirante. 

Ce  potentiel  est  une  fonction  continue.  ]\Jais  en  est-il  de  même 

de  ses  dérivées,  et  en  particulier  de  -7—? 
'  an 

Soient  M  le  pointa:,  y,  M' le  point  attirant  ds  :  abaissons  la  nor- 
male   MN  sur  la  courbe  attirante  :  la  composante  de  l'attraction 


suivant  cette  normale  a  pour  expression  {Jîg.  24) 


d\  _  r  , 
dTi-J  P 


,   ,  COS<li 

as  -■ 


il  est  intéressant  de  savoir  ce  qui  se  passe  lojsquc  le  point  M 
vient  sur  la  courbe. 

Prenons  de  part  et  d'autre  du  point  PS  deux  points  a,  ^  infini- 
ment voisins.  Ils  partageront  la  courbe  entière  en  deux  parties  :  le 
petit  arc  aNjii  et  le  reste  de  la  courbe.  D"où  deux  parties  dans 
I  i  ntégralc.  Lorsque  le  point  INI  se  rapproche  de  A.  cpiciquc  petit 
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que  soil  a[3,  la  première  partie  leiid  vers  tzo,  p  étant  la  densité 
en  M;  quanta  Taulrc  partie,  elle  conserve  la  forme  d'une  intégrale. 
On  aura  donc 

C     ,     ,   ,  CO?'il 


__    =   Ttp  -t- 
ittl 


l'intégrale  étant  prise  sur  la  courbe,  de  a  à  |j,  en  laissant  de  coté 
le  petit  arc;  c'est-à-dire,  à  la  limite,  étant  prise  sur  la  courbe 
entière. 

Si,  au  lieu  de  tendre  vers  N  par  des  points  intérieurs,  on  était 
parti  d'un  point  extérieur  à  la  courbe,  on  aurait  trouvé  pour  la 
première  partie  de  l'intégrale  —  Trp  au  lieu  de  Tip. 

La  composante  normale  -j-  de  l'attraction  n'est  donc  pas  une 
fonction  continue  :  elle  éprouve  un  saut  brusque  de  aiip  quand  on 
franchit  la  simple  couche  au  point  de  densité  p, 

loO.  Potentiel  logarithmique  de  double  couche.  —  Considérons 
deux  courbes   iuliniment  voisines;  et  supposons,   bien  que  cette 

Mg.  24  bis. 


hypothèse  ne  soit  pas  essentielle,  que  la  distance  £  de  ces  courbes^ 
estimée  suivant  la  normale,  soit  constante  {fifi'-  24  bis). 

Soient  ds'  et  ds"  deux  éléments  correspondants;  sur  ds'  nous 
supposerons  une  masse  attirante  r»' ds'  et  sur  ds"  une  masse  égale 
et  de  signe  contraire  —  p'  ds' .  appelons  /'  et  /'  les  distances  du 
point  x.,y  aux  centres  de  gravité  respectifs  des  éléments  ds'  elds". 
Nous  aurons  l'expression  du  potentiel  logarithmique  de  double 
couche  enremplaçant. dans  celle  du  potentiel  desimpie  couche, log- 

par  log-  —  log  -•  Comme  r  et  /'  sont  très  voisins,  on  a    - 

1,1  (i  ,       1  z  dr         co?'i 

"  /•  ^  r  <ln      ^  r  r  du  r 
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Nous  aurons  donc,  abslraclion  faite  de  s, 


Or, 


ds'  cos^ 


=  ^0'. 


d^'  élanl  l'angle  sous  lequel  on  voit  du  point  M  l'rlt'uient  cls'  \  par 
suite 

V=  f  }'d^y. 

Pour  voir  ce  qui  se  passe  lorsque  le  point  M  se  rapproche  delà 
courbe,  luenons  la  normale  MN  et  la  perpendiculaire  a  M  ,3  à  cette 
normale  (^  fig.  ib).  L'arc  a|îl  est  vu  de  M  sous  l'angle  ?:,  donc 

V=:-o-t-  f  0  d^'- 

0  est  une  (|iiaulilt''  intermédiaire  entre  le  maximum  et  le  minimum 
de  0  sur  -/t:  à  la  limite,  ce  sera  la  valeur  de  p  au  point  N. 

Fis.  23. 


I^'intégrale  est  étendue  au  reste  de  la  courbe,  en  dehors  de 
l'arc  aNj3;  à  la  limite,  elle  sera  étendue  à  la  courbe  entière. 

Si  l'on  se  rapprochait  du  point  N  par  l'extérieur,  on  aurait  —  7ip 
au  Ik'u  de  7:0. 

Par  ("onséquent,  le  potentiel  logaritlimicpie  de  double  couche 
n'est  pas  une  fonction  continue  dans  tout  le  |dan  :  elle  est  continue 
à  l'intérieur,  ainsi  <^u'à  l'extérieur  de  la  couche  attirante,  mais 
elle  éprouve  une  discontinuité  brusque  de  '.i-z  (juand  lui  franchit 
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la  double  couche.  On  voit  donc  que  le  potentiel  logarithmique  de 
double  couche  se  comporte  comme  la  dérivée  première  —j—  du  po- 
tentiel logarithmique  de  simple  couche. 

loi.  Résolution  du  problème  de  Dirichlet.  —  ^ious  allons  nous 
servir  des  propriétés  du  potentiel  logaritbnnque  pour  résoudre, 
pai'  la  méthode  de  Fredholm,  1-^  })rol)lème  de  Dirichlet  dans  le 
plan. 

11  s'agit  de  trouver  une  fonction  V  qui  soit  harmonique  à  l'inté- 
rieur dune  courbe  plane  fermée  et  qui  prenne  sur  cette  courbe 
des  valeurs  données  ^  =  F. 

Nous  pourrons  toujours  représenter  cette  fonction  par  le  poten- 
tiel d'une  double  couche  dont  il  faudra  déterminer  alors  la  den- 
sité. Pour  cela,  nous  nous  servirons  de  l'équation 

\r  f     '     ,    'COSCp 

V  =  TTO  -i-  ;   'j  as 

J    '  r 

qui  est  de  la  même  forme  que  l'équation  intégrale  de  Fredholm 

cp(a7)  =  A    / /(a-,  i)  Q(  f  )  <ii -4- <l;(a:). 

0  est  la  valeur  de  la  densité  au  point  M,  c'est  l'inconnue  à  déter- 
miner :  G  correspond  à  C5(.r).  \  est  une  fonction  connue  qui  cor- 
respond à  '}(  J"),  o'  correspond  à  '■^(ç),  ds'  à  c/;,  — — ^  correspond 

Fig.  26. 


au  noyau.  Nou»  supposons  que  la  courbe  ne  présente  pas  de  points 
anguleux,  ce  novau  est  (ionc  lini.  Devant  notre  intégrale,  il  n  y  a 
pas  de  facteur  ).  :  pour  retrouver  la  forme  de  Fredholm,  nous  réta- 
blirons ce  facteur,  il  suffira  de  faire  ensuite  A=  1.  L'intégrale  est 
prise  tout  le  long  du  contour  [Jîg.  '26). 

Le  problème  est  donc  entièrement  résolu   par  la   méthode   de 
Fredholm . 
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Ia2.  Le  plus  souvent,  clans  les  qiieslions  relalixes  aux  marées, 
nous  aurons  à  nous  donner  sur  le  contour,  non  pas  la  valeurde  V, 
mais  celle  de 

f/n  ds 

C  t'-tant  une  fonction  donnée  de  5. 

Commençons  par  envisager  le  cas  où  Ion  doniu-  siii-  la  courhe 

dn 

INous  nous  servirons  alors  de  la  formule  du  potentiel  loiiaiilh- 
mique  de  simple  couche  {Jig.  27). 


d\  r  ,    ,  ,  ros<L 

Fig.  27. 


Observons  tout  d'abord  que  la  fonction  F  ne  peut  pas  être 
quelconque.  En  elTet,  nous  aurons,  en  vertu  de  la  formule  de 
Green, 


/S^*=-A^'^^  =  "' 


puisque,  la  fonction  Vêtant  harmonique  à  l'inlérieur  du  contour, 

on  a 

AV  =  0. 

Donc,  la  fonction  F  doit  satisfaire  à  la  condition 

f  F  ds  =  0. 

Supposons  cette  condition  remplie.    Le  noyau   est  ici — ^>  au 

,.  ,     rf>s©  •      -1  '1  I-    ■ 

lieu  de -;  mais   il   reste  également  lini,   et   nous   avons  encore 

une   équation  intégrale  de   Fredholin  cjui   se  résoudra  sans  dilli- 
culté. 


PROCÉDÉS   d'intégration    DES    ÉQl'ATIONS   DU    PROBLÈ.MK    DES   MARÉES.      25 1 

Si,  au  contraire,  la  fonction  F  est  arbitraire,  on  pourra  toujours 
trouver  une  fonction  \  satisfaisant  à  la  condition 

7171  =  ^^^^ 

K  étant  une  constante  arbitraire  dont  on  disposera  de  telle  sorte 
que 

f(F^K)ds  =  o. 

Mais  alors,  il  reste  à  expliquer  comment  il  se  fait  ([ue  la  mé- 
thode de  Fredholm  ne  s'applique  pas  quelle  que  soit  la  fonction  F. 
Si  nous  rétablissons  pour  un  instant  le  paramètre  A,  la  solution 
nous  sera  donnée  sous  forme  d'un  quotient  de  deux  séries  entières 
en  À.  Or,  il  arrive  ici  que  le  dénominateur  s'annule  pour  À  =  i.  11 
faut  donc  nécessairement  que  le  numérateur  s'annule  aussi,  et  l'on 
trouve  précisément  que  cela  exige 


/ 


F  ds  =  o. 


153.  Considérons  maintenant  le  cas  où  nous  nous  donnons  sur 
la  courbe  (B  et  C  étant  deux  fonctions  données  de  s) 

^^C^  +  BV. 
an  as 

Ici  encore,  nous  ne  pourrions  pas  toujours  prendre  pour  valeur 
de  cette  expression  une  fonction  F  arbitraire. 

Si,  en  effet,  C  est  une  constante,  et  si  B  est  nul,  nous  devrons 
poser 

-: t-C-j-    =F-1-K, 

an  as 


K  étant  une  constante  choisie  de  telle  sorte  que 

/  (F  -t-  K  jc/5  =  o. 
En  ellet,  ii<»us  avons 

r(F-^K)ds=  f^ds-hC  fd\ 
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Or,  la  preniit're  intégrale  du  second  membre  est  nulle  en  vertu 
de  la  formule  de  Green  et  la  seconde  est  nulle  également  puisque 
l'on  fait  tout  le  tour  de  la  courhe. 

La  solution  nous  sera  encore  fournie  par  un  potentiel  de  simple 
couche,  et  l'inconnue  o  sera  donnée  par  une  équation  de  Fred- 
holm.  En  ellel,  la  composante  tangentielle  de  l'allraction  a  pour 
expression 

Nous  aurons  donc  à  résoudre  l'équation  intégrale 

^.  -^  ^^  777  ^  ^  ^  =  "  =  ^  /  ?  ^M    .    -^  ^    .    ^  ^  '  '^  «  r  j  • 
Le  noyau  est  ici 

-f-  G —  B  loer  -  • 

/•  /•  "  r 

C'est  une  fonction  de  6'  et  de  5' qui  peut  devenir  infinie  pour  /•  =  o 
parce  qu'on  a  alors  sind»  =  i. 

Ainsi  donc,  le  noyau  devient  infini  d'ordre  i  et  nous  avons  une 
intt'grale  simple.  Malgré  cela,  on  peut  appliquer  la  méthode  de 
Fredholm,  mais  avec  quelques  modifications.  On  sait,  en  eflet, 
que  la  comjjosante  tangentielle  de  l'attraction  reste  finie,  à  condi- 
tion de  considérer  la  densité  0  comme  continue. 

Comment  cela  peut-il  se  faire,  puisque  l'intégrale  /  0' ds' — --^ 

n'a  plus  alors  aucun  sens,  un  de  ses  éléments  devenant  infini? 
Pour  expliquer  cette  contradiction,  considérons,  par  exemple, 

l'intégrale 

r  "^* 

fi  x  )  dx 


L 


et  supposons  qu'entre  les  deux  liniiles  d'intégration,  pour  la  valeur 
zévo^  f{x)  devienne  infini.  Alors,  l'intégrale  n'est  plus  conver- 
gente, mais  on  peut  définir  néanmoins,  d'après  Cauchy,  sa  valeur 
principale.  Intégrons  de  —  i  à  —  s,  puis  de  4-  £  à  -f-  1  en  laissant 
de  côté  le  petit  segment  compris  entre  —  s  et  -j-  e  :  nous  aurons 
ainsi  une  inlt-grale  (|ui  sera  finie.  Puis,  faisons  tendre  s  vers 
zéro  :  l'intégrale  tendra  vers  une  limite  qui  sera  sa  valeur  prin- 
ci|)ale. 
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Si  l'on  applique  cette  règle  au  calcul  de  notre  attraction  tangen- 
tielle.  on  détachera  deux  petits  arcs  égaux  de  pari  et  d'autre  du 

point  M  \^Jig'  28)  et  Ion  calculera  1  intégrale   /  -J  cls  — ^  sur  tout 


le  reste  de  la  courbe  en  dehors  de  ce  petit  segment:  en  faisant 
tendre  ensuite  les  petits  arcs  \ers  zéro,  on  aura  la  valeur  principale 
de  1  intégrale,  qui  représentera  la  composante  tangentielle. 

154.  Nous  allons  appliquer  encore  la  méthode  de  la  réitération 
dunovau.  mais  elle  nous  conduira  ici  à  des  résultats  tout  particu- 
liers qui  nécessitent  un  peu  d'attention.  Soïifyx,  v)  le  noyau  qui 
est  une  fonction  analytique  et  qui  devient  infini  pour  .r  =r.  de 
telle  iaçon  que  nous  ayons 


S-^(x    ^  f fx. 


y 


V  \  dv. 


Nous  supposons  donc  que/ix,  jv'i  est  une  fonction  analvtique 
qui  n'a  d'autre  singularité  que  le  pôle  r  =  x. 


Le  chemin  d  intégration  ^era  la  droite  réelle  \B  jiassant.par  le 
point  x:  la  fonction  sous  le  signe  /  devenant  infinie  sur  le  chemin 
d'intégration,    il   faut   j)rendre  la   valeur  [trincijiale  île  Caucliy  et 
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pour  cela  appliquer  la  rè<;le  sui\autc  :  inlé;jfrer  suivant  les  deux 
chemins  curvilignes  \PB  et  AP'H  et  prendre  la  moyenne  arilhmé- 
licpie  {Ji,S[-  2()). 

Pour  it'itt'Mer  le  novau.  nous  poserons 

chacune  de  ces  intégrales  devra  être  calculée  d  après  les  mêmes 
règles,  cest-à-dire  qu'on  devra  intégrer  par  rapport  à  z  le  long  des 
deux  chemins  AMB,  AM'B  passant  de  part  et  d'autre  du  pointa:  et 
prendre  la  moyenne  arithmétique;  et  de  même  par  rapport  à  r  le 
long  des  deux  chemins  APB,  AP'B  passant  de  part  et  d'autre  des 
deux  lignes  AMB,  AM'B  et  par  consérpient  de  part  et  d'autre  du 
point  z  ei  prendre  encore  la  moyenne  arithmétique. 
En  d  autres  termes,  nous  avons 

S'-o(a-)  =  I  I  /{::,  r)f^r.  z)-ç,{y)  clydz. 

l'our   calculer  cette   intégrale  double,   nous  devrons  la  calculer 
successivement  en  laisaul  sui\  re  : 

A  )■  \r  chemin  APB,  à  z  le  chemin  AMB; 
AP'B,  »  AMB; 

»  APB,  »  AM'B; 

))  AP'B,  »  AM'B; 

et  prendre  la  moyenne  arithm<''ii(|iie,  ce  que  j'exprimerai  en  écri- 
vant 

_AMIi  ^AMB  ,.\.MI!  ,  AM  1! 

4s-.(.)=y    -./    -.y    ^/     . 

•^AI'B  «^AI'B  «^Al'U  «^  AI'B 

Mais  nous  avons 

A  y  li 


/         ~  /        ' 

«^AI>B  «'aI'B 


car,  s\  y  est  sur  APB,  il  n'existe  pas  entre  les  deux  chemins  AM'B 
et  AQ'B  de  point  singulier  où  z  prenne  la  valeur  qui  rend  le  noyau 
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infini,  c'est-à-dire  la  valeur  ^  =  )-.  De  même 

^AMB  ^AQU 

•    AP'lt  «^^APlt 

Au  contraire,  nous  aurons 

^AMB  ^Ayl!  ^AMItyA  ^  AQU  ^(. 

«-  Al'li  «-'AI'B  •-  apb  •- apb  ^APC 

C  représentant   un  contour  infiniment  petit  décrit  dans  le  sens 
direct  [)ar  le  point  z  autour  du  point  j>^. 

En  ertet,  quand  nous  décrivons  AMBQA  nous  tournons  dans  le 
sens  direct  autour  du  point  singulier  z  =jk  qui  est  un  pôle  du 
noyau,  et,  comme  nous  n'avons  à  l'intérieur  du  contour  d'intégra- 
tion aucun  autre  point  singulier,  nous  pouvons  remplacer  ce  con- 
tour par  un  petit  cercle  entourant  ce  pôle.  De  même 

^AMB  ^Ayn  ^AJI'BQA  ^Ay'B  ^C 

•^  APB  «^ACB  J  K\"V.  ^APB  'APB 

Car  le  contour  AM'ËQ'A  tourne  autour  du  pôle  -^  =  J'  dans  le 
sens  rétrograde  (d'où  le  signe  — ). 
Nous  pouvons  donc  écrire 

J^AOB  ^AQ'B  AyB  ,Ay  B  ^0 

f      +/      +/     +/     +/ 
APB  «^'aPB  *^AP'B  «^AP'B  «- APBP'A 

ou  j)lus  simplement 

^AQBh-AU'B  »c 

'^  •-'iPH-i- APIS  "•  i/r/ 


C  étant  un  petit  cercle  décrit  par  le  point  j'  autour  du  pôle  j^  =  x. 
Le  premier  terme  peut  s'écrire 


»^APB  +  AP'B 


avec 

AyB-i-Ay'B 


f.{x,y)^-J  f{x,z)f{z,y)dz. 

Ce  noyau  y^i  X,  jj/)   ne  devient  pas  infini   même   pour  x^y., 
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ce  (jul  nous  permet  d  ("crire  le  premier  terme  sous  la  forme 

J\{x,  y)'î'{y  )dy, 


f> 


l'intégrale  étant  prise  le  long  tic  la  droite  réelle  AuB. 

(^uanl  au  second  terme,  il  peut  se  calculer  par  la  métliode  des 
résidus;  si  R(^)  est  le  résidu  |)Oui-  y  =  x  de  la  fonction  /(x,  y) 
considérée  comme  fonction  de  y.  on  trouvera 

t:-  i\'-{jr )  'i(  X ). 
On  aura  donc  finalement 

S"-  »  (  .r  )  =  /  /,  (  .r,  J-)<f(y)  dy  -^  r^K-ix) 'l{x). 

Nous  avons  vu  plus  haut  (^1^  147)  que  1  équation  de  Fredholm 

Vf{x)  =  Sœ(a?)  H-4'(-r) 

pouvait  se  ramener  à  léquation 
Otl 

est    une  fonction   connue.  Cette  équation,   dans   le  cas  qui  nous 
occupe,  prendra  la  forme 

o{x)[i  -  Tt-  \\Hx)\  =  jMx^y)  ^{y)dy  -^  ^(x). 
Il  suffit  de  diviser  par  i  —  --R-(j:)  et  de  faire  passer 


I  -  --^U- 


le  signe  /  j)our  retrouver  la  forme  ordinaire  de  ré(|ualiondc  i'icil- 
holm. 

Il  faut  loutelois  que  i  —  7:-R-(x)  ne  s'annule  pas  entie  les  limites 
d'intégration.  Cette  difficulté  se  présenterait,  dans  le  cas  qui  nous 
occupe,  quand  le  bassin  océanique  envisagé  est  traversé  par  le  paral- 
lèle de  latitude  critique  {vide  infra  n"  lOoj. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  cette  difficulté. 

Notre  nojau 


se  présente  sous  la  lorme  d  une  fonction  analvti(|ue  a\ec  un  pôle. 
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Une  diniciiltc  pourrait  se  |M-('senter  toiUefois  ;  notre  fonelion 

f-i  {x.  y  ) 

est  finie  même  pour  x^^y,  mais  il  peut  y  avoir  exception  si  les 
deux  points  x  et  r  se  confondent  entre  eux  el  en  même  temps 
avec  l'une  des  extrémités  A  et  !>  du  chemin  d'inléj^ralion.  Heu- 
reusement dans  le  cas  (jui  nous  occupe,  nous  n'avons  pas  à 
redouter  celte  difficulté,  puisque  le  chemin  d'intégration  e>l  une 
courhe  fermée;  nos  intégrales,  en  efl'et,  sont  étendues  à  tous  les 
éléments  d'arc  ds  d'une  certaine  courbe  fermée  plane;  il  faut  donc 
dans  l'intégration  parcourir  cette  courbe  tout  entière  depuis  un 
point  quelconque  de  cette  courbe  et  jusqu'à  ce  qu'on  soit  revenu 
au  point  de  départ. 

Le  point  initial  de  l'intégration  étant  ainsi  choisi  arbitrairement 
ne  joue  aucun  rôle  particulier. 

Supposons  maintenant  ç\y\e  f{x,  y)  soit  de  la  forme 

fK^^y)  =/'(^.  j)+/"(-r,7), 

oix  f  [x^  y)  est  une  fonction  analytique  n'ayant  d'autre  singularité 
que  le  pôle  y^x]  tandis  que  /"(x,y)  reste  fini  sauf  au 
point  y  =  x  où  il  devient  logarithmiquement  infini.  Nous  pour- 
rons écrire  alors 

S  ç f  .r  )  =  S' tp ( a" )  -t-  S" »  (' :r  ), 

si  S'  et  S"  sont  pour/'  et/"  ce  que  S  est  pour/.  Par  réiléralion 
nous  aurons 

S2o(.r)  =  S'2œ(.r)-i-  S'S"o(x) -i- S"S' 's,(t)  ~h  S"^-o(x). 

Le  calcul  de  S'-'f(x)  se  ferait  comme  nous  venons  de  le  faire 
et  l'on  aurait 

où  lL(x,  y)  serait  fini  ou  logarithmiquement  infini  ;  car  on  Irouve- 
rail,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  au  n"  [il  une  ex|)i'ession 
qui  pour  ^  =  x  devient  infinie  d'ordre 


Ici  «  =  1  :   y.   et    |j  sont  égaux  à  i    pour    S'   ou    iiiliniinciil    priits 
j)our  S";  <le  sorte  (pie  a  H-  [i  —  /i  est  nid  on  infiniment  petit. 
V.  —  m.  ,n 
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La  niélliode  de  Fredliolm  esl  donc  Unijours  applicahle.  Dans  le 
cas  qui  nous  occupe,  le  noyau  est 

cos'!/       ,-,  siii'I/       „  ,       I 

-^  L l-^-Blog-; 

/■  /•  r 

le  second  lernic  csl  de  la  Un-im-J"  {x,  y)  et  les  deux  auln-s  de  la 
forme  f  ijr,  y). 

ItM.  Introduction  des  fonctions  de  Green.  —  Ainsi  donc,  dtine 
manière  générale,  nous  pouvons  nous  proj)Oser  de  louinii-  une 
fonction  \  harmonique  à  l'inléricur  kV un  contour  et  satisfaisant 
sur  ce  contour  à  la  condition 

d\       ^d\       ,,,,       r        •        ,        • 

— H  C—T-  -4-  n>   =  fonction  donnée. 

an  (fs 

L'analyse  se  fera  comme  ci-dessus,  à  l'aide  du  potentiel  de 
simple  couche  et  en  prenant  la  valeur  principale  des  intégrales. 
Nous  sommes  ainsi  conduits  à  définir  certaines  fonctions  G,  que 
Ton  peut  considérer  comme  la  généralisation  de  la  fonction  de 
Green  ordinaire,  et  qui  satisfont  à  la  condition  aux  limites 

f/G        „  d(j       ,,  „ 

-; h  C  — 1-    BG    =    O. 

an  as 

Rappelons  d'abord  la  définition  de  la  fonction  de  TirecMi  ordi- 
naire. 

Considérons  une  aire  |)lane  limitée  par  un  contour  doniK-. 

[■"iu.  3(). 


Désignons  par  :jc,  y  les  coordonnées  d'un  |)oint  lixe  M  situé  à 
rint('rieur  du  contour  et  par  R  sa  dislance  au  point  variable  I'  de 

coordonnées  ç,  Yj  {fig-  .>t>). 
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La  foncliûii  de  Grcen  o/Y////r///7'  <'i(lVI,  P)  relative  à   l'aire  con- 
sidérée et  au  point  M  est  définie  de  la  inauirre  siii\aute  : 
En  premier  lieu,  la  fonction 

G--lag-  =  Gi 

doit  être  iiaraioiiicjue  dans  loiil  l'intérieur  du  contour. 
En  second  lieu,  G  doit  s'annuler  sur  le  contour. 

La  fonction  loi; -77  =  Go,  qui  est  le  potentiel  loi;aritliniique  de  M 

en  P,  satisfait  à  l'équation  de  Laplace  en  tous  les  points  tels  (pie  P; 
elle  présente  seulement  une  irré^^ularité  lorsque  P  se  confond 
avec  M.  Il  en  est  de  même  de  la  fonction  de  Green.  (  Kiant  à  la 
fonction  Gi,  elle  satisfera  à 

;  ,  AG,  =  o 

en  tous  les  points  à  l'intérieur  du  contour,  et,  sur  la  courhe,  elle 
prendra  la  valeur  connue 

G.  =  -logI. 

La  détermination  deG|,  qui  entraîne  celle  de  G,  revient  donc  à 
la  résolution  d'un  problème  de  Diriclilet.  Inversement,  la  connais- 
sance de  G  permet  de  résoudre  ce  problème. 

INous  pouvons  étendre  cette  notion  et  considérer  des  fonctions 
de  Green  généralisées  qui  répondront  à  d'autres  conditions  aux 
limites. 

Imaginons,  par  exemple,  qu'on  doive  avoir  sur  la  courbe 

clG       ,. 

(in 

K  étant,  non  pas  une  donnée  de  la  question,  mais  une  constante  à 
déterminer.  Nous  aurons  alors,  dans  tout  le  domaine  limité, 

AG  1  =  o 
et,  sur  le  contour. 

d(h  d(\,       „       ,        .  ... 

— ; —  = ; h  K  =  lonclioii  coniHic  -+-  coiistaiilL'  aibitiaue. 

an  an 

Nous  retondions  donc  sur  un  prol^lème  déjà  traili-  (^^  VS't).  D'ail- 


v.Cjo  I'Hi;mii:»i-;  i'\imi;.  —  en  vi'inu;  \ 

leurs,  on  a  ici 

parce  (]ue 


f'^--J'—- 


Plus  généralement,  on  |)<'iil  se  dijnner  sur  la  courhe 

— \-C—, — I-  BG  =  <», 

an  cl  s 

Gel  Bélani  des  l'onclions  données  tle^'.  La  l'onction  iiarnioni(|iic  G, 
devra  satisfaire  alors,  sur  la  courbe,  à  la  condilion 

dCit        ^,  «Gi        ,,  „         - 

-f-  L  — -, r-  HGi  =  lonclioii  connue. 

an  as 

Mais  le  problème  ainsi  [yosé  n'est  pas  toujours  possible.  Si  Ton 
avait 

il  faudrait  se  donner  la  condition 

— h  G  — — h  BG  =  K 

an  ils 

et  l'on  trouverait,  eomme  ci-dessus,  que  l'on  a 

K  =  ■>.-. 

En     particulier,    c'est    cette    condition    aux     limiles    (|u"il    laul 

adopter,  si  Ton  a 

G  =  const.,         B  =  (). 

On  voit  (Hie  le  probiciiic  inh'riciir  de  I)incldel,  a\ec  les  diverses 
conditions  sur  le  contour  que  nous  avons  succcssixement  <'nvisa- 
gées,  peut  se  ramener  à  la  détermination  de  la  foncliijn  de  Green 
ordinaire  ou  ^généralisée  à  l'intérieur  du  contour  :  de  la  connais- 
sance de  G,  on  déduira,  en  elTet,  celle  de  G|. 

Dans  la  plupart  des  (;as,  on  éprouvera  autant  de  dilliciiltés  à 
construire  l'une  ou  l'autre  de  ces  fonctions;  parfois,  cep<'iidaul, 
l'expression  *\r  la  fonction  de  (iicen   pourr.i   s  ohtciiii"   (acilcniciil . 

Certaines  propriétés  de  la  b)nction  de  (îrecn  onlmaiic  pciivcnl 
également  comenir  aux  fonctions  génc'-ralisées. 
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Ainsi,  la  fonction  ordinaire  est  sjmélricjue,  cesl-à-dire  quelle 
ne  change  pas  quand  on  permute  les  points  M  et  P  : 

(i^M.  !•)  =  G(  P,  M). 

('^ettc  symétrie  existe  aussi  pour  les  fonctions  *;t''néralisées,  mais 

seulement  si 

G  =  o. 

Les  autres  fonctions  de  (  li'cen  ne  sont  pas  symétriques. 

loG.  Représentation  conforme  sur  un  cercle.  —  La  fonction  de 
Green  ordinaire  jiermet  de  faire  sur  un  cercle  la  représentation 
conforme  de  l'aire  à  laquelle  elle  est  relative. 

Soit,  en  effet,  dans  une  aire  donnée,  un  point  fixe  ^L  Calculons 
la  fonction  de  Green  ordinaire  G  correspondant  à  ce  point.  En 
tous  les  |)oints  de  l'aire  distincts  de  M,  on  aura 

AG  =  o 

et.  par  conséf[uent, 

clG   ,         dG   , 

-r—  ax ;—  ay 

dy  dx    ■^ 

sera  une  différentielle  exacte. 

Si  donc  nous  inlioduisons  la  fonction 

la  fonction 

—  G^iH 

sera  une  fonction  analytique  de  x  -\-  iy. 

A  chaque  point  x^y  de  l'aire  donnée,  faisons  uiaintenant  corres- 
pondre un  point  x\  y  (\\\  pian,  tel  que  l'on  ail 

x'  =^  6"^  cos  H, 
y'  ^=  e~*^  sin  H  ; 

x'  et  y'   sont  des  fonctions  de  x  et  y.  Nous  obtenons  ainsi  une 
représentation  de  l'aii-e,  et,  comme 

x'  -+-  iy'  =  c  -  '•-^'" 

est  une  fonction  analytique  de  x -{- n\,  cette  représentation   sera 
oonloiiuc. 
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Toutes  les  coiiihes 

siluées  à   liiiléricur  de  laiie  (l<inuée  serunl  représentées  par  des 
cercles  concentriques 

x'-'^y-  =  c<m«t. 

Sur  la  courbe  liniile  de  laire,  ou  a 

G  =  o. 

f^a  représentation  conforme  sera  donc  limil('e  par  le  cercle 

Au  point  M,  G  devient  infini  :  le  point  correspondant  sera 
donc 

x'  =  y=  o, 

c'est-à-dire  le  centir  du  cercle. 

Si  donc  on  connaît  la  fonction  de  Green  ordinaire  relative  à 
un  |)oint  particulier  M  d'un  certain  domaine,  on  pourra  iaire  la 
représentation  conforme  de  ce  domaine  sur  un  cercle  dont  le  centre 
sera  le  point  re|)résentalif  de  M. 

Or,  nous  a\ons  vu  cpi'en  faisant  un  changement  de  variables 
conduisant  à  une  représentation  conforme,  les  écpiations  du  pro- 
lilénie  des  marées  conscr\aienl  la  même  forme  (§  7^-77  ). 

On  serait  ainsi  ramené  au  cas  où  le  bassin  océanique  considéré 
serait  représenté  sur  la  carte  par  un  cercle. 

Un  intérêt  tout  particulier  s'attache  donc  à  Ic-ludc  des  fondions 
de  Green  dans  le  cas  du  cercle. 

d37.  Fonctions  de  Green  relatives  au  cercle.  —  11  est  facile  de 
former  la  fonction  de  Green  ordinaire  relative  à  un  cercle  O  de 
rajon  R  et  à  un  pôle  M  intérieur  à  ce  cercle  (Jiii-  3i). 

Traçons  le  diamètre  OM  et  prenons  sur  cette  droite  un  jxtint  .M 

tel  que 

OM  xOM^  R2. 

On  a  simplemenl 
la  constante  elant  égale  a  '•'Ktttî' 
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Formons  également  la  lunclion  de  Green  généralisée  réj)on(lanl 
à  la  condition  sur  le  contour 

^G       ^  f/G 

-^  -+-C-T-  =î-, 

an  cts 

C  étant  une  constante.  Nous  aurons 

a  et  'p  étant  des  fonctions  de  C. 

FiK.  3i. 


En  particulier,  si  G  =  o,  on  aura 


Geci  nous  donne  en  même  temps  une  idée  de  l'ordre  de  grandeur 
de  la  fonction  G. 

lo8.  Application  au  problème  des  marées  proprement  dit.  — 
-Nous  avons  \  u  qu'en  négligeant  i{\  l'équation  générale  du  pro- 
blème des  marées  étail 

Elle  se  ramène  donc  à  la  forme 


d'ç,  do 

dx  dy  <       •" 


«,  6,  C,  /  étant  des  fonctions  données  de  x  et  de  y. 
/"correspond  au  terme  provenant  des  forces  extérieures, 
l^our  intégrer  cette  équation,  supposons  d'abord  cjue  la  condi- 
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lion  aux  limites  soit 

0  =  0 

sur  It-  contour. 

-Nous  introduirons  alor>  la  (oiniion  Je  Green  ordinaire  (j  sall^ 
faisant  sur  le  contour  à  la  condilioii 


Soient  toujours  x,  ries  ("oordonnées  de  M;  ;.  r,  celles  de  I*. 
Désignons  |)ar  a\  b',  c\J'',  o'  ce  (jue  de\iennent  les  l'onctions  «, 
6,  C,  /,  'S,  lorsqu  on  v  remplace  les  \ariables  .r.  v  ])ar  ;,  y,  et 
posons 

,  d^'  ,  do'  ,    ,  v„ 

d\  dq  '        -^ 

Appelons  di  Tt-lément  d'aire  d\  dr^  dont  le  centre  de  gravité  est 
en  P. 

Considérons  une  fonction  '^  déliiiie  par  la  relation 


i7to=    Cv'Gd-!', 


1  intégrale  étant  pi'ise  par  rap|)orl  à  dz  et  dr^  dans  toute  1  étendue 
du  contour.  Gomme  1'"  est  une  fonction  de  ç,  Tj  et  G  une  fonction 
de  x^  y,  ç,  T|,  o  sera  une  fonction  de  x  et  de  j'. 

Je  dis  que  la  fonction  es  ainsi  définie  satisfait  au  problème.  En 
effet,  calculons  A'i.  Nous  avons 

G|  étant  une  fonction  liarmonupie.  I3onc 

Dans    la    seconde   intf'grah;.  la    fonction   restant   ri'giiliére   dans 

l'intérieur  du   coiiloiii-,  nous  |)oii\  dUs  dilIVitMitier  sous  le  signe  /  > 

et,  comme  AG,  =0,  le  terme  ((UiH^spondanl  de  A'^  sera  nul. 
Quant  à  la  première  intégrale,  elle  représente  le  potentiel  loga- 
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rillmii(juc.  ;ui   point  x^  y  OÙ   la  densité  est -,  d'une  matière 

alliranlc   dont    la   deiisit*;  est  —  -^-^  au   [)oint  ;,  y,.  On  a  donc,  en 
vertu  de  léquation  de  Poisson, 

Ainsi  la  première  condition  est  bien  remplie. 

La  seconde  l'est  également,  car,  si  le  point  x^  y  vient  sur  le  con- 
tour, G  s'annule  et,  par  suite,  c2. 

Par  conséquent,  la  l'onction  de  Green  ordinaire  G  étant  j)réala- 
blement  déterminée,  nous  aurons  es  par  l'équation 


—  2rcp  =    Tf' 


G  d^'. 


Nous  allons  démontrer  maintenant  que  cette  équation  peut  se 
ramener  à  la  forme  d'une  équation  de  Fredliolm. 
Nous  pouvons,  en  elVet,  l'écrire 

—  1-0=    r/a'^+i'^  ^c'o'JGf/7'+    C/'Gd:!'. 

Or,    l  f'Qdi'    est  une   fonction    connue,    puisque  f   est   une 
fonction  donnée  et  que  la  fonction  G  a  été  déterminée. 

Si  donc,  nous  avions  simplement  /  cc^'GdT',  nous  aurions  bien 

une  équation  de  Fredliolm.   Mais  il  faut  tenir  compte  aussi  des 

d'^'       dd 
termes  en  -j-  et  —f-» 

«ç  rtr, 

Pour  cela,  intégrons  par  parties.  Soient  a',   j'  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  à  l'élément  ds'  du  contour. 
Nous  aurons 

I   a  (j  —^  d<j  =    I    a  a  G  '^  as  —    /    ci  — -—  a  j  , 
J  d\  J  '  J     '      dz 

On  obtient  donc  l'équation 

—  A  T.'ç,  =   j{  a  a'  -h  ù'  P'  )  G  9'  ds' 

,      rf  _       da'G       d//G\    ,  ,  ,  ,     r  f.r   f 
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Or.  (  i   s  annule  siii'  le  couloiir  ;  il  rcsle  (loiic  siinplcmenl 

C'est  bien  une  é(|iiall()n  de  Fredliolni,  dont  le  no\iui  est 

fia' G        db'<\ 


^'^--7>-- 


</?  lit. 


Reste  à  voir  toutefois  si  ce  noy;iu  reuij)lit  bien  les  conditions 
nécessaires  jK)ur  fjue  la  uK'lliode  s(jil  applicable. 

Le  noyau  devient  infini  pour  Ml*  ^=  o  ;  il  saisit  donc  de  voir  de 
quel  ordre  est  cet  infiniuK  ni  grand. 

Or,  G  est  de  iordie  de  loi;  tttt;  ■'  dc\ienl  bien  mlini  pour 
MP  =  o,  mais  d'un  ordre  infiniiiienl  petit,  car  log  -rrr-,  croît  moins 
rapidement  (pie  ^p- ,  rpichpie  petit  cpie  soit  s.  Quant  aux  dérivées, 
elles  croissent  avec  la  rapidité  de  ^fp* 

Par  conséquent,  le  noyau  devient  infini  d'ordre  un,  et,  comme 
l'intégrale  est  double,  la  métliode  de  Fredliolm  peut  s'appli(pi»r. 

159.  Cas  d'un  bassin  limité  par  des  parois  verticales.  —  (  )n 
sait  que  le  pioblème  des  marées  se  j)Ose  d  ordinaire  autrement. 

Si  nous  supposons  d'abord  le  cas  d'une  mer  terminée  par  wnç. 
falaise  verticale,  nous  n'aurons  pas  h  =  o,  même  sur  les  bords. 
En  ne  tenant  pas  compte  de  la  force  centrifuge  composée,   nous 

devrions  avoir  alors 

d^ 
dn 

Mais,  la  lolation  intervenant,  la  condition  aux   limites  sera  une 

,     .  do       do 

relation  entre  -r-  et  -^^ 
dn        ds 

En  général,  la  condition  sur. le  contour  sera  donc 

do        p  do  _ 
dn  ds  ' 

Li  étant   mie  tonclioii  donnée  de  .v  (  v^  = ^ )• 

Au  lieu  de  la  fonction  de  Green  ordinaire,  nous  formerons  alors 
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la    lonclioii  ■^éiit'ralisée   ('oiTcs|)on(lanlo,    dcfinlc  j)ar  la  condilifui 
aux  limites 

dn  ds 

La  foiu'lion  'z>  salisfaisaiit  an  prohlème  sera  encore  définie  par 
réqualion 

— -2-'^  =    /   ¥'G  dn'. 

I{n  edet.  nons  aurions,  comme  précédemment, 

Ao  =  F. 
De  |)lns.  sur  le  contour,  on  a,  en  diOerenliant  sons  le  signe    /  > 

Les  denx  conditions  sont  donc  bien  remplies. 

Xous  traiterons  alors  l'équation  qui  doit  donner  -^  de  la  même 
manière  que  dans  le  cas  précédent;  seulement,  ici,  le  premier 
terme  ne  disparaîtra  pas.  et  nous  olitiendrons 

—  '>.  TTC;  =    /   (  a'  -j!  -\-  U  'i'  )  G  Ci'  ds' 

En  dehors  de  la  fonction  connue,  nous  avons  dans  le  second 
membre  la  somme  dune  intégrale  simple  et  d'une  intégrale  double. 
Mais  ceci  n'empêche  qu'on  puisse  arriver  au  résultat,  et  la  mé- 
thode de  Frcdholnt  s'aj)|)li(pie  très  bien  aux  équations  de  cette 
forme. 

Le  noyau  (a'a' +  è'jS')  G  de  l'intégrale  simple  devient  infini 
comme  un  logarithme  ;  on  a  donc  pour  lui  a  =  o,  donc  a  <;  i ,  et 
il  n'y  a,  de  ce  fait,  aucune  difficulté. 

Montrons  seulement  comment  on  calculera  les  termes  du  déve- 
loppement de  D  et  de  N.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  au  §  145, 
il  faut  considérer  le  déterminant 

/   M.     M.     ...     M«  \ 
•^\  M,     M,     ...     M„  ) 

et  intégrer  par  lapporl  à  ^/t,,  ^/t^,  ....  ^/t,/. 
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I^renons  quelques-uns  des  points  i"t  1  inti-ricur  <Im  cnnioiir.  et 
les  autres  sur  le  contour  lui-iiirine.  Si,  pour  li\tr  les  kK-cs,  nous 
envisageons  le  cas  où  n  =  -jl.  nous  aurons  à  former  noire  inté- 
grale avec 

M,     M^ 


•'\  M,     M, 

Nous  prendrons  alors  successivement  les  poinl>  M,  el  AL  : 

D'ahord  tous  deux  à  l'intérieur,  ce  (jui,  eu  inl<'"grant  par  ra[)|)(irt 
à  ^h^  et  (h^^  nous  donnera  une  intégrale  f|uadnipl<': 

Puis  M(  sur  le  contour  et  Mo  à  l'intérieur;  lIc  même  Mi  à  l'inté- 
rieur et  Mo  sur  le  contour;  ce  qui,  dans  chacun  de  ces  cas,  en 
intégranl  mhIc  contour  par  rapport  à  c/.v  et  à  rinl('n('ui' |)ar  ra|)|»ort 
à  c/t,  nous  loiiniiia  une  intégrale  triple; 

i^nfin,  les  deux  points  sur  le  contour,  d  où  une  intégrale 
double. 

f.e  coefficient  So  du  développement  de  D,  par  exeuqile,  sera 
donc  donné  par  la  formule 

r  !  '^ii    M,  \  r  (  "^'i    "^'•'  \ 


M,     M, 
Ml     M, 


/.Si   ds-i. 


Pour  //  (piclcoiupic.  1  «'lément  général  du  détei'nuuanl  (pi  il  faut 
Intégrer  est  /(M/  M/f  ). 

Si  les  points  M/,  M/;  sont  tous  deux  à  l'intérieur,  il  faudra 
prendre  pour  y  le  nojau  de  l'intégrale  double  dans  l'équation  qui 
doit  (L'Lerminer  'i.  Si  les  deux  points  sont  sur  le  contour,  on 
prendra  pour  /'le  noyau  de  l'intégrale  simple.  Enfin,  si  l'un  des 
points  est  à  rintérieur  et  l'autre  sur  le  contour,  c'est  le  second 
point   qui  <l(''lermineia  le  choix  du  noyau. 

La  méthode  de  Fredholm  s'applique  en  somme  sans  beaucoiq) 
de  changements  ;  les  séries  obtenues  sont  très  convergentes,  mais 
le  calcul  des  termes  est  fort  long. 

I()0.  L"a[)|)licaliou  de  la  méthode  de  Freilindiu  à  une  équation 
intégrale  com|)rcnaut  à  la  fois  une  intégrale  simple  et  une 
intégrale  double  peut  >  c\[)o>ci-  d'une  manière  dillerente. 
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Vne  telle  équation  est  de  la  forme 


o(M)=j\(P)/^{M,V)ds'-^  ^o(l>)/2(M,  P)rf7'^.^(M 


•^(M)  est  une  roncllon  inconnue  des  coordonnées  x,  y  du 
point  M; 

o  (P)  est  la  même  fonction  des  coordonnées  ç,  rj  du  point  P  5 

fi  et  f-i  sont  des  fonctions  données  des  coordonnées  de  ces 
deux  points. 

Nous  avons  un  contour  liniilaut  une  certaine  aire  :  ds'  est  un 
élément  d'arc  du  contour  et  (/z  un  élément  de  surface  de  l'aire 
limitée  {/i^-  '^'i). 


Dans  la  première  intégrale  de  l'équation,    P  est  le   centre  de 
gravité  de  l'élément  r/5' ;  dans  la  seconde,  P  est  le  centre  de  yra- 

1m?.  33. 


vile  de  l'élément  di'. 


Soit  A  l'aire  considérée.  Par  les  diilérents  points  du  contour, 
menons  les'^normales  extérieures  à  ce  contour  :  elles  décriront  une 
aire  complémentaire  H  extérieure  à  A. 

Les  normales  aux  extrémités  de  l'élément  ds'  découperont  sur 
le  contour  de  B  un  éh-uient  d'arc  dS'. 

Prenons  un  point  M  ou  P  dans  B,  et  abaissons  les  normales 
MM',  PP'  sur  Ic'conlour  de  A  (//>•.  :V.\). 
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\jdL  fonclion  /,  (M,  P)  est  driinle  quand  le  |)<jial  I^  se  trouve  sur 
le  contour  et  le  point  M,  soit  à  1  intérieur,  soil  sur  le  contour  lui- 
iiièjne;  la  fonction  /o  (M,  P)  est  définie  quand  P  est  à  l'intérieur 
de  1  aire   V  et  M  à  linlériciir  (»u  sur  le  contour. 

Nous  pouvons  remplacer  notre  é([uatifin  où  (iijureul  deux  inté- 
grales par  une  é(piation  ne  contenant  qu  une  intégrale  unique, 
soil 

ç(.M)=  f^i  V)/i  M,  l>W/7'-n-'^(i\I), 

en  étendant  cette  intéj^raie  à  laiie  totale  An-  B. 

Mais  il  faut  alois  définir  la  fonction  /. 

Par  définition,  si  M  et  P  sont  tous  deux  à  l'intérieur  de  l'aire  A, 

on  prendra 

/=/2(.M,P). 

Si  M  est  dans  Taire  B  et  I*  dans  l'aire  A, 
/=f,(M',V). 

SI  M  est  dans  l'aire  A  et  P  dans  Taire  B, 
/=/,(M,l".^. 

Si  M  et  P  sont  tous  deux  dans  Taire  B, 
/=/.(. M,  !■■)§,. 

Il  est  clair  alors  que  l'intégrale  unique  sera  la  somme  des  deux 
intégrales,  Tune  simple,  Tautie  double,  qui  figurent  dans  l'é- 
quation donnée. 

Quant  à  la  fonction  'j,   si  M    ou   P  se  trouve  dans  Taire  !>,    on 

aura,  par  définition, 

cp(.M)  =  o(M'), 

«(P)=o(P'). 

On  est  donc  conduit  p;ii-  ccl  ai-lifice  d'c\p(i>ili(iii  aux  inèincs 
résultats  cpie  précédcmuicut. 

Kil.    Cas    où   la   méthode    est  en  défaut.   —    Nous   axons,    en 
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géiitTal^ 

L= ^ =/(^)- 

Toutefois,  si  le  bassin  considéré  se  trouvait  limité  par  un  paral- 
lèle, ou  bien  encore  si  on  ne  tenait  pas  compte  de  la  courbure, 
comme  dans  le  problème  du  vase  tournant,  C  se  réduirait  à  une 
constante. 

Dans  ce  cas,  nous  ne  pouvons  plus  déterminer  de  fonction  de 
Green  répondant  à  la  condition 

dG       _,  cICt 

hC-y-    =    O. 

d/i  as 

Nous  sommes  obligés  de  prendre 

dG       p  ^  _  ., 
du  ds 

11  eu  résulte  que  la  fonction  -^  définie  par  l'équation 
_  2-0  =  Tf'G  di' 

ne  satisfera  pas  sur  le  contour  à  la  condition 

du  ds  ' 


mais  bien  à  la  condition 

^/p         ..  do 


d'^       ^  do  r        , 

—r — r-C-r-=  —  ]  V    aT=  const.  ; 

an  a\-  J 


o  ne  donnerait  donc  pas  la  solution  du  problème. 

On   se   lire  d'afi'aire    en  ajoutant  une    constante   R    au   second 
meudire  de  l'équation  qui  doit  définir  'o  et  posant  alors 


—  ar.o  =  /  l"' 


Gc/7'+  K. 


L'addition  de  K  n'euipècliera  |)as  que  l'on  ait  toujour. 

Ao  =  F 
et,  de  plus,  nous  aurons 

do       , .  do 


an  ds  .  / 


k. 
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Mais  1^''  est  (lc\enu  alors  une  functiou  lim'-aire  de  K  ;  et,  cumiue 
le  coefncienl  <le  K  n'est  pas  nul,  en  ^rnéral,  nous  pourrons  dispo- 
ser de  K  lie  niauièi-e  à  annuler  la  cousliuilf  /. .  L.i  lonelion  'i 
salisfcia  alors  aux  eonditnins  du  proliliinc 

i6!2.  Remarque  sur  la  conduite  des  calculs.  —  l/application 
de  la  uH'lliode  de  Fredludm  à  iinte-ijration  des  (-(lualions  du  pro- 
blème des  marées,  telle  que  nous  l'aNOns  exposée,  conduit  à  faire 
le  calcul  en  deux  étapes  :  on  détermine  d'ahord  la  fonction  de 
Green  G,  ce  qui  nécessite  déjà  la  résolution  d  une  éipialion  de 
Fredliolm,  puis  ensuite  on  détermine  o  à  laide  dune  autre  équation 
de  Fredliolm.  Ceci  n'est  pas  absolument  nécessaire  et,  sans  entrer 
dans  le  détail,  nous  dirons  seulement  qu'il  est  possible  de  donner 
tout  de  suite  à  l'é-quatlun  de  Fredliolm  nue  l'orme  où  ne  (i<;ureraient 
que  des  fondions  connues. 

103.  Détermination  des  oscillations  propres.  —  Dans  les 
coefficients  «,  h,  c,f,  (igure  X;  par  exemple, 

Dans  l'application  de  la  mélbode,  il  importe  de  ne  pas  confondre 
ce  paramétre  A  (pii  caractérise  la  période  de  loscillalion  avec  le 
j)aramètre  de  Téquationde  Fredholm  <pie  nous  avions  appelé),  aux 
n"*  1  i'2  et  sui\ants  et  que  nous  ap|)ellerons  désormais  a',  de  sorte 
que  notre  é([uation  sera  mise  sous  la  lorme 


o(x)  =  rJoa)f(T,  i^)d\  +  '1{X). 


Si  l'on  reclierclie  les  oscillations  contraintes,  À  est  une  donnée 
de  la  question,  il  suffit  de  le  remplacer  dans  les  formules  par  sa 
valeur  nnuH'i'iipic. 

Mais,  s'il  s'agit  de  déterminer  les  oscillations  jM'ojires,  A  est  une 
inconnue,  et  nous  avons  alors  à  déterminer  deux  paramètres  : 
a'  et  A. 

La  méthode  de  Fredholm  fournit  une  solution  (pu  se  |)ri'sente 
sous  la  foruie  du  (|uolirnt  de  deux  séries 

iM  À')  ' 
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Dans  le  cas  des  oscillalions  |)ro|)res, 

<\>{x)  =  o. 

[|  faul  donc  que  I  on  ail 

D  =o. 

Le  dénominateur  D  est  une  fonction  entière  de  ).'  dont  les 
coefficients  dépendent  de  A;  nous  pouvons  l'écrire 

D(À',)0. 

Si  nous  supposons  que  a,  ù,  c, /"  soient  des  polynômes  entiers 
en  A,  ainsi  qu'il  arrive  dans  les  problèmes  de  marées,  D  (À',  À) 
sera  également  une  fonction  entière  de  X. 

En  effet,  le  coefficient  S„  de  )/"  satisfait  à  l'inégalité 

v  n  1 


M  étant  la  plus  grande  valeur  possible  du  noyau,   lequel  est  un 
polynôme  en  À.  Par  suite 

A"l"i' 
S„  <  —=-  • 

v//t! 

S«  est  donc  bien  une  fonction  entière  de  /. 

Lorsque,  dans  D  (/.',  a),  nous  ferons  a'  =  i ,  il  nous  restera  alors 
une  fonction  entière  de  a  et,  en  l'égalant  à  zéro,  nous  obtiendrons 
l'équation  qui  nous  fournira  les  périodes  des  oscillations  propres. 

164.  Cas  où  les  coefficients  deviennent  infinis.  —  L'analyse 
précédente  suppose  essentiellement  que  les  fonctions  d,  b,  c,  f 
restent  finies. 

Or,  elles  peuvent  devenir  infinies  pour  deux  raisons  : 

i"  Si,  contrairement  à  l'hypothèse  faite  jusqu'ici,  la  mer  n'est 
pas  limitée  |)ar  des  parois  verticales.  En  ellet,  l'équation  du  pro- 
blème est  d'une  forme  telle  que 


^ilx\    dx)  ^  ^      dx 


P.  -  III.  i8 
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d'où 

'  ^^  a.r    (IX  '  dx 

■^  do     dh  K  B  do 

^^  d:r   h  dx         II   '         Il    dx 

SI  donc  la  mer  csl  liniitcc  piir  des  parois  inclinées,  nous  aurons 

sur  les  bords  h  =  o  el  les  coeflicients  de  's,  -r^t    ...   de\iendronl 

'     dx 

infinis  ; 

2"  Rappelons  (juc  dans  les  ('f|ualious  relatives  à  la  sj)lière  tour- 
nante (§  77)  s'introduit  le  terme 

/   /,    do 


/if  ajant  la  valeur 


À^A 


/■■'  -t-  4  to-  cos-O 


A-  étant  essentiellement  négatif,  le  dénominateur  de  /> ,  pouira 

s'annuler  si 

i  A-l  <4w-. 

Alors  A,   deviendra  inlini  et  il  en  sera  de  même  du  coefficient 

d/i  1         d  \oç:,/ii 
/(]  dx  dx 

Ainsi  donc,  même  lorsqu'on  néglige  II",  la  résolution  du  pro- 
blème dans  le  cas  général  se  beurte  à  deux  diffi(ndtés  :  l'une  pro- 
venant de  ce  que  la  profondeur  peut  être  nulle  sur  les  bords  ; 
l'autre  de  ce  (ju'il  existe  certaines  latitudes  critiques,  lorsque  )> 
et  to  satisfont  à  la  condition 

|A2|<4w2. 

C'est  cette  seconde  difficulté  (jue  nous  allons  examiner  tout 
d'abord. 

165.  Bassin  à  parois  verticales  et  traversé  par  un  parallèle 
critique.  —  Les  coefficients  deviennent  alors  infinis  tout  le  long 
des  parallèles  de  latitude  donnés  jnir 

X^-J-  4(o2  cos^O  =  o. 


PROCÉDÉS    I)  IME(in.\TION    DKS    KQIATION.S    DU    l'IlOBLK.ME    DKS    MAItÉI-S.       ijS 

Mais  il  est  possible  de  diriger  le  calcul,  comme  nous  lavons 
in(li(|ué  au  paragraj)lie  78.  île  manière  à  cNilcr  linlroduclion  de 
leiines  infinis. 

Rappelons  les  équations  fondamentales  aux(juclles  nous  avions 
été  conduits.  En  désignant  par  li  la  {profondeur  au  point  dont  les 
coordonnées  sur  la  carte  conforme  sont  x  et  y,  le  rapport  de  simi- 
litude étant  A",  l'équation  de  continuité  s'écrit 

^^  ^^     dx      ~  ■' 

En  négligeant  II"  et  posant  alors 

la  condition  à  la  surface  libre  nous  donne 

(^)  --^  ^  —  ^' 

Quant  aux  composantes  //  et  r  du  déplacement  sui\ant  les  axes 
de  la  carte,  elles  seront  fournies  par  les  équations 


Q(., 


(3)  ^  '^ 

^    '  \    do 

dr 

avec 


/. 


Prenons  l'équation  (i)  qui  donne  X,  et  dillérentions-la  par  rap- 
port à  .r  ;  rious  aurons,  en  mettant  en  évidence  les  termes  contenant 
les  dérivées  secondes  de  u  et  r, 


£1  =  /. .  ni  — 

dx         '        l  dx- 


A  représentant  Tenscndile  des  termes  conlcnaiit  les  dérivées  pre- 
mières ou  les  fonctions  ii  et  t'  elles-mêmes. 
D'autre  part,  Téqualion  (•>/)  donne  également 


dl       /fi                        i   d\\ 
-—  =  _(«_(),,) 

dx        g  g    dx 
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d'où 

(4)    • 

dx                \dx'-         dxdyj                  i,'^                ' 

cl  de 

même 

(5) 

dl        ,.  ,  l  d-u          d'-i>\        „        Xî 
dj'               \dxdy       dy^                  g^ 

A'    c'.r 


1   ^ 

ï'  'dy 


d\\       d\Y  ]      /■         • 

—7—  et  -;—  sont  des  lonclions  connues. 

dx         dy 

On  a,  d'ailleurs,  cx|)licilenieat 


dx  \"  ''    dx  dx  /  dx  \  '    dx 


dh  \ 
dv   dk-  h        ,  „  dh   dv  d   /  .    dh 

-f-  A  -  —, ; r-  V  -7—  (  k- 


^y   ^y         ^y  '^^-^       ^-^  V    '^(x 

avec  une  expression  analogue  pour  B. 

Nous  obtenons  ainsi  deux  équations  entre  u  et  r,  dont  les 
coefficients  ne  deviennent  pas  infinis  à  la  latitude  critique. 

Les  termes  infinis  s'étaient  introduits  précédemment  quand  on 
résolvait  par  rapport  à  u  et  c,  parce  que  le  délerniinaut  des 
é(juations  s'annulait  pour  cette  latitude. 

Les  équations  (4)  et  (5)  auxquelles  nous  sommes  parvenus 
peuvent  s'écrire 

)    '        V    dx-  dx  dy 1  ' 

(6) 

^'^■''[d^Ti]^-^   ^  )^'' 

X  et  Y  étant  des  fonctions  linéaires  de  //,  r  et  de  leurs  déri\ées 
premières,  dont  les  coefficients  sont  connus  et  ne  deviennent  pas 
infinis. 

D'autre  part,  si  nous  dérivons  la  première  des  équations  (3) 
par  rapport  à  jk  et  la  seconde  par  rapport  à  x^  nous  obtenons,  en 
égalant  les  résultats, 

du        dv  _      /du        dv\ 

Dillérentions  maintenant  cette  équation  successivement  par 
rapport  à  or  et  ■d. y  et  multiplions  par  k'-h  ;  nous  aurons,  en  tenant 
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compte  de  (6), 


(8) 


/    d"^ Il  ^    \  -  o\^-—/i  /  (—        —\ 

'  \  dx  dy  ~     dx-    J  ~  "-         dx  '       ^  dx        dyj^ 

'      \    ^fy"'  dx  dy)  ~    '  dy  '       \ dx        dy  ) 


Si,  alors,  nous  ajoutons  la  première  des  équations  (6)  à  la  se- 
conde des  équations  (8)  et  si  nous  retranchons  les  deux  autres, 
nous  obtiendrons  lînalenient 


(9) 

en  posant 


) 

k'- 

■  /(  \u 

=  F, 

i 

/.■2 

h  At' 

-F, 

F 

=  X 

-^QY 

-f-  A-2  h 

dQ  /  du 
dy  \  dx 

-+- 

di^\ 
dy) 

Fi 

=  ^ 

-QX 

-  A  -^  h 

du   /  du 
dx  \  dx 

-+- 

dv\ 
dy) 

Il  s'agit  d'intégrer  les  équations  (9). 

On  voit  qu'elles  sont  tout  à  fait  analogues  à  celle  que  nous 
avons  précédemment  traitée,  mais  nous  avons  à  déterminer  deux 
f(mctions  11  et  c  au  lieu  d'une  seule  fonction  cp. 

A-,  le  rapport  de  similitude  de  la  carte  à  la  sphère,  et  h,  la  pro- 
fondeur, sont  des  fonctions  counues  de  x  ely. 

F  et  F,  sont  des  fonctions  linéaires  de  u,  v  et  de  leurs  dérivées 
premières,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  connues  de  x 
ely  ne  devenant  pas  inhnies. 

Par  exemple, 

T-.  du  ,  . 

F  =  a—, \-. .  .-i-  ou  -h  cv  ■+  j. 

dx 

Si  nous  supj)osons  alors  (pie  la  mer  soit  limitée  par  une  falaise 
^erlicale,  //  ne  s'annulera  |)as  ;  /.  ne  sannulant  pas  non  plus,  nous 
pr)urrons  di\iser  par  /.-A,  et  nous  aurons  à  intégrer  les  équations 

(  lu  =  *, 

les  fonctions  4)  et  <I>,  ('-tant  de  même  forme  que  F  et  F,. 

Puis(pie  nous  a\ons  deux  fonctions  inconnues,  nous  serons 
obligés  de  nous  donner  deux  conditions  aux  limites. 


278  i'm:Mit:i«i:  I'Autii:.   —  (iivi'irui;  x. 

La  preniirre  exj)riiner.i  (luc  la  (oinijosaiile  normale  du  di'pla- 
cemeni  esl  nulle  sur  le  cdiiloiir.  soit 

(il)  (xii  -.-  'iv  =  o, 

a  et  |j  élauL  les  cosinus  directeurs  de  la  noiniale  à  léléinenl  ds. 

Comme  seconde  condition,  nous  prendrons  Téquation  (-)  (|ui, 
devant  être  satisfaite  dans  l'aire  (Mitière,  le  sera  également  sur  le 
conlour.  Kn  posanl   pour  ahri'gci- 

_  du        dv  I  du        dv  \ 

'       ~  dy        dx  \dx        dy  j 

cette  seconde  condition  aux  limites  s'écrit 

(12)  D(i/,y)  =  o; 

D(m,  v^  est  une  comhinaison  linéaire  des  dérivées  premières  de 
u  et  v^  elle  coeflicient  1>  ne  devient  pas  inlini  non  plus. 

Remai'quons  encore  qu'il  v  aura  deux  latitudes  critiques  svmé- 

triques  données  par 

û  =  ±  f. 

Si  donc  il  s'agissait  de  marées  semi-diurnes,  les  latitudes  cri- 
tiques seraient  dans  les  mers  polaires  et  il  n'j  aurait  j)as  lieu  de 
s'en  occuper.  La  question  se  pose  surtout  pour  les  marées  diurnes 
dont  les  latitudes  critiques  sont,  dans  chaque  hémisphère,  voisines 
du  Go'^  parallèle. 

IGG.  iNous  suivrons,  pour  intégrer  les  équations  (10)  avec  les 
conditions  aux  limites  (1  i)  et  (12),  une  marche  analogue  à  celle 
que  nous  avons  précédemment  employée. 

Kn  premier  lieu,  nous  chercherons  à  résoudre  le  proI»]ème  pré- 
liminaire suivant  : 

Construire  deux  fonctions   u   et  c,   sachant   qu'à  l'intérieur  de 

l'aire  on  a 

\xi  =  A»'  =  o 

et  en  se  donnant  sur  le  contour 

oLu-{-\iv  =  N, 
D(h,  ^•)  =  M. 

Le  problème  ainsi  [)osé  ne  comporte  pas  toujours  de  solution. 
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l*oiir  qu'il  existe  une  solution,  il  faut  que  M  et  N  soient  assu- 
jettis à  un  certain  nombre  de  conditions,  comme  nous  le  verrons 
tout  à  l'heure. 

Soit,  par  exemple,  n  le  nombre  de  ces  conditions. 

Nous  ne  pouvons  plus  alors  résoudre  le  problème,  quels  que 
soient  M  et  N.  Mais  nous  introduirons  n  fonctions 

et  n  fonctions  correspondantes 

Toutes  ces  fonctions  sont  choisies  arbitrairement  une  fois 
pour  toutes. 

Alors,  au  lieu  des  conditions  posées  plus  haut,  nous  prendrons 

xu-+-{iv  =  N  -f- y /c ,•'!;,•, 

D(a,  p)  =  M  -f- V  A-,(p,.. 

Les  fonctions  'j  et  -i;  sont  données  et  les  ki  sont  des  constantes 
inconnues  que  l'on  pourra  déterminer  de  manière  à  satisfaire  aux 
n  conditions  entre  M  et  N  et  en  déduire  ensuite  a  et  v. 

Nous  pourrons  toujours  supposer  qu'il  est  impossible  d'avoir 
une  solution  telle  que 

otK  H-  fÎP  =  <hi. 

En  efTet,  soit  «,,  r,  cette  solution  ;  si  elle  existe,  la  solution 

U  —  /yiUi, 

V  —  A-n'i 

conviendra  également,  et  l'on  pourrait  alors  faire  disparaître  les 
termes  contenant  -i;/  et  o/. 

Plus  généralement,  on  ne  peut  pas  avoir 


D(«,  i^)=^A7c?/, 
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sauf  quand  lous  les  coefliclcjas  /.   sont  mils  à  la  fuis  ci  (jnc  l'on  a 

<xu  -T-  '^v  =  o, 
!)(?<,(•)  =  o. 

K)/.  Supposons  (|iie  nous  sarliions  l't-sondrc  ce  prrniicr  |>ro- 
blèine. 

Nous  chercherons  alors  à  drlcrniincr  deux  couples  de  fonctions 
de  Grccn  parliculirics  ({('liiiifs  de  la  iiianirre  ^ui\all!<•. 

I>c  |)i-cMiici-  coiiplr  sera  foniK-  de  ileu\  fonctions  G,  G',  telles  cpie 

O-lo,^, 
G' 

soienl  des  fonctions  harmoniques  à  rinléiienr  du  cdUlDur.   cl  ([ue 
Ion  ait  sur  le  contour 

D(G,G')  =  V/o'^,-. 

Ces  conditions  ne  sont  pas  inconipatihles  avec  celles  qui  assu- 
jellissaienl  u  et  c  tout  à  l'heure,  j)arcc  qu'ici  les  fonctions  G  et  G' 
ne  sont  pas  harnionicpies  toutes  deux. 

On  saura  résoudre  ce  problème  si  l'on  sait  résoudre  le  précédent. 

De  même,  nous  déterminerons  un  second  couple  G,,  G',    par 

les  conditions  que 

G,, 

G;-ioff-^ 

soient  des  fonctions  harmoniques  à  rinh'iicui-  du  contour,  et  (pic 
l'on  ail  sur  le  contour 

aG,^  sg;  =  V/,.,t,.^ 

D(G„  G',)  =  V /,,,,.. 

108.  Ceci  posé,  nous  pouvons  ahorder  le  problème  lui-même, 
c  est-à-dire  la  détermination  des  fonctions  u  et  c  qui  satisfont  aux 
équations  (lo),  (i  i)  et  (12). 
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?Sous   pouvons  loujonrs  (h'finir  deux    fondions    L    et  \    par  les 
condilions 


(i3) 


1  —1T.V  =  ^<l>'GV/c-'+  A''|  G',  dn'^  V. 


Gela  suppose,  à  vrai  dire,  l'existenee  de  la  solution,  mais  elle 
n'est  pas  douteuse  dans  ce  cas. 

Les  fonctions  G,  G';  G|,  G'j,  préalablement  déterminc-es,  sont 
des  fonctions  des  coordonnées  .r,  y  ;  ç,  't\. 

F 

$  =  -; — -    est  une  fonction  de  x^  y:  u,  r  et  leurs  dérivées. 

k-h  -    ^ 

<!>' désigne  la  même  fonction  de  ç,  r,  ;  u',  r'et  leurs  dérivées  ;  u' el  v' 
représentant  ce  que  deviennent  les  fonctions  u  et  v  (juand  on  y 
remplace  les  variables  x,  y  par  c,  "/j. 

De  même  pour  <ï>,  et  <!>',. 

Or,  je  dis  dabord  que  U  et  ^'  satisfont  à  l'équation  de  l.aplace, 
à  l'intérieur  du  contour. 

En  elFet,  formons  A//  et  Ar.  Si  nous  remplaçons  G  par 

nous  aurons,  puisqu'on  peut  ditlerenlier  sous  le  signe  /  lorsqu'il 
s  agit  d'une  fonction  liarmonique, 

_  ..ttA..  =  A^'l.'  h>'^  ^,  d7'^J<i^'  A  (g  -  ioj;  -^.)  r/.'-^*',  AG.6^7'- AU. 

La  première  intégrale  du  second  membre  rej)résente,  au  point 
x,y  où  la  densité  est  <!>,  le  potentiel  logarithmique  d'une  aire  atti- 
rante de  densité  <!>'  au  jioint  ;.  y,  :  son  laplacien  est,  par  suite,  égal 
à  —  2r.fl>.   (}uant  aux  deux  autres  intégrales,   elles   sont  nulles, 

puisque   G   —  log  -^^  et    G,     sont    des    fonctions    liaruioiii([ues. 

On  a  donc 

—  •>  -  \a  =  —  ■iT.<ï'  -^  AU . 

Mais,  d'après  (lo), 

A«  =  «l>. 
Par  suite 

AU  =  o, 


aSa  l'HKMlKKi;    l'VUTlK.    —    CIIM'ITIU:    \. 

t'I.  (le  iiu'mc, 

AV  =  <). 

Voyons  maintenant  à  ({uelles  conditions  satisfont  U  et  \  sur  le 
contour.  Calculons.  |)ar  exemple,  y.n-\-'-ji\  On  a.  d'api-rs  (ii) 
et(i3), 

—  ■>.  -  (  a  M  ~  3  r  ) 

=  r*'(aG-i-  pG')rf7'-^  /'P,  (aGi^  ^G,  )  r/j'-r- aU  —  jiN' =  o. 

Or,  on  a  sur  le  contour,  daprrs  la  dclinilion  de  G  et  G', 

aG-f-?G'  =  V  A-, 6,.. 

<ï>'  ne  dépend  que  de  H  et  Tj  ;  par  conséquent,  la  première  inté- 
grale, qui  est  prise  par  rapport  à  ;  et  r,,  sera  aussi  une  combinaison 
linéaire  des  fonctions  'h  de  x  el  y. 

Il  en  est  de  tnéme  de  la  seconde  intégrale. 

l*ar  conséquent,  on  aura  sur  le  contour  une  condition  de  la 
forme 

On  montrerait  de  même  que  I  ou  doit  avoir  aussi 
D(U,V)=V/,.ç.. 

Les  fonctions  U  et  \^  satisfont  donc  dans  Taire  à  l'équation  de 
Laplace  et  sur  le  contour  à  ces  conditions  aux  limites. 

Or,  nous  avons  vu  qu'il  n'existe  pas  de  fonctions  satisfaisant  à 
ces  conditions,  à  moins  cjue  les  /r  ne  soient  tous  nuls.  De  plus, 
ainsi  que  nous  le  verrons  plus  loin,  dans  le  cas  que  nous  envisa- 
geons, il  lien  existe  pas  qui  satisfassent  à 

D(U,  V)  =  o. 

On  a  donc  nécessairement 

U  =  V  =  o. 
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[1  en  résulte  (iiic 


—  •!-«=  A' G  n'7'-4-  A'',  G,  c?7'. 

—  f.T:v  =  /  «I>'G'  <^7'-T-  /  <I»',  G'i  (Vt'. 


11  suffira  dinléyrer  par  parties,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  au 
parayraphe  158,  pour  mettre  ces  équations  intégrales  sous  forme 
d'équations  de  Fredholm,  qui  nous  fourniront  a  et  ç.  On  aura 
ensuite  ^  par  l'équation  (i). 

169.  Tout  revient  donc,  en  somme,  à  la  résolution  du  problème 

préliminaire  posé  au  paragraphe  106  : 

Construire  deux  fonctions   it  et  r  satisfaisant  à  l'équation  de 

Laplace 

A«  =  Ac  =  o 

à  l'intérieur  de  l'aire,  et  aux  conditions 

D(a,  r)  =  Mm- V /,-,.„., 

sur  le  contour. 

Nous  poserons  pour  cela 

dx 

ces  deux  fonctions  P  et  Q  étant  telles  que,  à  l'intérieur  du  contour, 

AP  =  aQ  =  o. 
Puisque 

dP       ^dP       dP 

dx        ^  dy        dti 

les  conditions  aux  limites  deviennent  alors 

-  -7^  —  i>  -^  =  M  -- >   kiOi  =  M, 
dx  dy  j^ 
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Celle  tiernit're  roiulilioii  no  lonfenne  plus  de  ternies  en  P. 

Nous  eoininenccrons  donc  \niv  déterniiner  la  l'onclion  (^.  Il  nous 
esl  permis  de  snpposeï-  que  le  eontotir  de  l'aire  est  une  rirconfé- 
renee,  lin  eflel.  nous  sa\ons  que,  dans  le  cas  d'un  et)nl()ur  quel- 
conque, il  sufiit  de  déterniiner  la  fonction  de  Green  ordinaire, 
G  (AI,  P),  relati\e  à  un  seul  point  M,  jiour  pouvoir  faire  de  Taire 
une  représenlalion  conl'orme  sur  un  cercle,  nos  équations  des 
marées  conservant  la  ni('inc  loiine  essentielle. 

Posons  donc 


Nous  aurons 


X  -r-  ly  =^  z,         X  —  ly  ■=.  z 

dCj  _  dQ       dQ 
dx        dz        dz  ' 

dQ  _  ./d(^  _  dQ 
dy~^\  dz        dz' 


La  condition  sur  le  contour  s  écrit  alors 
et  1  é(|uation 


devient 


en  résulte  (pie 


AQ  ==  .. 

d'-Q 

717717' -= ''■ 


()i  dépcudani  seulement  de  z  et  (^)._,  seulement  de  z' . 
^Lors(pu'  le  contour  coupe  la   latitude  cilli(pie,    un  des  coeffi- 
cients de  1  équation  aux  limites  s'annule  :  ce  sera  i  -r  iû  lorsque 
le  contour  coupe  le   parallèle  critiipie  défini  par  ù  =  i  et  i  —  iQ 
lois(ju  il  coupe  l'autre. 

Par  11  vpoliièsc,  le  contour  coupe  la  lalilude  eril  upie  :  n(>u>  pour- 
rons donc  poseï" 

i-^iQ  ^(z  —  a)(z  —  b)...l]  =  II  l'(^), 

Il  ne   s'anniilanl   pas  sur  le  coiilour.  et   reprenant  la  hm'iuc  \alenr 
cpiand  on  a  lail  le  tour  du  cercle. 

Sur  la  circonférence  du   (  ticle.  le   layoïi  étant   pris  pour  unilt'-, 
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on  a 

z  =  e'?,         z'  =  e-'9  ; 

logH,  ainsi  (jue  toute  Conolion  périodique  de  »,  pourra  se  déve- 
lopper en  série  de  Fourier  suivant  les  puissances  positives  ou  néga- 
tives de  <?'?  :  11  y  aura  des  termes  contenant  z"^  et  d'autres  conte- 
nant ^"'",  c'est-à-dire  z'"'. 

Par  conséquent,  nous  pouvons  écrire 

les  H  =  Fi^F,, 

Fi    ne  renfermant  que  des  puissances   positives  de  z  et  V-,   des 
puissances  positives  de  :;'. 
D'où 

et  de  même 

i  —  iiî  =  P'(z'  )e^i+^''-2. 

P{z-)  et  P'(-^')  sont  des  polynômes  entiers  en  :;  et  z' ;  F,  et  F',  des 
séries  procédant  suivant  les  puissances  positives  de  z,  F,  et  F',  des 
séries  procédant  suivant  les  puissances  positives  de  z'. 

Il  y  a  cependant  une  petite  difficulté.  H  est  bien  une  fonction 
périodique  de  o,  mais,  lorsqu'on  a  fait  plusieurs  fois  le  tour  du 
cercle,  logH  peut  augmenter  de  2 /ni-.  Comme  il  en  est  de  même 
de  loge,  nous  poserons  alors 

loiïH  =  F,-(-  F^-f-nlogs, 
d'où 

et  z"  passera  dans  P(;).  Les  formules  restent  donc  vraies. 
Nous  avons  donc,  pour  la  condition  sur  le  contour, 

az  dz 

En  multi[)liant  ])ar  <'~^-~^'^ .,  il  vient 

Le  second  membre  est  une  l'onctiDU  périodi([u{'  de  '-s  ;  011  peut 
donc  écrire 
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0,  élanl  une  série  développée  suivant  les  puissances  positives  de  :; 
et  Bj  une  série  dé\cloppée  suivant  les  puissances  positives  de  z'. 
(>('lte  identité  entre  les  sommes  île  deux  séries  peut  se  séparer  en 
(Umix  ('(jiKitions  (pu  (lonncroiil  séparément  (),   cl  i)-2  • 

dz 

P'(z')e^"2-^'^'—^  =  e.,—  K. 
az 

Toutefois,  il  y  a  des  conditions  à  remplir.  Ainsi,  le  premier 
membre  de  la  première  équation  s'annule  pour  lous  les  zéros 
de  i.*(:-)',  il  doit  donc  en  être  de  même  de  0,  +  K. 

Or,  nous  disposons  d'un  certain  nombre  de  constantes  arbitraires  : 
d'une  part  K,  d'autre  part  les  //  qui  figurent  dans  M,  ;  nous  pour- 
rons les  déterminer  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions. 

Le  nombre  de  celles-ci  est  le  nombre  n  des  points  d'intersection 
du  contour  avec  les  deux  latitudes  critiques;  j)ar  conséquent, 
les  />•/  de\ronl  é-tre  au  noud)re  de  /i  —  i. 

Le  problème  (■onq)orte  alois  une  solution  unupie,  de  sorte 
ciu'ainsi  que  nous  1  avons  dil  pins  liant,  on  ne  peut  a\oir 

xU-r-.'îV=o,         D(U,V)  =  o 
sans  avoir 

U  =  V  =  o. 

Si,  au  contraire,  le  contour  ne  rencontrait  pas  les  latitudes  cri- 
tiques, il  resterait  une  constante  arbitiaire  K. 

Ayant  obtenu  (^>,  et  i)^-  ^''  p-"'  suite  Q,  nous  aurons  -j—  par 
la  relation 

Nous  sommes  ainsi  ramenés,  |)Our  trouver  l\  à  un  problème 
connu  (§  152). 

On  sait  (pie  P  de\ra  satisfaire  à  la  condition 


J    dn 


ds 


mais,  (^  n  étant  (b'tenniiie  (pi  à  une  constante  prè>;.  on  en  disposera 
pour  y  satishiire. 
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Nous  pouvons  donc,  j)ar  cette  mt-lliode,  résoudre  le  proldènie 
des  marées  dans  le  cas  très  j;('néral  d'un  bassin  liuiilé  par  un  con- 
tour- (|tu'K()U(|U(',  à  condition  loulrfois  de  négliger  H",  et  dans 
1  hjpollicse  (juc  les  parois  soient  verticales. 

Nous  allons  exposer  maintenant  une  autre  méthode  qui  perjnet 
d'éviter  plus  simplement  la  difficulté  provenant  des  latitudes  cri- 
tiques, et  présente  en  outre  laxantage  de  s'appliquer  au  cas  des 
parois  inclinées. 

170.  Cas  général  :  Bassin  à  parois  inclinées  et  limité  par  un 
contour  quelconque.  —  Considérons  l'équation 

dans    laquelle   Lu    représente    une    condjinaison  linéaire  de  \u, 

-T-)  -7-  et  (t.  dont  les  coefficients  sont,  ainsi  que  /,  des  fonctions 
dx    dy  1       ./  ' 

connues  de  x  etjK- 

Supposons,  en  outre,  que  nous  nous  donnions  sur  le  contour 
des  conditions  quelconques. 

La  solution  [)Ourra  se  mettre  sous  la  forme 


"  =  //'G(.r,  j-,  ?,-n)^c7', 


G  étant  une  fonction  de  Green  généralisée.  Quant  à  /"',  c'est  ce 
que  devient  la  fonction  y'quand  on  y  remplace  les  variables  x  el y 

par  ;,  y.;  et 

di'  =  d\  dr^ . 

Tout  le  problème  est  ramené  à  la  détermination  de  la  fonc- 
tion G. 

Posons 

],u  =  Lu?/  -+-  À  b]  «, 

L,  u  ne  contenant  pas  de  terme  en  la,  mais  seulement  a  et  ses 
dérivées  du  premier  ordre.  Le  coefficient  de  A//  ne  dépend  donc 
pas  du  paramètre  arbitraire  ).. 

Je  dis  d'abord  que  si  l'on  sait  foiiner  la  fonction  de  Green  corres- 
pondant à  L,,/^,  c'est-à-dire  pour  À  =  o,  on  saura  la  former  égale- 
ment |)(tur  toutes  les  \aleurs  de  A. 


9.88  l'KK.MiKUi:  l'vrniK.    -  •  iiai'itui;  \. 

l-'ii  ellcl.  iKiiis  pouvons  t'-ciiit^ 

Soll  iilors  (  1,1  lii  foiuiloii  (le  Grcen  i-clali\ c  à  L^  j  nous  imioiis 


u=  —  l     L\  Gy  ch'-+-  //'Go  <f^' 


L',  étant  ce  que  (l(>\i(Mit  T.,  ([luind  on  y  remplace  JC,y  et  //  |>ar  ;.  r, 
et  tf'. 

I.a   lonclion  sous   le  signe    /    tlans  le  coellieienl  de  A  est  de  la 

iornie 

du'        ,.  du' 
A  -—  -^  B  -y-  H-  G, 
û?ï  dq 

A,  J},  G  ('lanl  des  l'onelions  connues  de  ^v,y,  ^,  r,. 

En   lntéi;rant   par  parties,  comme   au   paragraphe   lo8,  on   lera 

disi)arailre   les   termes  en  -^^  >  -;-  et  le  coefficient  de  A  se  trouvera 

ainsi  ramené  à  la  forme  qu'il  a  dans  une  équalion  de  Fredliolm. 

Ainsi,  la  niélliode  de  Fredliolm  nous  |»eiiu('tli'a  de  Iromer  G 
pour  une  valeur  quelconque  de  A. 

C'est  en  somme  ce  que  nous  avons  fait  jiis(|u"à  présent,  en  pre- 
nant simplement 

et  l'on  ne  rencontrait  pas  alors  de  diflieullés  tant  (|ue  les  coetlicients 
de  L,  a  ne  devenaient  pas  infinis. 

171.   Mais,  si  nous  supposons,  par  exemple, 

nous  pourrons  rencontrer  une  difficulté,  de  ce  fait  que  /:'- h  sera 
susceptible  de  s'annulei-  sur  le  contour  si  les  parois  sont  inclinées. 
Dans  ce  cas,  en  eilel,  la  fonction  de  Green  pourra  devenir  infinie 

(l'iiii  ni'dic  lr()|)  élevé  |)our  (pie  la  méthode  de  Fredliolm  soit  apj)li- 
cahle. 

G  désignanl  la  ft)uelion  de  Green  oi<linaire,  (pu  s  annule  sur  le 
contour,  on  aura 

^'"- 7F^' — ' 
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/»•'  et  II  élanl  ce  que  deviennenl  respectlvemcnl  k  cl  h  i|iian(l  on  y 
remplace  x  ely  P^iï"  Ç  el  r,. 

G  et  h'  s'annulant  tous  deux  sur  le  bord.  Gq  restera  liai  sur  le 
bord. 

I*our  voir  coninient  Go  se  comporte  dans  le  voisinage  du  bord, 
représentons  le  contour  ainsi  que  les  points  M  et  P. 

Si  un  seul  de  ces  [)oinls  {^fig.  .34)  est  très  voisin  du  bord,  la 
fonction  de  Green  reste  (inie,  aucune  difficulté  ne  se  présente. 


Si  les  deux  points  sont  très  voisins  et  très  voisins  du  bord,  lout 
se  passera  comme  si  Tare  du  contour  voisin  était  remplacé  par  une 
droite;  l'expression  de  la  fonction  de  Green  est  alors 


,      M  P 

M'  représentant  le  symétrique  de  M;  d'où 

^         I  ,       M'P 

y  étant  une  quantité  de  l'ordre  de  MP. 

Quelles  que  soient  les  positions  respectives  des  trois  points  M, 

M',  P,  cette  expression  est  toujours  inférieure  à  r^,  /,■  étant  fini. 
I  ■'  MP 

Par  conséquent,  G,,  pourra  devenir  infiniment  grand,  mais  au  plus 

d'ordre  i  :  ce  qui  n'ofl're  aucun  inconvénient  puisque  nous  avons 

ailairc  à  une  intégrale  double,  à  condition  que  L,  n  ne  renferme 

que  u  el  jjas  ses  dérivées. 

Mais,  si  nous  a\ons  dans  L,  u  des  termes  en  -r-  et  -^-i  l'inléara- 

dx       dy  ° 

•      .  I      •  I  I  ■     ■      '  "  Gn  d\j,^ 

lidu    par  paitics    iiiliodiiira    h-s  dcnvees  — ;5r- et  — r- '  el  nous  nous 
'         '  d\  dr^ 

trouverons  dans  des  conditions  où  la  méthode  de  Fredhohn  n'est 

plus  directement  applicable.    En  eiï'et,   Go   est   homogène   et  de 

degré   —  i    |)ar  rapjiort   à  j)',   M'P  et  MP;   par   la  diUérentiation, 

nous  obtiendrons  une  expression   iKunogçne  cl  de   degré  —  2  et, 

P.  -  m.  10 
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l'inlé^r.Tle  ('■Innt   doiililc.  I;i    ii'il/iiilnm   m:  >aiiiMil  nmi'-  (oiirnir  un 
novaii  qui  icsle  lini. 

il  V  :i  (Idiic  là  iim'  (litliciilti'  ins   im|H)iUiiilc. 

172.  ^n  |>('iil  en  tii<>in|iliri'  m'iiiiiiiniu^  en  <li;mi;t';iiU  le  clieinin 
(rinlc'|L;r;ilinii. 

SiinpiixiiiN  il  ;il)()iil  une  seule  \;iii:il)le  ./■.  ;i\ec  sa  c'orfOS|ion- 
(laiile  ::  [.//  esl  alors  une  ex|)i'cssii)n  iliHi'-i'eiilielle  lini-aire  ordi- 
naire et  non  plus  une  expression  aux  dérivées  partielles. 

Nous  aurons  comme  cliemin  d  inl(''^ralion  un  certain  serment 
rectilignc  aO:  la  (onction  a  esl  suppcjsée  définie  pour  toutes  les 
Naleurs  comprises  entre  a  et  0.  et  doit  .satisfaire  en  ces  deux 
points  (  /ÎL'.  ^'))  à  certaines  comlitions  aux  limites. 


Fig.  33. 


Prenons,  par  exemple,  cette  condilion  simple  ipic  //  doit  s  an- 
nuler en  a  et  b.  Nous  pourrons  déformer  lé^^èrement  le  cliemin 
d'intégration  el  j)iendre  un  chemin  «•urviliqne  imaginaire  :  nous 
obtiendrons  ainsi  la  continuation  analytique  de  la  fonction  |)récé- 
denle. 

Si  donc  une  dif'ficullé  provient  de  ce  que  le  coefficient  de  Li// 
devient  infini  en  un  certain  point  c  deaO,  nous  nous  en  aUVanclii- 
rons  en  prenant  le  chemin  curviligne. 

On  peut,  ce  qui  revient  au  même,  suivre  le  chemin  rcclilignc 
de  pari  et  d'autre  de  c,  el  contourner  ce  point  par  un  petit 
<lélour. 

Le  cas  esl   (h'jà  plus  comijlicpié  si  la  difficulté  se  présente  aux 

1  ,     •    .      .  ■  Il  ,•,.   •  ,     d-  Il 

deux  ex t rem !'••>.  >iu|)posoiis.  par  exemple,  que  le  cocllicienl  de  —r—, 

dans  L„  s'annule  en  a  el  //,  chacun  de  ces  deux  points  étant  un 
pôle  simple,  c'est-à-dire  que  le  coefficient  sera  divisible  par 
(.r  —  a)  (x  —  b)  et  non  |)ar  (x  —  a)-  ni  par  ('.r  —  b)-.  Parmi  les 
solutions  de  l'équation  diflércntielle.  il  en  est  une  (pii  reslera  finie 
îiiix  deux  extrémités,  et  c'est  celle-là  (jue  nous  adopterons  comme 
satisfaisant  aux  conditions   aux   limites.   En  remplaçant   ces  cou- 
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dilions  par  d  autres  équivalentes,    on  pourra    éviter  la   difficulté 
par  un  artifice  analogue  au  précédent. 

Suivons  le  chemin  rectiligne  de  a  à  3  et  complétons-le  par  une 
boucle  autour  de  chaque  extréniilé.  Nous  nous  imposerons  ces 
conditions  qu'en  franchissant  le  point  a  par-dessus,  la  fonction  u 
reste  continue  ainsi  que  sa  dérivée  première,  puis  reprenne  la 
même  valeur  quand  on  revient  en  a.  De  même  à  l'autre  extré- 
mité (  fig ,  36). 

Fig.  3G. 


Nous  assujettissons  donc  la  fonction  à  se  comporter  comme  une 
fonction  uniforme:  toutefois  ce  que  nous  écrivons,  c  est  que  la 
fonction  u  re|)rend  la  même  valeur  quand  on  va  de  a  en  a  en  sui- 
vant la  boucle  particulière  que  nous  avons  choisie;  nous  ne  préju- 
geons rien  sur  ce  qui  se  passerait  avec  une  boucle  difTérente; 
cependant  la  condition  sera  remplie/>r//'  surcioil  pour  une  boucle 
quelconque,  et  aussi  pour  les  dérivées  de  u  si,  comme  nous  le 
supposons,  il  existe  une  intégrale  régulière.  La  condition  de  se 
comporter  comme  une  intégrale  régulière  est  équivalente  à  celle 
de  rester  finie  aux  extrémités,  car,  s  il  existe  une  intégrale  régu- 
lière, ce  sera  celle-là  qui  resterait  la  fois  finie  et  uniforme. 

Nous  nous  trouvons  ainsi  affranchis  de  la  difficulté. 

173.  Les  mêmes  procédés  peuvent  s'étendre  au  cas  de  deux 
variables.  Le  champ  d'intégration  est  ici  une  aire  plane  limitée 
par  un  certain  contour:  nous  le  modifierons  en  intégrant  le  long 
d'une  aire  courbe  dans  l'espace. 

De  nos  deux  variables  x  et  y,  nous  supjjoserons  que  x  reste 
réelle;  y,  au  contraire,  sera  considérée  comme  imaginaire  et  devien- 
dra j^  -t-  i  z.  Le  point  dont  les  coordonnées  dans  l'espace  sont.r, ->',  ; 
représentera  l'ensemble  de  nos  deux  \ariables  fl'intégration. 

Lue  première  difficulté  peut  se  présenter  :  c  est  que,  le  long  de 
certaines  latitudes  critiques,  nous  avons  un  coeffii'i<'ul  inlini.  Alors 
nous  modifierons  un  peu  notre  champ  d'intégration,  nous  passe- 
rons au-dessus  de  ces  lignes  critiques  en  ne  restant  pas  dans  le 
plan  des  xy  ijîg-  S^). 


agi  PREMIÈRE    l'AUTIE.    —    CIIAI'ITIIK    X. 

Une  antre  (lifllcullé  judsicnt  de  rc  (|iic  l;i  {)i(il'ondpur  est  nulle 
sur  les  bords  lorsque  les  parois  ne  sont  pas  verticales. 

Dans  ce  cas,  nous  intégrerons  à  l'intérieur  du  eonloniavec  deux 
vaiiaMes  réelles  (région  couverte  de  hacliures)  et  nous  contour- 
nerons le  bord  en  suivant  la  surface  engendrée  par  les  boucles 
ngur('es  sur  la  section  suivant  AB. 

Nous  obtiendrons  ainsi  des  intégrales  imaginaires.  (|iril  est  aisé 
de  ramener  à  des  quadratures  réelles. 

Gomme  condition  aux  limites,  nous  assujeltircms  la  fonction  /f 
à  reprendre  la  même  valeur  quand  on  revient  dan-»  le  plan  des  xy 
après  avoir  tourné  autour  du  bord. 

En  procédant  ainsi,  nous  pourrons  é\iter  tonte  (liltleulté. 

Il  suffit  que  L„«  soit  constitué  de  telle  sorte  qnOn  puisse  s'en 
servir  pour  définir  Gq,  e'est-à-dire  que  Lo«  com|)orte  une  seule 
solution   qui    reste    uniforme   lorsqu'on    fait   le    tour   de    la    péri- 

j)bérie. 

Fis.  37. 


Ou  |)Ourrait  songera  prendie 

mais  dans  ce  cas,  précisément,  cette  condition  ne  serait  pas  rem- 
plie. On  s'en  rend  compte  aisément  en  considérant  le  cas  dune 
seule  variable.  Soit,  par  exemple, 

LoK  =  A- h  -—-' 

CIT- 
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S'il  exislc  nue  solution  uniforme 

il  V  en  aura  aussi  une  infinité  d'autres,  de  la  forme 

u  —  '^(  .r  j  -(-  r  -t-  Cl  ,r, 

€  et  Ci  étant  deux  constantes  d'intégration. 
11  faudi\i  prendre  alors,  par  exemple, 

LqM  =  k-  h  \u  -+-  u, 

el  cette  difficulté  ne  se  présentera  plus. 

Seulement,  il  faut  pou\oir  intégrer  et  trouver  Go  dans  ce  nou- 
veau cas. 

Or,  nous  avons  \u  que,  même  lorsque  le  coefficient  k-  h  s'annule 
aux  bords,  la  méthode  générale  s'applique  encore  à  condition  que  L, 

,  du     du 

ne    contienne  que  des   ternies  en  u  et  pas  de  termes    en-^t  -j-' 

Comme    nous  savons  intégrer   pour  k-]i  A//,   nous  saurons  donc 

intégrer  aussi  pour 

A -A  A»  -T-  of/, 

'^  étant  une  fonction  de  x  ely. 

Go  sera  donc  facile  à  former. 

Je  renverrai,  pour  plus  de  détails  à  mon  Ouvrage,  Gotlinger 
Voriràge  (^Leipzig,  Teubner,  1909). 

171.  Manière  de  tenir  compte  de  l'attraction  du  bourrelet.  — 
Jusqu'ici,  nous  avons  négligé  II';  il  nous  reste  à  montrer  comment 
on  pourrait  en  tenir  compte. 

Nous  avons  d'abord  une  première  équation 

])uis  une  seconde 

X,=   i(A-2,^_II"__W), 

W  étant  une  fonction  connue. 

Posons 

L  =  Lo-+-L,, 

en  prenant  égal   à   l'unité  le  paramètre  A  des  paragraphes  précé- 
dents. 
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I*;ir  liv|)(tlli(''S(',  nous  connaissons   \n   (onction  (l,,  rclatiNc  ;"i   Lq  ; 
nous  avons  alors 

et  nous  en  ilcduisons 

^'  est  ce  (|ue  devienl  ^  quand  on  v  remplacer  et  v  par  E  et  tj;  'j' ce 
c|ue  devient   ^   (piand   on  (ait    la  même  substitution:  \J_   enfin  ce 
que  devient  L,  (piand  on  v  remplace  ^,  T'  et  '^  par  ;.  y,  et  u.'. 
La  deu.vième  ('(pialion  s  ce  ril 


'^-ïh-m-^^y 


Nous  savons,  en  edet,  cpie  fl"  est  le  potentiel  Au  à  l'attraction 
d'une  couche  su|)erfici(dle  de  densité  —  ^  (§  !28 ). 

c/t'  l'cprésente  un  élément  de  la  surlaee  de  la  s|ili(  rc,  mais 
é%'alu('    sur    la    cfirle  :   sur    la    splière    même,    cet    élément    est 

donc  -j-;-- 

"C,'  est  la  valeur  de  Ç  au  point  de  coordonnées  ç,  y^.  (  hiant  à  /•, 
c'est  la  distance  du  point  x^y  au  point  ç,  Tj,  mais  évaluée  dans  l'es- 
pace^ et  non  sur  la  carte. 

Lors(|u'on    aura    int(''j;ré   par  parties  pour  faire    disparaître    les 

</v'  c/'i'  ...  Il'  /  •  • 

termes  en —77- et  -V- <| III    tii;urent  dans    1^,   avec  o,  nos   etiuations 

Cl-  (Ir^      '  '  1  .    '  1 

en  C3  et  ^  se  présenteront  sous  la  forme  déquations  de  Fredliolm, 
mais  à  deux  fonctions  inconnues.  M.  Fiediiolm  a  montré  que  ce 
cas  se  ramenait  immédiatement  à  celui  dune  e(piati(ni  ordi- 
naire. 

Pour  le  faire  voir,  considérons  seulement  le  cas  d  une  variable 
unique.  Soient  deux  éfjuations  de  Fredliolm  entre  deux  fonctions 
inconnues  ci,  et  '.2.> 

?i  (^)  =  Al  '  0  Kl  (-r,  0  ^?  +  /  ?i(;  )  ^..(x,  t  )  ^/ï  H- •:.,  (.r,K 
les  intégrations  étant  eilectuées  entre  le.s  limites  o  el  1. 
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Ces  (''(|uations  petiveiil  se  ramener  à  une  seule, 


o(x}^f'^(i}K(x,  Or/ï-t-.|.(:r); 


seulement,  iei,  j:  el  ;  sarieronl  entre  o  et  2. 
^ous  poserons 

Pour         o<J7<i,         o{x)  =  '^i(x),  'lix)  =  'liix), 

Pour  ^>i,         %(x)  =  'f-,(x  —  i),         <\i(x}  =  ■l.,i.v  —  i), 

el  pour  définir  les  noyaux 

x<i,  ^<i,  k  =  K,. 

x<i,  ^>i,  K  =  KîC^r,  ;  —  I), 

a;>i,  ï<i,  K  =  Ksix  —  i,  0, 

J">i,  ^>')  K  =  Ki(:r  — I,;  —  1). 

La  réduction  est  alors  nninédiate. 

On  peut  l'aire  de  même  s"il  s"agit  d'intégrales  doubles.  Il  suffi- 
rait de  doubler  Taire  d'intégration  par  une  autre  aire  égale  placée 
à  côté,  de  même  qu'on  a  précédemment  doublé  le  segment. 

175.  Examen  critique  de  la  méthode  de  Fredholm.  —  Nous  ne 
pousserons  pas  plus  loin  lexposé  de  la  méthode  de  Fredholm; 
mais,  avant  d'ajjandonner  ce  sujet,  nous  nous  demanderons  ce 
(pTon  peut  en  attendre  pour  la  résolution  du  problème  des 
marées. 

Théoriquement,  la  méthode  donne  la  solution  du  problème  :  les 
séries  qu'elle  fournit  convergent  avec  une  très  grande  rapidité.  A 
ce  point  de  \  ne,  rien  à  désirer. 

Seulement,  le  calcul  de  chaque  terme  est  loin  d'être  simjile. 
Certainement,  on  pourrait  le  simplifier.  C'est  ainsi  qu  il  n'est  pas 
indispensable  de  toujours  procéder  par  éta|)es  comme  nous  1  avons 
fiiit.  La  détermination  de  chaque  fonction  de  Green  evige  la  réso- 
lution d'une  écpiation  de  l'^redholm  et,  la  plupart  du  tenq)S,  on 
peut  abréger  beaueoiq)  les  calculs  en  faisant  tout  à  la  lois. 

De  plus,  on  j)ourrait  se  dispenser  d'intégrer  le  déterminant  dont 
l'élément  général  est /(M,-,  Ma);  il  suffirait  de  savoir  former  la 
série  des  noyanx  réitérés  pour  obtenir  aisément  la  série  en  A. 

Néanmoins,  en    d('|iil  de  tdiites   les  simpliliealions  |»()ssd)lcs,  le 
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calcul  restera  Ircs  lon^.  Il  faudra  nccessairenimt  iiili-ndiiire  la 
profondeur  de  la  mer  et  la  repn'senler  par  une  iDnclion  :  d'où 
une  conipiiealion  extrême,  qu'on  n'«''\  ilt-rail  (primparfaitement  en 
adonliinl  iiK'iiM'  iiiic  loi  xluMiiiilKnif  i;r()>sicri'. 

Dans  ces  conditions,  il  est  pcrinl>  de  se  demander  si  le  tra- 
vail considi'-ialtlc  exi^c  seiail  en  rapport  avec  un  ii'Sidtal  (orct-mcnt 
douteux. 

Mais  ce  nest  pas  loutencore.  l*ourjuj;er  de  l.i  \;deiird  une  mé- 
thode d'inl«^i;ration  nouvelle,  M.  Hermitea\ail  coutume  de  poser 
cette  question  :  Pourriez-vous  relrou\er  |)ai'  ce  procédé  les  cas 
partiiiilicis  d  intt'i^ralion  d('jà  connus? 

Jus(prici,  la  nK'lliode  de  P'redlioliii  ne  répond  ipriuqiarl'aite- 
menl  à  ce  critérium.  Il  faudrait  traxaillcr  encore  beaucoup  poui-  la 
mettre  entièrement  au  point. 

Toutefois,  ceci  ne  serait  j)as  une  raison  suflisanir  poiiis  en  passer. 
D'al)ord.  il  n'en  existe  pas  d'autre.  Ensuite,  on  |)cut  espérer  en 
obtenir-  l;i  dt'monstration  rigoureuse  de  certains  théorèmes  utiles. 

Supposons,  par  exemple,  deux  bassins  oc<';aniqiics  communi- 
quant par  un  détroit.  Si  le  premier  de  ces  bassins  se  trouve  isolé- 
ment en  lésonance  avec  un  des  termes  du  potentiel,  ou  peut 
admellie  (pie  les  marées  v  sont  (  omiiiamb-es  par  cette  r(;sonance, 
tout  comme  si  le  second  bassin  n  e\is|;iil   pas. 

Mais  ce  n"esl  là  (pi'iine  inluitioii.  cl  pour  arrivera  connaître. 
inême  approximativement,  la  jH-riode  dOseillation  propre  du 
biissiii  en  (pie^tion.  ou  est  oblii;»''  di'  négliger  bien  des  choses.  La 
mi'lhode  de  |-'rcdholm  permeltrail  de  contrôler  cet  te  intuition,  elle 
pourrait  montrer  (juclb'  doit  être  la  limite  de  la  perlection  de  la 
résonance  jioiir  cpic  l.i  conclusion  >oil  léi;iliine;  en  un  mot,  elle 
ferait  \oii'  quel  est  Tordre  de  grandeur  de  IciMCur  commise  et  (piel 
est  son  sens. 

iJe  même,  dans  la  comparaison  de  la  IJHîorie  avec  lesobserxa- 
tions,  on  est  souvent  amené  à  assiiniler  un  bassin  de  loiiiie  plus 
ou  moins  compliquée  à  un  canal  seusibb^menl  ('quivalenl.  C  est 
ainsi  (pie  nous  troinerons  à  la  base  de  la  théorie  de  Harris  certains 
lemmes  mi-int  iii!il>,  mi-basés  sur  une  tlu-orit;  ou  îles  observations 
grossières. 

Ici  encore,  la  mélhodt;  de  l'redholm  nous  iburnirait  le  moyen 
d'en  véiiiler  la  légitimité. 
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Tel  esl  Tappiii  (inOu  [leul  aciiiellenieul  espérer  retiivr  de  I  a|)- 
plication  de  celte  uK-lliode  an  jiroblèine  des  marées. 

Ces  mêmes  conclusions  s'appliquent  également  à  une  autre 
niétliode  qui  est  encore  à  peine  ébauchée  et  dont  nous  allons  dire 
<|u<'lqu('s  mois,  la  mélliode  de  M.  Piitz. 

17(5.  Méthode  de  Ritz.  —  La  méthode  de  Ritz  s'applnpie  au  cas 
où  Ton  a  à  déterminer  une  fonction  par  le  calcul  des  variations. 
Supposons  une  certaine  intégrale  .1  définie  par  la  relation 


./.,. 


L'i  dépend  de  la   fonction  inconnue   '.;   et   de    ses    dérivées    pre- 

. .        do    do  .  .  .       , .     ,   .  . 

mieres  -—y  -j-\  mais  cen  est  pas  une  expression  linéaire  :  c  est  un 

polynôme  du  second  degré,  non  iiomogène. 

il  s'agit  de  cliercher  la  fonction  .5,  assujettie  à  certaines  condi- 
tions au?i  limites,  qui  rende  J  minimum. 

M.  Ritz  considère  une  série  indéfinie  de  fonctions 


Toutes  ces  fonctions  sont  assujetties  à  certaines  conditions  : 
En    premier   lieu,   elles  doivent  satisfaire   aux  conditions   aux 
limites  auxquelles  satisfait  la  fon(;tion  'i. 

Ensuite,  il  faut  qu'une  fonction  quelconque  F  j)uisse  être  repré- 
sentée par  une  série  procédant  suivant  les  fonctions  ■]>,  soit 

\  oici,  à  titre  d  exemple,  une  application  simple  montrant  com- 
ment les  fonctions  -li  peuvent  être  choisies. 
Supposons  un  contour  (nielconque 

sur  letpicl  1,1  toiutioii  'i  est  assujettie  à  s  annuler. 

Inscri\()ns  ce  contour  dans  un  carré  aAant  |)our  côtés  (Jig-  38) 

a*  =  rh  « ,         y  =^z:z  a. 
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Nous  |)ren(lrons 

in    mT.xsin    nxT.y 


•l  =  0 


cos      a      cos      a 


•!/.  renfoniKiiit   h  t-u  l;i(lt'iir.   salislail    bien  à  la  condition  d  èlie 

nul  sur  le  contouf. 

Fis.  -iK. 


Consitlérons  également  une  lonctimi  quelconque    F  sannulant 

sur  le  eonioui-:  —  restera   lini.    lui   général,   la  fond  ion    [•'  ne  sera 

définie  (|u  à   1  intéiieur  du  conlour.  \  r(;xléricur.   nou-  inouions 
la  dd-finir  couinie  il  nous  conviendra,  cl  |»rcndrc,  pai-  c\cui|tle. 


—  pourra  se  développer  en  série  de  Fouricr.  el  nous  aurons,  par 

suite,  le  développement  de  F  en  série  procédant  suivant  les  fonc- 
tions 'J/. 

Pour  résoudre  le  pi"<)l)l("  lue  tel  (piil  la  posé.  M.  Iiitz  rcpiésentc 'i 
par  la  suite  finie 

^- 1 'f  1  -*-  '^2  'i-o  -;-...—  X«  'l'a. 

Si  Ion  suhslilue  dans  la  preuiicre  é(piation,  .1  deviendra  un  po- 
Ivnonie  entier  du  second  ordre  en  a,,  a,,  . . .,  y.„. 

On  peut  disposer  des  indéterminées  a  |)()ur  icndic  .1  mininiiini: 
d  en  r(''sultera  une  valeur  de  'i  que  j"aj)pelle  'i„. 

M.  Iiilz  a  dé'iuonlic  (^wt'-c,,  cunverge  \ers  une  limite  déterminée 
qui  n  est  autre  chose  (pie  la  tonclion  '^  cliercliée. 

M.  Hitz  a  aj)pliqué  sa  mélliode  avec  succès  au  piuMéme  de 
hirichlct  et  à  celui  de  Ic'lasticité. 

(  )n  peut  espérer  (pie  les  artifices  qu'il  a  employés,  ou  des  arti- 
fices analogues,  seraient  également  a|)plica|jles  au  proMème  des 
marées,  mais  je  ne  l'ai  pas  vcrifié. 
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Il  faut  auparavant  montrer  que  les  équations  du  prol)lème 
des  marées  peuvent  se  ramener  à  celles  d'un  problème  du  calcul 
des  variations. 

177.  Réduction  des  équations  des  marées  au  calcul  des  varia- 
tions. —  Reprenons  léquation  générale  du  problème  (  i^  77^ 


^d  dx  \      dx  )         ô{x,y)         k- 
avec 

Il  1  =  T^; T^, 77,  ' 

•2tO  cosO  , 

ll-l  =   ; •  /*!  ; 

// 1  et  lu  contenant  h  en  facteur  s'annulent  sur  les  Jjords,  à  moins 
(pie  les  parois  ne  soient  constituées  par  des  falaises  verticales. 

En  second  lieu,  k  est  essentiellement  réel  :  il  en  est  de  même 
de  /<(  qui  contient  ).-  en  facteur;  mais  /io,  qui  renferme  ).,  est 
essentiellement  imaginaire,  Ir,  est  négatif;  A"  est  le  rapport  de  simi- 
litude. 

Nous  avons,  de  plus,  une  seconde  équation,  qui  lie  'C  à  'i, 

:  =  l(}.2,^_n"_w), 

g  ' 

\\  étant  la  fonction  connue  Ce'^  correspondant  au  potentiel  des 
forces  extérieures. 

Pour  mettre  ces  équatif)ns  sous  la  forme  que  nous  avons  en 
\ue,  nous  séparerons  les  |)arties  réelles  et  les  parties  imaginaires. 
Posons 

II"  =  \\\  -+-  iii;, 

W  =  W,  -)-  iWa, 

T,  ('tanl  CNsentiellement  réel. 

Siiitsiii lions  et  égalons  les   parties  réelles  et  les  parties  iinagi- 
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naires:  ukh-  ôhlirudinn^  iildi-'^  i|ii:itif  é(jii,iti(ins 


2  — (h  'hi  \ 
dx  \    '  dx  /         0<x.  Y)        /.- 


?i      A-r,    ^    11",    ,    w,  ^^^ 
9,      ^r.        n;        w. 


Multiplions  res|)efii\ciii('iil  ces  qualre  équations  par  Ov, /^/t, 
ryz-.d'j,  rj'^^dj.  Z't^d^,  iijoutons  et  intéi;rons  |)ar  rapjjort  à  7  sur 
toute  Taire  considérée.  Nous  obtiendrons  ainsi  une  intégrale 


/'/^(?,-?î,r,,r,,  891,0^2, 


:l.'^;-2K 


dépendant  des  fonctions  w,.  cî^;,  w,.  ^o  et  de  leurs  sariiitions  oj;,, 
O'^o,  ^v|,  0^2  ;  cette  intéj^rale  devra  être  nulle. 

Nous  allons  jnontrer  (|u"elle  se  réduit  à  la  variation  exacte  0.) 
d'une  inléyrdU'  .).  I^e  prohicnie  reviendra  donc  ù  (  lierclier  le  maxi- 
mum ou  le  miiiinium  de  .1 . 

l'renons,  en  ellet,  sueeessixement  (  liaque  lei-me  ou  groupe  de 
termes  :  nous  obtiendrons  autant  de  xai'iations  exactes. 

Nous  avons,  en  premier  lieu,  I  inlét;i"ale 

qui  donne,  en  intégrant  par  pai-ties, 

I^e  premier  terme  est  une  intt'-grale  <le  ligne  <pii  sera  nulle, 
puixpi  <dle  est  prise  le  long  du  bord  où  Ton  a  // 1  =  o. 

l^a  seconde  intégrale  est  une  intégrale  de  surlace  qui  est  égale  à 


jT-iiM"- 


C  est   donc    bien  une  variation  exacte.  De  même  |)0Lir  le  terme 
analogue  de  la  seconde  équation. 
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Maintenant,  considérons  ensemble  les  termes  provenant  des  dé- 
terminants fonctionnels  ;  ils  donnent 


/"        r^        (l    /     d-:j.\         ,        d    1     r/'i,\ 


'^'-  dx\'  dy 


d-^s 

0O.5  I    t   ■ — — 

'  '  dy  \  '  dr  y 


Transformons  également  en  intégrant  par  parties.  Chaque  inté- 
grale |)arlicidière  donnera  une  intégrale  de  ligne  étendue  au  con- 
tour et  qui  seia  nulle  puisqu'il  y  a  partout  r\  en  facteur,  puis  une 
intégrale  de  surface;  il  restera  donc 


/ 


f/7 


flfoçi   d'^-2        d^j-^i   d'Ç:2         <"/o'^2  d'j'i         dozo   d-^\ 
dx     dy  dy     dx  dx      dy  dy     dx 


cest-à-djre  encore  une  variation  exacte 

J  \  dx    dy  dx    dy  /  J    '         â(x, 

Combinons   —  ^^  avec  —  ^;  nous  aurons 

rd^    ^    ,  -  .    r  dn  ^ 


■1-  ri  ' 

y) 


l. 


De  même  pour  les  termes  analogues  —  7I  et  —  y^  • 

Les  seconds  termes  des  deux  dernières  équations  nous  donne- 


ront ensuite 


:/cr 


^(! 


.XU-2 


Considérons  maintenant  le  terme  en  II    ;  il  donne 


/i 


à/F"^^' 


Or.  n'étant  le  j)ol<'iiti('l  (.li'i  à  I  attraction  d  une  couche  super- 
ficielle de  densité  —  '^.  II,  proviendra  d  une  couche  superhcielle 
attirante  de  densité  — ^|.  et  oli,  sera  le  potentiel  dune  matière 
attirante    de    densité-    —  0^,  .    Daprès     un   théorème    général    de 
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la  lliéorie  «lu   pnlcnticl,  >i   \    cl  \     sont    les   piiiciilirU   rcsjx'clivo- 
iiieiit  iliisii  tU-  iiia>ses  m  cl  ni',  on  a 

l'ar  consi'qiM'nl , 

I)i'  inriiic  |)()ui'  le  tenue  en  II.,. 

il  ne  nous  reste  plus  que  les  termes  en  \^',  et  A\  o.  Le  premier 
donne 

()r.^^  ,  esl  une  lonelion  connue,  elle  n  a  pas  de  variations;  nous 
pouMiusdonc  écrire  celte  intéi;rale 

De  même  poui-  W^. 

Finalement,  nous  obtenons  une  \  analion  exacte 

^/         I      ^^   >.  \dx  dx  I  d{x,y)  k- 

Nous  nous  trouvons  donc  hicn  dans  les  conditions  voulues  j)our 
appliquer  la  mt'lliode  de  M.  lîit/.. 

Nous  pourrons  |)rcndre  pour  les  fonction^  -L  des  Jonctions  ipiel- 
conques  satisfaisant  aux  conditions  aux  limites,  llsul'lirade  prendre 
des  fondions  -|)licri(pies.  Toulefois.  il  v  aurait  une  diflicidt('-  pour 
la  lai  itiide  cntupie. 

(  )n  poiiriait  ('^ialcnuMit  dé\elo|)|)er  les  iiudimues  en  fouctious 
spliérupies  et  arrètcM-  le  dé\  elo|)pement  à  \\\\  terme  (pielcon(|ue. 
On  auiail  ainsi  un  nombre'  Uni  irindt'terminc'cs  r(dati\cs  à  un  svs- 
tème  restreint    po>s(''(lant  un  noud)re  fini   de  dei;rés  de  lihei-té.  (  )n 
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pomrail  alors  riilculer  les  qiianlilts  H,,,  II,,  IL  et  ap|)li(|ii<'r  Tana- 
Ijsc  cxposf'-e  an  déhul  de  cel  ()iivrai;e. 

Mai>  il  laiidiail  |)(i'jr  (h'inoiilrer  la  léi;ili  mil.-  ijii  dt''\  elopnemeiil 
une  analyse  qui  n'a  [)as  encore  élé  l'aile. 


i 


DEUXIEME  PARTIE. 

3IÉTM()DES  PRATIQUES  DE  PRÉDICTION  DES  .^lARÉES. 


CHAPITRE  XL 

ANALYSE  HARMONIQUE. 


178.  Nous  avons  vu  dans  la  première  Partie  que,  si  la  niélhode 
de  Fredholni  permet  théoriquement  d'intégrer  les  équations  du 
problème  des  marées,  néanmoins  la  difficulté  d'introduire  analjti- 
quement  la  loi  de  profondeur  de  la  mer  et  les  conditions  aux 
limites  sur  le  contour  compliqué  des  continents  conduisait  à  des 
calculs  pratiquement  inextricables.  D'ailleurs,  cette  méthode  est 
d'invention  toute  récente  et  jusqu'alors  le  problème  n'avait  pu 
être  traité  complètement  que  dans  des  cas  très  particuliers  dont  les 
conditions  sont  assez  éloignées  de  celles  qui  se  présentent  dans  la 
nature. 

Cependant,  on  prédit  les  marées  d'une  faÇon  régulière  et  sans 
mécomptes.  Le  procédé  le  plus  généralement  employé  daus  ce  but 
est  celui  (jui  a  été  proposé  en  Angleterre  sous  le  nom  (V analyse 
harmonique.  Nous  allons  en  exposer  les  principes  généraux,  en 
renvoyant  pour  les  détails  d'application  pratique  aux  nombreux 
Ouvrages  qui  ont  |)lus  particulièrement  traité  de  cette  question  (  '  ). 

(')  G. -H.  Dakwix  aiid  J.-G.  Adams, /l'e/vo/'^  o/ a  coniniittee  for  Ihe  kannonic 
analysis  of  observations  {British  Association,  i883).  —  Hait,  De  l'analyse 
harmonique  des  observations  de  marées  d'après  les  travaux  anL;lais  {Annales 
hydrographiijues,  1893).  —  Mauiuce  Levy,  Leçons  sur  la  théorie  des  marées, 
1898.  —  Uoli.i;t  dk  l'Islk,  Observation,  étude  et  prédiction  des  marées  (Ser- 
vice hydrog/ajjhii/ue  de  la  Marine,  1905). 

P.  —  m.  20 
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17'.).  \()ii>  Sii vous  (  s;  '21)  )  (|iit'  le  |)til('nlicl  |ici  1  urliiitoiir  I' —  l'j, 
«Jos  aslres  troublants,  en  un  point  dcleiiniiK"  de  coordonnées  6,  •!/, 
peutèlre  d»''com|)os(î  en  composantes  isochrones  conijde.xes 

I>  —  1',,=  ïCt'""; 

A  est  esseulicilcnicnt  imaginaire  et  dillrre  peu  de  vSVoj,  s  ctanl  un 
nombre  entier  pouvant  |)rendre  les  \alenrs  o.  rir  i ,  m  i. 

(j  =  Iv?*''r',  15  ('•t.int  iinicpit'inciit  l'oiiclion  de  la  ((dalilude  0  et  se 
tioii\  aiil  propoilioiinel  à 

i  cos^O  —  1  pour         5-=  o, 

sin2()  »  s  =  ±i; 

C  est  donc  une  fonction  connue  des  coordonnées  du  |i(iiiif. 

.\insi,  pour  cha(|ue  composante  isociirone  du  potentiel  perlur- 
hateur,  A  est  une  constante  ne  dépendant  que  du  mouvement  des 
astres  et  C  est  une  constante  en  chaque  lieu  considc'n''. 

Nous  savons,  de  pbi-;.  d'après  la  lln'oiic  ^l'iiérale  des  oscillations 
d'un  système  mécanique  (Chap.  H,  (pie  clnupie  com|>osante  iso- 
chrone complexe  du  |)()leutiel  pcrlurbatciir  donnera  naissance  à 
une  oscillalion  conliiiiulc  isochrone  harinoiiKpie  ((iiiqjlexe  de 
même  période;  de  telle  sorte,  (pien  désii;naiil  |»a!'  A  la  liaiiteur  île 
la  marée  au  lieu  considéré,  ou  aura 

h  =  111  c'>', 

les  À  étant  les  mi-mes  constantes  que  celles  (pii  entrent  dans  le 
développement  du  j)o[entiel  et  les  H  étant  des  fonctions  des  coor- 
données ilii  lieu. 

En  mettant  en  évidence  le  module  et  rargument  de  II,  nous 
pourrons  écrire,  puisque  les  termes  du  second  membre  son!  ima- 
i^inaires  conjugués  deux  à  deux. 


A  7=  V  —  e'"^  e'^'  -f-^  —  e-'? 


a  <'l;iiil  le  module  de  la  qnani  il('  im,ii;inaire  A,  e  e>t-à-ilirc  la  \  ilessc 
an.;ulaire  <le  I  onde. 

L  expression  de  la  lianleurih;  la  marc'c  sous  lonne  ii'elle  sera 

h  =  ÏA  e<.s(af -T-  ^3). 
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l*oiir  calculer  la  liaulcur  de  la  marée,  il  nous  faudrait  donc  con- 
naître, relativement  à  cliaque  oscillation  particulière,  trois  (juan- 
lités  :  la  vitesse  ani;iilaire  a,  rampliludc  A  et  la  phase  3. 

Les  vitesses  ani;ulaires  -j.  sont  les  mêmes  pour  tous  les  ports, 
nous  leur  attiil)uons  les  valeiiis  tliéoncpics  du  d('\elo|)pemenl  du 
potentiel,  elles  sont  donc  connues. 

Les  inconnues  A  et  ,3  seraient  fournies  par  l'intégration  des 
équations  dillérentielles  du  prohlème;  mais,  comme  ce  sont  des 
constantes  en  chacpie  port  considéré,  on  peut  aussi  chercher  à  les 
déterminer  expérimentalement. 

L^ne  fois  ces  constantes  ohtenues,  il  sera  possible  de  prédire  la 


marée. 


Tel  est  le  principe  général  de  la  méthode  de  l'Analyse  harmo- 
nique. Son  application  comporte  trois  groupes  d'opérations  suc- 
cessi\es  : 

i**  Observation  de  la  marée  pendant  un  temps  suflisaminent 
long; 

2"  Calcul  des  coeHicients  A  et  |j  ; 

3"  Calcul  de  k  pour  une  \aleur  donnée  de  t. 

I<S0.  Observation  de  la  marée  —  Les  appareils  destinés  à  en- 
registrer automatiquement  les  \ariations  du  niveau  de  la  mer  sont 
des  marégraphes. 

Un  marégraphe  se  compose  essentiellement  d'un  puits  dans 
lequel  l'eau  |)eut  p('nétrer  par  une  ouverture  étroite,  de  telle  sorte 
que  le  niveau  dans  l'intérieur  du  puils  soit  le  même  que  celui  de 
l'océan,  abstraction  faite  de  l'agitation  causée  par  les  lames.  Un 
llottetir,  qui  s't'dève  et  s'abaisse  avec  l'eau,  transmet  les  variations 
de  niveau,  par  l'intermédiaire  d'un  système  démulliplicaleur,  à 
un  cylindre  enregistreur  actionné  par  un  mouvement  d'horlo- 
gerie. 

De  la  courbe  de  m  irée  ainsi  obtenue,  il  est  aisé  de  déduire  le 
niveau  moyen  à  partir  duquel  on  doit  compter  li,  eii  prenant  la 
moyenne  d'un  grand  nombre  d'ordonnées  équidislantes. 

Mais  on  peut  égahmicnl  se  ser\  ir  dans  ce  biil  du  niédlinuré- 
niètre. 

Cet  a[)pareil  se  com[)ose  d'un   lube  vertical  (tanche,  dont  lex- 
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lit''iriilf  ial(''iieiirf'  est  ronsliliu'c  |>iir  un  \  asc  poreux.  L  équilibre 
de  ni\eau  s  élablil  alors  irès  lentenienl,  el  1  amplitude  des  oscilla- 
tions est  très  réduite.  Le  niveau  moven  de  l'oscillation  résultante 
à  l'intérieur  du  tube  est  le  même  que  celui  de  la  mer  et  peut  se 
déterminer  simplement  pai-  la  mo\enne  dobservations  faites  à  un 
assez  loni;  intervalle,  une  seule  par  jour,  par  e\em|dc. 

1<S|.  Calcul  des  coefficients. —  Nous  avon^  donc  |)ar  I  observa- 
tion une  courbe  nous  donnant /i  en  fonction  de  t.  11  s'agit  niainte- 
nan!  den  déduire  les  constantes  A  et  [j  particulières  à  chaque 
onde.  C  est  en  ceci  que  consiste  l'Analyse  harmonique  proprement 
dite. 

\ous  connaissons  au  Jn-u  considéré 

/<  =^  S  11  eJ-J-t 

Considérons  une  onde  particulière 

Iloe'*"' 

et  proposons-nous  (Vgï\  déterminer  les  éléments. 
Kn  mettant  cette  onde  en  é\idence,  nous  écrirons 

le  S  s'étendant  à  toutes  les  autres  ondes. 


Cal(Milons  l'intégrale 


/■ 


T 

he   '="  dt. 


poiii'  u\\  intervalle  de  tem|)s  T  très  long.  Nous  avons 

\-.  H  e'fa-oto'T I 
,.  .       .    ...  _         -r +  HoT. 


/ 


Les  termes  où  T  figure  en  exponentielle  restent  toujours  petits, 
(luelque  grand  que  soit  T,  tandis  que  le  terme  H„T  devient  très 
grand.  Si  T  est  suffisamment  grand,  (;e  terme  sera  donc  le  seul 
sensible,  el  l'on  pourra  ('crire 


H«T=  f 


r 
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Le  module  de  Ho  donnera  alors  '-^  et  son  argunienl  j(,. 

i^n  sf'paraiil  les   parties  réelles  et  les  parties  imaginaires,  nous 
a\<)ns  pour  (K'-lernimer  A,,  el  ^i,,  les  deux  relations 

A„cos!3„  I     /'     ,  ,    ,, 
=        T^    /       n  cosoii^t  dt, 

.T 


Aosin^o  '      /       /     ■         ,   ,, 


/      h  sinau/ 


18!2.  Choix  de  la  période  T.  —  La  séparation  de  chaque  onde 
sera  faite  d'autant  plus  exactement  que  les  termes  introduits  dans 
rintégrale  par  les  autres  ondes  seront  plus  petits. 

Parmi  ces  termes,  figure  celui  qui  correspond  à  cf.r=  —  ao,  c'est- 
à-tlire  le  terme  imaginaire  conjugué  de  celui  que  nous  voulons 
séparer.  Comme  il  donne  en  facteur  e~"*"^  —  i,  on  le  fera  dispa- 
raître ainsi  que  les  termes  dont  les  vitesses  seraient  multiples  de  a,, 
en  choisissant  T  de  telle  sorte  que 


-a„T  = 


//  étant  un  entier  quelconque. 

De  plus,  il  conviendra  d'éliminer  tout  terme  susceptible  de 
devenir  dangereux,  soit  parce  que  son  amplitude  est  considérable, 
soitparce  que  sa  période  se  rapprochede  celle  du  terme  à  séparer. 
Soit,  par'  exemple.  H^e''^-^^  un  leiine  à  redouter;  il  donnera  en 
facteur  e' *'*''' '^ — i.  On  annulerait  donc  entièrement  rinlluence 
de  ce  terme  en  prenant 

—  (a,—  ao)T  :=  /•, 

/•  étant  un  entier. 

D'où,  entre  ^  et  /•,  la  relation 

a,,/- 


Mais,  a,  et  ao  «''tant  incctmmensurables,  cette  condition  ne  sera 
pas  toujours  exactement  réalisable.  On  y  satisfera  le  mieux  pos- 
sible, en  prenant  alors  pour  /•  et  q  les  entiers  les  plus  voisins  des 
valeurs  exactes  :  /•  sera  notablement  inférieur  à  q. 
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Pour  cfTectuer  avec  exactiliitle  la  séparation  dr  l(iiiir>  les  ondes, 
il  est  nécessaire  fl'avoir  ;■(  s,i  disposition  un  peu  plu-  d  une  nnn<'o 
dohservations. 

Supposons,  par  exi-niple,  que  nous  \oulions  calculer  1  onde  Sj. 
Nous  aurons  à  redouter  avant  tout  l'inlluence  de  Mj  dont  rain|)li- 
tude  est  très  grande,  cl  dont  la  période  est  peu  dillércnle.  .Nous 
prendrons  pour  /•  lenlier  le  |)lus  voisin  de 


ï|  3f„ 


<  365  X  24, 


el  j)Our  r/  lenlicr  le  plu-.  \oi->iii  dr 

y.,,  r 


On  trouN  e  ici 


'j-\  — ■  ï,i 


/•  =  oj  :         f]  =  7'iS. 


Par    suite.   rint<i\;illt'   "J     devra    comprendre    "38    périodes    de 
I  onde  S2,  soit  3<)i)  jours  niOAens. 

I?our  calculer  M^.  londe  à  rcdonlei'  est  So  :  on  aura 

/■  =  5>.5;         7  =  7  '  i  •         T  =  j()<(',  5         (en  lenips  solaire  moyen). 

Pour  K^,  dont  la  période  est  un  denii-|our sidéial,  on  redoute  Mo  ; 

on  trouve 

/•  =  i')-.         <7  =  740;         T  =  3G9'. 

l'ouï'  1  onde  K  , ,  dont  la  pi-riode  est  \in  jour  sidéral,  on  redoute  O  ; 

on  trouve 

/•  =  ■}-;         (}  =  370;         T  =  3(')<)'. 

Pour    londe    N,    de    période   seini-diurne,    on   redoute    M^;   on 

prendra 

/•  =  i3;         ^^GSo;         T  =  358',7. 

Pour  londe  éveclionnelle  majeure  v,  on  redoute  également  M^: 

on  piendra 

/•  =  1  1  :         q  r-  (')(■)(>:         T  =  3><)',/|. 

l'.nlin,  pour  l'onde  Mil.nie  diiinie  P,  il   v  a  à  l'cdotiler  à  la  loi-.  K, 
et  (J;  ce  cpii  conduirait  à  |>iendre,  d  une  part, 

/•  =  •>.;  q  =  51)1 

et,  de  l'autre, 

/•  =  2  3;         y  =  3(')8. 
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Mais,  en  raison  de  la  petitesse  de  /•  dans  le  picniier  cas,  le 
terme  g'  *!-*>-■'■  corresj)ondant  à  K,  variera  très  lentement,  et  ion 
aura  avantage  à  prendre  pour  q  la  valeur  de  3()8  périodes  qui 
annulera  presque  exactement  aussi  l'inlluence  de  K,.  I)  où 

T  =  3^9^  moyens. 

183.  Séparation  des  ondes  par  la  méthode  des  moindres  carrés. 
—  Au  lieu  de  se  servir  d  une  intégrale,  comme  nous  \enons  de 
l'indiquer,  on  |)eut  encore  calculer  les  coefficients  par  la  inétiiode 
des  moin(^lres  carrés. 

Les  observations  nous   fournissent  une  série  d  équations  telles 

que 

Xll  e'="  =  A 

et  il  s  agit  de  déterminer  les  coeflicients  de  chaque  onde  de  ma- 
nière à  satisfaire  le  mieux  possible  à.  ces  équations.  Il  faut  donc 
choisir  les  H  de  telle  sorte  que 

soit  niiniimim.  L;i  preuuère  sommation  ^  s  apjilique  aux  dififé- 
rentes  valeurs  de  t  correspondant  aux  N  observations,  la  seconde 
aux  différentes  comj)osantes  de  la  marée  qui  sont  toutes,  deux  à 
deux,  imaginaires  conjuguées.  Soit Ho<?'*"Ma composante  à  séparer. 
En  dérivant  par  rapport  au  coefficient  de  la  com|)Osante  imaginaire 
conjuguée,  nous  aurons  l'équation 

Xe  '^o'(vn  e'=i'  —  h)  =  o. 

Mettons  H(,  en  évidence;  il  viendra 

X  H  X  e'  «-«."-r-  H^,^  =  ^/te   '^o'. 

I^e  coefficient  des  H  autres  que  Hq  sera  sensiblement  nul  si  les 
observations  sont  sensiblement  érpiidistantes.  l'osons,  en  ellet, 
/  =  ///T.  /n  j)renant  les  \aleurs 

o,     I,     ■).      ....     (N  — I). 

^|>u^  auions  piuii- coeflicient  de  H  une  progression  géométricjue 
ibuil  II  ^oulme  sei'a 

e/  a    a,;NT_, 
^i\x— a„,'T I 
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Comme  a^ao,  ce  coefficient  reste  fini,  quelque  f;ranil  (jiic 
soit  N,  et  Ton  pourra,  par  suite,  nc\y:lii::er  le  prouiier  lerinc. 

Ce  que  nous  avons  dit  du  choix  d<'  T=  Nt  j)our  I  application 
(le  la  méllidde  de  1  inlr<^rale  s'appli(pi('  également  ici.  Les  deux 
méthodes  conduisent  exactement  au  même  résullat. 

Si  les  ordonnées  n'étaient  pas  absolument  ('(piidislanles,  la 
compensation  se  ferait  encore,  mais  moins  hien. 

Ou  jtourrait  alors  procc'der  par  approximalions  successives; 
mais  cela  n  est  pas  nécessaire  pour  les  marées  à  courte  pé- 
riode. 

i8i.  Variation  des  coefficients  avec  I.  —  Les  coefficients  C  di» 
développement  du  polenliel  ne  sont  j)as  tous  des  constantes  abso- 
lues. INous  avons  vu,  en  efiet.  que  dans  quelques-uns  d'entre  eux 
figurait  l'inclinaison  1  de  l'orbite  lunaire  sur  l'équateur  (§  30). 
Or,  si  pendant  une  année  on  j)eut  considérer  I  comme  sensible- 
ment constant,  il  n'en  est  pas  moins  vrai  que  cet  élément  varie  : 
les  inclinaisons  de  l'équateur  et  de  l'orbite  lunaire  sur  lécliptique 
n'ont  que  des  variations  insensibles,  mais  1  est  fonction  de  la  lon- 
gitude du  nœud. 

Soit  donc  une  composante  de  la  marée  ifig-  \))  dont  le  coeffi- 
cient contient   en  facteur,  par  exemple,  cos*--  Si.  par  l'analyse 

Fi  g.  Sq. 


.^  Equatsur 

liariiionupie  d'une  année  d'observations  pendant  la(pielle  I  a\ail  la 
\aleur  Ig.  nf)us  a\ons  trou\(''  |)oiir  le  coefficient  d'amplitude  de 
cette  onde  la  \aleur  Af,.  pour  prédire  la  marée  au  cours  dune  autre 
année  où  1  aura  pris  la  valeur  I,,  il  conviendra  de  prendre  un  coef- 
licient  A,  tel  que 


Al  =  Aq 


..h' 
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Il  existe  des  Tables,  dressées  par  le  major  Baird,  donnant 
iimnédialement  pour  chaf|iie  onde  les  valeurs  pratiques  de  ces 
rajiports. 

Il    n'y   a    pas    lieu    den    tenir   compte    pour   les    composantes 

solaires. 

IcSrJ.  Examen  de  quelques  cas  particuliers.  —  i"  O/ir/es  sith'- 
rales.  —  Le  potentiel  de  la  Lune  et  celui  du  Soleil  dunnenl  clia- 
cun  une  composante  de  vitesse  co  dont  Faction  se  coml)ine  de  ma- 
nière à  former  une  seule  onde  sidérale  diurne  IV|.  Le  coeftieient 
du  terme  lunaire  dépendra  de  I,  de  sorte  que  le  coefficient  di;  K, 

sera  de  la  forme 

.\/(I)-i-B. 

Pour  passer  d'une  année  à  Tautre,  il  suffira  de  connaître  le  rap- 
port des  actions  de  la  Lune  et  du  Soleil,  ([ui  est  celui  des  coeffi- 
cients astronomiques  des  deux  termes  constitutifs  de  K,.  De  uK^ne 
pour  l'onde  sidérale  semi-diurne  Ko. 

2"  Onde  lunaire  elliptique  mineure  L.  —  Le  développement 
du  potentiel  lunaire  comprend  des  termes  ayant  respectivement 
pour  argument 

(lU)  —  n  )t  TTT, 

(■HD  —  ?i)t-{--n5. 

TTf  représentant  la  longitude  du  |)érigée  lunaire  qu'on  peut,  en  pre- 
mière approximation,  considérer  comme  proportionnelle  au  tem|>s. 
7TT  varie  trop  lentement  pour  que  l'analyse  harmonique  puisse,  avec 
une  seule  année  d'observations,  arriver  à  séparer  e-sactement  ces 
deux  termes;  aussi  les  réunit-on  en  un  seul  en  posant 

Q^  g(U2(i) -/(  /  "CTl  _i_  Q.2  eil(2to-/i)/4-njl  =  (  Cl  -f-  G2  e-''^)  e'I  2w-";<-ct1, 

^2/ni  pouvant  être  considéré  comme  constant  dans  le  courant  d  une 
année. 

Si  alors  l'anal vse  liarmonitpir  a  fV)urni  la  \aleur  Hq  du  coelli- 
cient  de  l'onde  correspondante,  a\ec  une  valeur  de  ^  égale  a  rrr,,, 
on  aura  jiour  une  autre  anni'e  la  valeur  de  H  en  multipliant  H„  par 
le  rapport 

(-1—  Ci  e^/CT, 

G,  -r-C  e'^'^o" 
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IX.%  ///s.  Ondes  supérieures  et  ondes  composées.  —  Ndiis  ;i\<ins 
admis  (|iio  \t:>  \itesses  aiiyulaircs  a  «les  ili\crses  ondes  élaioul  les 
inènicscjue  celles  des  termes  correspondaiils  du  dt-veloppemenl  du 
jtolrnliel.  Ceci  su|>|)(j>e  que.  les  ('•([iiatioii>  dilli-rfiiliclU'-^  (jui 
réi;issenl  les  oscillalions  di\  svslème  élaul  de  l'orme  linéaire,  on 
]>eul  aj)j>liquor  le  |)rincij)e  de  lindépendance  dos  |»«*lils  mouve- 
menls.  Pour  (|uc  celle  applrcalion  soit  léi^itinu'.  il  faut  ([ue  les 
oscillations  >oient  lio  pdito  |)ar  rappoil  à  la  profondeur  de  la 
mer.  (Jr,  si  celte  condition  est  remplie  en  |)lciiH'  mer.  elle  ne  I  est 
pas  dans  le  voisinage  des  maiégraplies. 

Il  ^  introiluil  alors  <lans  l'expression  A  de  la  iiiai('e  enregistrée 
lies  lerjnes  parasites  avant  des  vitesses  angulaires  multiples  de 
celles  des  termes  principaux.  C'est  ainsi  tpi'aux  termes  H<?'*' 
s'adjoindront  des  ternies  en 


et  ju(''me  ties  termes  en 

Ce  sont  les  ondes  d'ordre  supérieur  et  les  ondes  composées,  l^es 
plii>  impoitanlcs  des  ondes  d  ordre  siipt'i-icur  sont 

.M;         «le  viiessc         2  =  /J  (  tu  —  n), 
Ma  »  G(  to  —  «  ), 

ï\ls  »  8(to  — «), 

Si                           »                                       4  (^  —  '*!  )i 
S,;  >'  6(10  «I   ). 

l'ariu!  les  ondes  composées,  on  distingue 

MK  |iri>v(Mianl   do  la  Lombinaisuii  Mj— Kj  a  =  Sto  —  o./i 

M  S  »  M  2  —  S.,  ,',  (o  —  V.  /i  —  '.  /( , 

iMS/  »  Sj— .'NL  •->.(/'  —  /<!  ) 

:;.  !MK  »  iMî-r-O  3ct) —  \ /i 

iMN  »  M  2^-  ^  {<•>  —  >"  -i-  ra 

l/ondt-  c.jmj)osçe  MS/se  confond  av<'c  lOiule  à  longue  période 
de  même  désignation. 

i8(>.    Calcul  des  moyennes  horaires.  Méthode  de  Roberts.        En 
résumé,  nou-.  avons  par  le   marégraplie  le  tracé   de  1  1  courbe  de 


AN\I.T>K    IIVRMOMOIK.  SlS 

niarc'O 

//  =V  II  c'^t=:^  —  e'"^e'^'  =V  A  cos(a/-+-  !5  ). 

les  vitesses  a  i';taiil  roniuies,  el  les  coefficienls  A  et  '■j    étant  des 
constantes  du  port  à  déterminer. 

Si  nous  écrivons  en  particulier  le  terme  II|, e'"^"',  nous  aurons 

||„T  =    f    ],  e-i-^t  dl. 

'    0 

d  où,  en  sé|)arant  li's  parlies  réelles  el  les  parties  imai;inaires, 

—  I        "  COiT-of  a/. 


Ao  siii  3„ 


1 

.T 


—   j      11  sinao/  dl. 


Il  s'aj;il  donc  de  calciilei-  les  intégrales 

l  h    .     "jLof  dt  =  1  0/  h    .     ao^ 
J       sin  sin 

ol  étant  l'équidistance  des  ordonnées. 

Nous  donnerons  pour  cela  à  y.„l  une  série  de  valeurs  écpiidis- 
tanles. 

Si,  par  exemple,  il  s'agit  dune  marée  diurne,  nous  prendrons 
pour  t  des  valeurs  telles  cpie  a,,/  soit  un  multiple  de  i  ,V' ;  s'il  s'agit 
d'une  marée  semi-diurne,  les  valeurs  de  t  seront  telles  que  xo^soit 
un  multiple  de  3o". 

Celte  prescription  peut  encore  se  formuler  d'une  autre  manière. 
Imaginons  que  nous  avons  deux  horloges  graduées  de  o  à  2/1,  l'une 
réglée  sur  le  temps  solaire  moyen,  et  l'autre  réglée  de  lelle  sorte 
que  sa  petite  aiguille  tourne  de  24  heures  pendant  la  période  de  la 
marée  spécialement  considérée  si  cette  marée  est  diurne,  (;t  pen- 
dant la  durée  de  deux  périodes  si  la  marée  est  semi-diurne.  Cette 
horloge  maïquera  ce  (juc  nous  aj)pellerons  le  temps  spécial.  Pour 
les  ondes  telles  que  M,,  Mj,  ...,  ce  temps  spécial  sera  le  temps 
lunaire  moyen;  pour  K,  et  Koi  ce  sera  le  temps  sidéral. 

Nous  dirons  alors  que  nos  ordonnées  devront  correspondre  aux 
heures  rondes  de  Tliorloge  spéciale. 
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Kéunissons  tous  les  termes  tels  que  les  valeurs  de  a,,/  difTèrenl 
tl'iin  nmlliple  de   >-;  nous  aurons 


Mil  L  sin  J 


Si  la  duive  d<;s  observations  comprend  n  périodes. 

-/'  =  nh,„, 

II,,,  étant  la  valeur  movenne  de  h  pour  une  UK'mo   heure  de   Thor- 
lojj;e  spéciale.  D  où 


f 


,  cos  ,  >   »,  ,      cos 

h    .     a,j/  dt  =  n  oti.  fi,„    .     a^ /. 
-m  sin 


Le  calcul  de  //,„  est  simple,  mais  fort  long. 

l^our  l'abréger,  au  lieu  de  mesurer  les  ordonnées  pour  toutes  les 
heures  rondes  du  temps  spécial,  on  se  borne  à  les  mesurer  pour 
les  heures  rondes  de  temps  solaire  moyen.  Ceci  revient  à  remplacer 
chaque  ordonnée  de  temps  spécial  par  l'ordonnée  solaire  la  plus 
rapprochée.  A  midi  du  jour  initial,  nos  deux  horloges  marquent  la 
iiK-me  heure.  Tant  (juelles  ne  dilVèrent  pas  de  plus  dune  demi- 
heure,  on  fait  correspondre  les  heures.  Piii<.  lorsque  l'écart 
dé|)asse  une  demi-heure,  on  saute  une  ordonnée  ou  bien  on  la 
compte  deux  fois  suivant  que  l'horloge  spéciale  retarde  ou  avance 
sur  l'horloge  solaire. 

Gomme  on  connaît  le  rapport  des  marches  des  deux  horloges^ 
il  est  facile  de  préparer  d'avance  des  Tableaux  où  se  trou\ent  indi- 
(jués  les  points  où  il  v  a  lieu  de  faire  ces  changements. 

Celte  méthode  a  été  appliquée  par  Roberts  aux  marées  des  Indes. 

187.  Réglettes  de  Dar-win.  —  La  méthode  de  lloberts  présente 
encore  un  inconvénient  |jratique  :  c'est  que  pour  chaque  nouvelle 
marée  on  est  oblige  de  faire  un  nou\eau   Tableau  des  ordonnées. 

Pour  éviter  cette  répétition.  Darwin  a  imagini-  des  réglettes 
divisées  en  24  cases;  chaque  réglette  correspond  à  un  jour  moyen, 
et  on  inscrit  les  ordonnées  horaires  dans  ses  cases.  Ces  réglettes 
sont  ensuite  assemblées  en  escalier,  de  manière  que  l'heure 
moyenne  12  de  chaque  réglette  coïncide  avec  l'heure  spéciale  dont 
elle  est  la  plus  voisine. 
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Cela  revient,  en  soninie,  à  remcllie  llioilui^e  spt^ciale  à  Tlieiire 
une  fois  par  jour  seulement,  au  lieu  (Ju  le  faire  toutes  les  demi- 
heures  ;  aussi,  le  procédé  est-il  un  peu  moins  exact. 

188.  Degré  d'approximation  de  la  méthode  de  Roberts.  —  Cliaque 
ordonnée  de  la  courbe  tic  marée  satislail  à  la  relation 

L'application  de  la  méthode  des  moindres  carrés  à  ces  équations 
de  conditions  nous  fournit  des  équations  telles  que 

1  e-''9'o'(  1 H  e'*'  —  /'  )  =  o. 

Considérons  t  comme  représentant  des  heures  rondes  de  temps 
spécial.  Soit,  au  contraire,  t  le  temps  solaire  moven  dont  on  fait 
usage  |)our  l'évaluation  des  ordonnées  et  désignons  par  h-  les 
ordonnées  correspondantes. 

Nous  devrions  écrii'C  rigoureusement 

et  ce  système  d'équations  nous  fournirait  |)0ur  les  coefficients  H 
les  mêmes  valeurs  que  le  précédent. 

Mais,  pour  n'avoir  à  introduire,  dans  la  séparation  d'une  onde 
quelconque,  que  le  cosinus  ou  sinus  d'un  multiple  de  i5",  nous 
opérons  comme  si  nous  avions  les  équations 

c'est-à-dire,  en  mettant  Hq  en  évidence, 

X  H  X  e''^'t-'»o'' -^  Ho  2:  e'a...  --^'  =  Z  h-  e'^ot. 

Or,  T  dillère  très  peu  de  t;  on  aura  donc  sensiblement,  N  étant 
le  nombre  très  grand  des  ordonnées  mesurées, 

d  où 

Ce  résultat  ne  dillère  de  celui  (juon  obtiendrait  en  se  servant 
uniquement  du  temps  spécial,  (juc  parce  que  la  véritable  ordonnée  /i 


3ï8  i»i:i  \iK.\ii:  l'AiiriK.     -  ciiai'iiiu:  \i. 

esL  remplacée  par  ronloiuiée  solaire  //;.  L't'cart  fiilif  ces  onloiuiées 
peut  varier  (le  o  à  .iominiiles;  dans  la  soinmatiun  tulale,  tout  se 
passera  comme  si  chaque  ordonnée  tliéori(jue  était  la  moyenne  des 
ordonnées  réparties  de  part  et  d'autre  sur  un  intervalle  correspon- 
dant à  une  demi-heure. 

il  en  résulte  (ju'au  lieu  d'obtenir  la  valeur  UnC'^"'  de  l'onde  (pie 
nous  voulons  séparer,  nous  obtiendrons 

lloe'=^J  r/l  =  J-U^e'^Ae    -—e    '  -  )  =  —  IL  c'»-' siu  — . 
l'ar  suite,  le  résultat  obtenu  desra  être  iiiulli|)lié  par  le  rapport 


qui  est  très  voisin  de  l'unité  et  qu'on  appelle /'(/c7<?///'  cf  augmen- 
tation. 

La  considération  des  facteurs  daugmenlalion  ne  concerne 
évidemment  pas  la  série  des  ondes  solaires. 

L'élimination  des  ondes  par  l'emploi  de  la  mélliode  de  Iioberts 
est  presque  absolue  au  point  de  vue  prati([ue. 

Il  sullit.  pour  s'en  rendre  conqDte,  de  calculer  en  |)iemière 
approximation  les  coeKicients  de  toutes  les  ondes,  et  de  chercher 
ensuite  les  corrections  nécessaires.  Darwin  a  montré  que  la  pre- 
mière appr(jximation  est  largement  sullisante.  {Tidai  rei>ort  la 
tlie.  lirilisli  association ,  x"^-:)..) 

On    n  aura  donc   pas  à  calculer  d'autres   valeurs  de     .    a,,/   (lue 

'  Mil  ' 

celles  {|ui  sont  r(datives  aux  angles 

o",      I V,      oo",     4'i°5     Oo",      -'i'\     90". 

189.  Détermination  des  ondes  à  longues  périodes.  —  Faisons, 
pour  cluKpie  jour  scdaiie  luovcn,  la  movenne  des  onloniiées 
horaires  mesurées  :  nous  obliendrons  ;iinsi  .>65  valeurs  journa- 
lières mo\eiincs,  doiil  la  mo\enne  gèiiciale  (ournira  la  colc  du 
ni\eau  moyen,  l'^n  relr.inchant  cette  cote  des  Mi')  1110 venues 
journalières,  nous  aurons  365  (juantités  représentant  les  hauteurs 
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journalières  dont  la  mer  s  ('■lève  au-dessus  du  nixcau  uiovcn  pai- 
suile  des  ondes  à  longues  |)ériodes  et  aussi  des  ondes  à  eourles 
p('riodes  dont  1  iniluence  na  pas  é[v  totalenicnl  ('liniini'e  par  la 
formation  des  moveunes  iioraires. 

Mais,  comme  ces  dernières  ondes  ont  été  ]»réalaltl<nient  dt'ler- 
minées,  on  peut  l'aire  la  cori-ection  correspondante;  il  suflii 
d  ailleurs  d"é\aluer  celte  eorrcclion  [lour  les  li'ois  ondes  lunaires 
les  |)lus  importantes,  .M^,  N  et  (). 

l^armi  les  ondes  solaires,  S.>  est  rigoni-ensement  éliminée  et  les 
autres  le  sont  [)resque  aussi  complètement,  de  UK^me  (pic  les  ondes 
sidérales.  Il  nous  reste  donc  M)5  quantités  h  représentant  unicpu;- 
nienl  l'ellet  des  ondes  à  longues  périocles;  doit  '.\(h)  é((uations  de 
conditions  de  la  forme 

les  //  et  les  a  se  rapportant  aux  ondes  à  longues  périodes,  il  siilfit. 
dans  tous  les  cas.  d  introduire  cin(j  de  ces  (judes,  à  savoir  : 


M//( 

■X 

=    Il    —   T^ 

^'Z 

m 

MS/ 

2  in  —  /il) 

Sa 

"i 

S  sa 

■>.rti 

Mous  traiterons  les  é(piations  de  conditions   |)ar  la  mélliode  des 

innindres    carrés,   et  nous   en   déduirons   ainsi   5   é<pialions   de   la 

forme 

vus  ^'■'«-  ^t.^'  ^  36)  IIo  =  S  A  e-  '^o/. 

On  résoudra  ces  ('(pialions  eu  supposant  d  abord  cpie  le  premier 
terme  est  négligeable,  comme  dans  le  cas  des  ondes  à  courtes 
périodes,  mais  ici  la  première  approximalion  ne  sutlira  pas  en 
général. 

Ces  calculs  sont  longs,  et  l)ar\\  in  a  dressé  des  labiés  pour  en 
facililcr  lappliiMlioii. 

Pratitpiemciit.  mi  ne  fait  |)as  pour  chaque  moyenne  journalirre 
les  corrections  r(lali\r>  aii\  trois  ondes  de  courtes  pc'-riijdes;  mais 
on  a|)plique  uik;  eorrcclion  ('(pu valente  aux  é(pialn)iis  d  où  roiillc 
la  (bicrmination  des  coellicienis. 
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On  se  repuiieia,  p(jui-  le  di-lail  des  ealciils.  aux  Ouvrages  déjà 
cités. 

\  90.  Méthode  de  Darwin  pour  la  séparation  des  ondes  solaires.  — 
Dans  un  Iravuil  coniiiiuniqué  à  la  Socnltj  lovale  de  Londres 
{Pvoccedings  of  the  Royal  Society,  ^  ol.  LU,  iio\embre  1892), 
Daiuin  imlique  une  iiK-lliode  grâce  à  laquelle  la  séparation  des 
ondes  du  m'oupe  solaire  peut  être  aisément  ellectuée. 

Reprenons  l'équation  générale 

/i  =  ïH  ,-y-'. 

Ahslraclion  iaile  du  niou\enieul  très  lent  du  périf;ée.  a  est  une 
combinaison  linéaire  à  coefficients  entiers  des  trois  quantités  (o,  11 
et  //,  représentant  respectivement  la  \ilesse  angulaire  de  la  Terre, 
le  moven  mouvement  de  la  Lune  et  le  moven  mouvement  du 
Soleil. 

/;?„,  lu ^  et  ni-,  désignant  des  entiers,  on  aura 

a  =  /«o  (  co  —  Hi  )  -T-  in\{  n  —  n^  1  —  m .,  n  1 . 

D'où 

a/  =  /«„  /  +  /Hj-j  —  '»2'^, 

y  étant  !  angle  horaire  du  soleil  moyen; 

'^  la  ddlérence  des  longitudes  moyennes  de  la  Lune  et  du  Soleil; 

•i>  la  longitude  moyenne  du  Soleil. 

On  peut  donc  écrire 

Considérons  les  2<j  jours  d  une  lunaison,  réunissons  en  Jahleau 
les  cotes  correspondant  à  une  même  heure  et  faisons  les  moyennes  : 
nous  obtiendrons  ainsi  24  moyennes. 

Pour  toutes  les  cotes  entrant  dans  la  composition  d  une  même 
moyenne,  y  a  la  même  valeur,  'l  varie  lentement  et  peut  être 
considéré  comme  constant,  mais  z>  varie  de  0°  à  360".  Il  en  résulte 
que  (diaque  onde  donnera  dans  la  sommation  un  terme 

le  facteur  e' '"''"■^'^"'-'^'  étant  sensibleuient  constant 
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Si  /??,  ^  o.  on  aura 

Par  conséquent,  toutes  les  ondes  pour  lesquelles  w,  n'est  pas 
nul  vont  disparaître  :  il  ne  restera  que  les  marées  purement 
solaires,  celles  dont  la  vitesse  ne  dé|)end  que  de  w  et  de  /i,,  à 
savoir  S«,  S5«,  S:.,  S,,  K^,  K,,  .... 

Les  expressions  de  ces  ondes  sont  fonctions  des  deux  variables  y 
et  •}.  Si  nous  appliquons  l'analvse  harmonique  aux  moyennes 
d  une  même  lunaison,  nous  obtiendrons  les  coefficients  des  diflé- 
rents  termes  e'"^"''-^  mais  ces  coefficients  seront  encore  fonctions 
de-I/. 

jNous  considérerons  ensuite  les  lunaisons  successives  d'une  année 
entière.  L'année  sera  divisée  en  12  parties  égales,  en  passant  un 
jour  de  temps  en  temps,  de  manière  que  chaque  groupe  comprenne 
bien  29  jours.  L  analyse  harmonique  appliquée  à  chacun  de  ces 
groupes  fournira  12  valeurs  des  di\ers  coefficients  He""''^  cori'es- 
pondant  à  des  valeurs  équidistantes  de  la  variable  -L  :  on  en  déduira 
donc  facilement  les  constantes  H. 

Cette  méthode  a  été  peu  appliquée, 

191.  Détermination  des  constantes  harmoniques  d'un  port  à 
l'aide  d'une  courte  période  d'observations.  —  Il  arrive  souvent  que 
les  observations  dont  on  dispose  ne  s'étendent  pas  sur  une  période 
aussi  longue  qu'une  année.  Darwin  a,  néanmoins,  montré  {  Adnii- 
raily  Scienlijic  Manaal,  1886)  qu  on  pouvait  obtenir  des  valeurs 
suffisantes  pour  la  pratique,  même  avec  une  période  d'obser- 
vations ne  dépassant  pas  une  quinzaine.  Naturellement,  on  ne 
saurait  ainsi  déterminer  toutes  les  ondes  et,  en  particulier,  aucune 
des  ondes  à  longue  période. 

Si  nous  admettons  i5  jours  d'observations,  on  voit  aisément, 
d'après  les  règles  données  au  paragraphe  182  pour  le  choix  de  la 
période  la  plus  favorable,  qu'on  pourra  déterminer 

■'.8  périodes  (T  =  I4^^) 
3o  I)         (T  =  i5J)       • 

3o  .)  (T=i5') 
i4'  ..  (T  =  i4J) 
i3         ).        (T  =  i4J) 


Mo. 

et  éliminer 

S2 

en 

analysant 

S2 

» 

M2 

.> 

Ko 

» 

Mî 

» 

K, 

» 

0 

» 

0 

» 

K, 

» 

P. 

—  III. 
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La  durée  des  ol)ser\alions  est  iiisiifllsaiili'  pour  séparer  Ko  de  Sa 
et  K,  de  P,  ni  ces  deux  ondes  eiisendjle  de  la  série  S.  La  sépa- 
ration de  ces  ondes  se  fera  en  adnietlanl  que  le  rapport  de  leurs 
amplitudes  est  égal  à  celui  des  coefficients  astronomiques.  11 
restera  seulement  à  faire  porter  l'analyse  liarnionicpie  sur  trois 
groupes  distincts. 

102.  Analyseur  harmonique.  —  Lord  Rel\in  a  iinagini-  un  pro- 
cédé mécanique,  qui  donne  sans  calculs  la  valeur  des  intégrales 


f 


i 

,  cos  , 


L'appareil  employé  se  compose  essentiellement  de  trois  j^arties  : 

i"  Un  disque  circulaire  pouvant  tourner  autour  de  son  axe 
incliné  ^O  ; 

2"   Une  sphère  C  en  contact  en  A  avec  le  disque  ; 

3°  Un  cylindre  de  diamètre  légèrement  inférieur  à  celui  de  la 
sphère,  pouvant  tourner  autour  dun  axe  ])arallèle  au  plan  du  disque 
et  situé  à  la  même  distance  de  celui-ci  que  le  centre  de  la  sphère  ; 
la  sphère  et  le  cylindre  sont  en  contact  en  B  {/ii,'.  4o)- 

Prenons  comme  direction  de  l'axe  des  ;  l'axe  O  z  du  dis(jue  et 
comme  direction  des  y  l'axe  du  cylindre;  la  direction  des  .r  sera 
parallèle  à  CB.  La  (lèche  indicpie  la  direction  de  la  pesanteur. 

P;ir  suite  de  son  poids,  la  sj^hère  jiresse  contre  le  discjue  cl  le 
cvlindre,  et  son  centre  ne  peut  se  mouvoir  que  parallèlement  à 
l'axe  des  j';  le  rayon  de  la  sphère  est  d'ailleurs  tel  que,  dans  ce 
mouvement  de  translation,  le  point  de  contact  de  la  sphère  et  du 
disque  décrit  un  diamètre  de  ce  disque. 

Il  ne  reste  doue  à  la  sphère  que  (piatre  mouvements  possibles  : 
la  translation  parallèle  à  Or'  et  les  trois  ro|;itions  autour  des  paral- 
lèles aux  trois  axes.  De  tous  ces  niouvciuenls,  un  seul  est  suscep- 
tible de  transmettre  le  mouvement  du  disque  au  cylindre,  c'est  la 
rotation  autour  de  Taxe  parallèle  à  Oj)',  qui  donne  pour  les 
points  A  et  B  de  la  s|)hère  des  vitesses  égales. 

Comme  la  sphère  ne  |ieul  glisser,  la  \il(\sse  du  point  A  de  la 
sphère  doit  être  égale  à  la  vitesse  du  j)oint  A  i\u  dis(pie,  et  la 
vitesse  du  point  B  de  la  sphère  égale  à  la  vitesse  du   point  B  du 
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cylindre.  On  doit  donc  avoir  la  relation 

diji  d'il 

Kig.  4o. 
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en  désignant  par  y  la  distance  du  point  de  contact  h.  au  centre  du 
disque,  par  /•  le  rayon  du  cylindre,  et  par  <;/oj,  do  les  relations 
élémentaires  correspondantes  du  disque  et  du  cylindre. 
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Supposons  inainlt-nanl  (|ii du  fasse  dérouler  d  un  mouvenient 
nnifornicla  leuille  sur  laquelle  est  inscrite  la  courbe  du  inaréj;raplie. 
Tandis  que  tourne  le  tanihour  avec  la  vitesse  a„,  une  came  com- 
mande le  mouvement  du  disque  de  1  analyseur,  et  celle  came  est 
réglée  de  telle  sorte  ([u On  ail 

r/io        cos 

-7-  =     .     ^oi- 
nt        SI  11 

En  même  temps,  une  fourchette  reliée  à  un  stjlet  dont  la  pointe 
décrit  la  courbe  de  marée  guide  la  sphère  de  manière  que  la 
distance  y  de  son  centre  au  centre  du  disque  soit  égale  à  la 
hauteur  /i  de  la  marée. 

11  en  résulte  que  l'angle  es,  dont  aura  tourné  le  cylindre  au  bout 
d'un  certain  temps,  sera  proportionnel  à 


r 


,  cos  , 

/t         ay  /  rit. 
sin 


Cet  appareil  a  sur  les  autres  intégrateurs,  comme  le  plaiiimètre 
d'Amsler.  lavantagc  d'un  roulement  sans  glissement. 

Toutefois,  il  n'est  pas  entré  datis  la  pratique  et  n'a  pas  été 
jusqu'ici  utilisé  pour  l'analyse  harmonique. 

Des  types  un  peu  différents  ont  été  récemment  essayés. 


193.  Prédiction  de  la  marée  pour  une  époque  donnée.  Tide- 
predicter.  —  L  ne  fois  qu  ou  a  déterminé  jiar  1  analyse  harmonique 
les  constantes  .\  et  |i  de  toutes  les  ondes  pour  un  port  donné,  il 
est  facile  de  calculer  la  hauteur 

h  =  lA  cos(x^  ■+-  (i) 

de  la  marée  en  ce  port,  à  une  ('-poque  t  quelconque. 

^i  étant  la  dilléreuce  de  phase  cnln;  la  marée  et  le  lerme  corres- 
pondant du  |)oletitiel,  il  nous  suflira  de  connaître  la  \aleur  de 
1  argument  du  potentiel  pour  l'origine  du  lemps. 

Les  coefficients  haniioimpics  n  étant  pas  absoluincnl  couslanls 
et  variant  légèrement  avec  1,  on  leur  donnera  naturcllcinent  la 
valeur  qui  convient  à  l'époque  /. 

Ce  procédé  conduit  à  des  calculs  fort  longs.  Mais  Lord  Kelvin  a 
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imaginé  un  ini;énieii.v  appareil  qui  permet  de  tracer  en  très  peu  de 
temps  la  courl)e  do  marre  d'un  port  pour  une  aniu'-e  entirrc. 

I. a  machine  de  I^ord  Kelvin  se  compose  [essentiellement  dune 
série  de  poulies  toiles  disposées  de  manière  à  assurer  le  parallé- 
lisme des  brins  d'un  fil  qui  passe  alternativement  par-dessus  ou 
pai'-dessous  chacune  d'elles;  ce  fil  est  fixé  par  une  de  ses  extré- 
mités, et  l'autre  extrémité,  tendue  par  un  poids,  porte  un  crayon 
qui  laisse  sa  trace  sur  une  feuille  de  papier  enroulée  sur  un  tam- 
bour vertical  (  fig.  4'^. 


Imaginons  que  les  centres  de  toutes  ces  poulies  puissent  se 
déplacer  verticalement  suivant  un  mouvement  harmonique  corres- 
pondant respectivement  à  chacune  des  ondes  de  la  marée  ;  le  dépla- 
cement vertical  du  crayon  au-dessus  du  zéro,  qui  correspond  à  la 
position  moyenne  de  tous  les  centres,  sera 

7.SA  cos(a/  -^  3). 

Le  crayon  tracera  donc  la  courlie  de  la  marée  {/ig"-  i^)  si  Ton 
règle  le  mouvement  vertical  de  chaque  centre  conformément  à 
l'onde  correspondante.  Pour  cela,  le  centre  P  de  chaque  poulie 
est  guidé  par  une  tige  verticale  portant  une  glissière  horizontale 
dans  laquelle  peut  se  déplacer  le  bouton  B  d'une  manivelle  ()l) 
dont  le  mouvement  est  commandé  par  un  axe  horizontal  O.  Tous 
les  axes  tels  que  O  sont  actionnés  par  des  trains  d'engrenages 
calculés  de  telle  sorte  que  leur$  mouvements  soient  uniformes  et 
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aient  des  vitesses  angulaires  pr^porlionnelles  aux  \itesses  a  des 
diverses  ondes;  le  iik-iuc  mccanisinc  fait  mouvoir  le  tambour  enre- 
gistreur proporlionncllemenl  au  leiups  moyen.  Nou-;  aurons 

BOll  =  af -4-  ^, 

[i  étant  l'angle  que  fait  la  manivelle  avec  la  verticale  à  Toriginc  du 
temps.  Par  conséquent .  le  déplacement  OB'  de  la  glissière  au-dessus 


de  l'axe  O,  c'est-à-dire  le  déplacement  du  centre  de  la  j)Oulie  1*  au- 
dessus  de  sa  position  moyenne,  sera 

OBcos(a<  ■+-  p). 

Il  suffit  donc  de  caler  chacjue  manivelle  sous  l'angle  ^  et  de 
manière  que  la  longueur  OB  soit  proportionnelle  à  A. 

Une  semblable  machine  existe  au  Service  liydrograpliique  de  la 
Marine,  où  elle  sert  à  calculer  les  annuaires  de  marée  pour  nos 
ports  des  mers  de  Chine  et  de  l'océan  Indien. 
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CHAPITRE  XII. 

MÉTHODI-:  DE  PRÉDICTION  DE  LAPLACE. 


194.  Antérieurement  à  l'analyse  harmonique,  on  employait 
pour  prédire  les  marées  une  méthode  plus  expéditive  due  à  Laplace 
et  qui  s'applique  particulièrement  bien  au  phénomène  tel  qu'il  se 
produit  sur  nos  côtes. 

Reprenons  l'expression  du  potentiel  des  forces  extérieures  en  un 
point  donné 

P-  Pu=y  Ge>>'=y  Ce'*'. 

Il  s'agit  de  calculer  la  hauteur  h  de  la  marée,  dont  l'expression 
en  composantes  isochrones  est 

Nous  savons  (§  29)  que  les  termes  de  P  —  Pq  se  partagent  en 
trois  groupes  : 

i"  Les  termes  semi-diurnes  pour  lesquels  on  a 

a  =  2C0  -i-  ;ji         avec         G  =  k  sin^ôe^;»^, 

]x  étant  positif  ou  négatif  et  petit  par  rapport  à  to. 

Nous  avons  également  les  termes  imaginaires  conjugués,  pour 

lesquels 

a  =  —  ■i(x>  —  [JL         avec         G  =  A' sin-0e~"1'; 

2"  Les  termes  diurnes 

a  =    co    -i-  fji,  G  =  A  sin-2  0e''i', 

a—  —  (u  —  [Jt,  G  = /:  siii-zOe-'i; 

3"   l^es  termes  à  longue  période 

a  =  it  [ji,         G  =  A-(3cos-0  —  i). 
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Considérons  successivement  chacun  de  ces  groupes. 

Dans  le  groupe  semi-diurne,  prenons  d'abord  les  termes  en 

a  =  xoi  -+-  [JL. 
Alors 

P—  Po=  sin2  0e2''i'V  A'e"2<^-^!^", 
//  =  V  Ht''  2wH-ix)«. 

Quel  est  le  ra[)porl  de  H  à  A? 

H  est  une  fonction  des  coordonnées  du  port  :  c'est  unt^  con- 
stante pour  un  |>()rt  donné.  Le  coefficient  /•  est  également  pour 
chaque  onde  une  constante,  mais  varie  avec  la  vitesse  a  :  il  en  sera 

donc  de  même  du  rapport  --•  D'ailleurs,  en  vertu  du   principe  de 

la  superposition  des  petits  mouvemenls,  si  l'on  multipliait  tous 
les  coefficients  k  par  un  même  facteur,  les  coefficients  H  corres- 
pondants se   trouveraient    imilli[)liés   aussi    par  ce   facteur,    et    le 

H 

rapport  -r  ne  varierait  pas. 

Nous  pouvons  donc  écrire  simplement 

Ceci  est  rigoureux.  Voici  où  commence  l'approximation. 
Mettons  en  évidence  l'amplitude  et  la  [)hase  de  l'onde,  et  posons 

H  „ 

-r  =  ae'?. 

Laplace  suppose  <|ue,  pour  tous  les  termes  semi-diurnes,  a  et  ^ 
sont  des  fonctions  linéaires  de  a,  donc  de  u|;  ce  qui  permet 
d'écrire 

—  =  (a,j^  .uLai)e'(p..^tAp.', 

«0?  <ï)i  1^01  1^1  étant  des  constantes  du  port,  indépendantes  de  a. 
Alors 

Posons 

yk€'\>-'=f(t}. 
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L  expression  du  potentiel  des  termes  considérés  de\iendr;i 
F  —  Pu  ==  s i  n  2  ft  e'^ '•>/(  t  )  e ^'w ' , 

et,  en  se  reportant  au  développement  du  paragraphe  29,  on  voit 
immédiatement  qu  on  a 

.,  m  sin-2       ,  ^ 

m  étant  la  masse  de  lastrc,  o  sa  dislance  polaire,  p  sa  distance  à  la 
Terre  et  .ft  son  ascension  droite. 
Nous  aurons 

d'où 

Si  nous  représentons  par  o,  .R  et  p  les  valeurs  des  coordonnées 
fie  l'astre  prises,  non  pas  pour  l'époque  <,  mais  pour  l'époque 
t  4-  3,,  nous  pourrons  écrire  cette  expression 


à  condition  toutefois  de  ne  pas  ditTérentier  e-"^'  lorsqu'on  prend 
la  dérivée  partielle  du  second  membre. 

On  peut  se  dispenser  de  formuler  cette  restriction  en  écrivant 

-T-  au  lieu  de  —  • 

c*[ii  Ot 

Pour  avoir  rex|iression  complète  de  la  hauteur  due  à  l'ensemble 
des  termes  semi-diurnes  du  potentiel,  il  nous  faut  tenir  compte  des 
termes  imaginaires  conjugués  de  ceux  que  nous  venons  de  consi- 
dérer. La  hauteur  totale  sera  donc  représentée  par  le  double  de  la 
partie  réelle  de  rex[)ression  précédente;  c'est-à-dire  qu  on  aura 
pour  la  marée  semi-diurne  lunaire 

//(  sin-o  ,^  ,, 

h  =  i. «u eus lyUMt  -i-  po  —  jlAx) 

P 

(>    r  m  sin^o    .    ,  ,.  r.    I 

-t-  iai—rr-X sin(  2W/  -H    io —  2-T^)     • 
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On  aurait  une  expression  analogue  pour  la  marée  semi-diurne 
solaire,  les  constantes  r/„,  r/,.  jj,,.  3,  restant  les  mêmes. 

193.   La  synthèse  des  termes  diurnes  se  fera  de  la  nu*me  manière. 
La  seule  difrérence  est  qu'on  aura 


fit) 


m  ?in'2&       -jg^ 


Il  en  résulte  pour  l'expression  de  la  marée  diurne  lunaire 
h  =  -xa' — -  cos(  w  t-^%  —  -H  )  +  i»   -777    ^ sin(  w ^  -h  ^9  —  .i\)    , 

P*  ''Pi  L      ?  J 

aj),  a',,  i^o,  i^',  élanl  quatre  nou\ elles  constantes  du  port,  (pii 
restent  les  mêmes  pour  les  ondes  diurnes  solaires. 

Les  coordonnées  o,  R  et  p  de  l'astre  doivent  rire  prises,  non 
pour  répo(|ue  t,  mais  pour  l'époque  / -f-  [i,. 

Enfin,  [)our  les  termes  à  longue  période,  on  s'en  lient  à  la  marée 
statique  de  première  sorte. 

196.  En  résumé,  la  formule  complète  de  Laplace  renferme  pour 
un  port  donné  liuil  constantes 

«0,         Po,         «1,         i^l, 

«0^      ?'(M      «'n      Pi- 

Laplace  a  cherché  quelles  étaient  les  ^aleurs  de  ces  constantes 
pour  le  port  de  Brest.  11  y  est  parvenu  en  faisant 


ai  =  a,  =  o. 


a' 
cL  est  relatixemenl  très  petit.  La  valeur  du  raitpfut  —  est  d'en- 


viron 

40 


Laplace  a  supposé  que  les  constantes  Jj'„,  'i',  de  la  marée  diurne 
étaient  respectivement  égales  à  ^^  et  [i,. 

Dans  la  formule,  entrent  les  rapports  —  >  —  •  En  désignant  par 

P        r 

/•,  /•'  les  distances  moyennes  de  la  Lune  et  du  Soleil  à  la  Terre, 
Laplace  a  admis  qu'on  avait 


m      m 


Dans    ces   conditions,   la    formule    de    Laplace   représente    très 
exactement  les  observations. 
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Seulement,  la  valeur  exacle  du  rapport  —  :  —  n'est  pas  3, 
mais  2, l 'j. 

Aussi  la  formule  de  Laplace,  qui  convient  admirablement  au 
port  de  Brest,  ne  s'appliquerait-elle  pas  exactement  à  un  autre 
port.  Il  serait  nécessaire  d'introduire  une  constante  de  plus,  et  de 
supposer  que  la  valeur  de  «„  n'est  pas  la  même  pour  le  Soleil  que 
pour  la  Lune. 

197.  De  la  formule  de  Laplace,  découlent  quelques  consé- 
quences immédiates. 

Si  nous  considérons  d'abord  la  marée  semi-diurne,  qui  est 
prépondérante  sur  les  côtes  européennes,  nous  voyons  que  la 
marée  solaire  et  la  marée  lunaire  s'ajouteront  à  l'époque  des 
syzygies  et  se  retrancheront  à  Tépoque  des  quadratures.  Comme  la 
fonction  f{t)  est  maximum  lorsque  la  déclinaison  est  nulle,  les 
marées  les  plus  fortes  correspondront  aux  syzygies  équinoxiales. 

En  ce  qui  concerne  la  marée  diurne,  elle  s'annule  avec  la  décli- 
naison de  l'astre  et  change  de  signe  avec  cette  déclinaison,  c'est- 
à-dire  toutes  les  fols  que  lastre  passe  d'un   hémisphère  à  l'autre. 

Si  nous  nous  reportons  aux  expressions  des  ondes  de  l'analyse 
harmonique,  ceci  nous  explique  pourquoi  les  coefficients  astrono- 
miques des  ondes  diurnes  contiennent  tous  en  facteur  le  sinus  de 
l'inclinaison  de  Forbite  sur  Téquateur.  Si  l'orbite  se  confondait 
avec  1  équateur,  la  marée  diurne  serait  identiquement  nulle. 

Parmi  toutes  les  ondes  diurnes,  les  plus  importantes  sont 

O a  =^  to  —  in 

K, to 

Comme  ces  deux  ondes  ont,  à  très  peu  près,  le  même  coefficient, 
leur  ensemble  pourra  se  représenter  par  l'expression 

cos(a)  —  2n)<  -t-  coso)^  =  2Cos( w  —  n)t  cosnt. 

Tout  se  passe  donc  comme  s'il  v  avait  une  composante  unique 
ayant  pour  période  un  jour  lunaire,  et  dont  lamplitude  serait 
variable  et  égale  à  2C0s nt.  Il  y  a  interférence  et  changement  de 
signe  lorsque  la  Lune  traverse  l'équateur. 


TROISIÈME  PARTIE. 

SYNTHÈSE  DES  OBSERVATIONS.    -   COMPARAISON 
AVEC  LA  THÉORIE. 


CHAPITRE  XIII. 

RÉSULTATS  DES  OBSERVATIONS. 


198.  Cartes  des  lignes  cotidales.  —  Nous  avons  vu  dans  la 
deuxième  Partie  que  les  observations  permettent  de  prédire  les 
marées.  Si  les  stations  d'observations  étaient  suffisamment  nom- 
breuses, on  pourrait  espérer,  par  la  comparaison  des  coefficients 
locaux,  trouver  la  loi  générale  de  formation  et  de  propagation  des 
diftérentes  ondes. 

Les  résultats  actuellement  acquis  sont  relatifs  à  plus  de  700  sta- 
tions répandues  un  peu  partout;  ils  permettent  déjà  d'esquisser  les 
irrandes  liirnes  d'une  théorie  d'ensemble.  Mais,  avant  d'en  tirer 
parti,  il  importe  de  ne  pas  perdre  de  vue  que  la  plupart  des  maré- 
graphes  sont  installés  dans  des  ports,  où  la  marée  est  troublée  par 
une  foule  de  perturbations  locales  donnant  lieu  à  la  formation 
d  ondes  composées.  Comme  il  est  certain  que  ces  ondes  n'existent 
pas  au  large,  il  faudrait  d'abord  les  éliminer  avant  de  rechercher 
une  loi  générale. 

Chaque  marée  est  caractérisée  par  deux  éléments  :  XainpLitU'le 
et  la  phase.  Considérons  une  marée  particulière,  M-j  par  exemple^ 
dont  lexjjression  en  un  j)ort  donné  nous  a  été  fournie  par  Tanalyse 
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liiiriii()iii(|iie  suiis  la  forme 

/Micosi'xt—  MS). 

Mj  reprcseiile  Id  la  valeur  de  la  constante  daniiilitiide  que  nous 
avions  désignée  dune  manière  générale  par  \; 

/est  le  rapport  voisin  de  l'unité  qu'on  prend  dans  les  Tahles  du 
major  Baird  (s;  18i),  de  manière  à  tenir  compte  pour  l'année 
considérée  de   la   Nariation  de    rinclinaison  de  l'orbite  lunaire  ; 

M"  est  la  constante  anmilaire  qui  donne  au  port  considéré  la  diflé-, 
rence  de  siliialioii  entre  lOnde  lunaire  seiiii-diurne  et  le  terme 
correspondant  du   potentiel  :  c'est  la  valeur  de  —  [i  spéciale  à 
cette  onde; 

a  est  la  vitesse  angulaire  uto  —  u /i  rapjiortée  au  temps  moyen. 

Supposons  maintenant  que  nous  ayons  pour  chaque  onde  une 
iiorloge  marquant  le  temps  spécial  relatif  à  cette  onde  :  dans  le  cas 
de  Mo,  ce  sera  le  temps  lunaire  moyen.  La  \itesse  de  Tonde, 
rapportée  à  ce  temps  spécial,  sera  alors  de  3o",  et  le  quotient  de  la 
phase  par  3o  nous  donnera,  estimé  en  heures  de  temps  spécial, 
l'intervalle  qui  sépare  l'époque  du  maximum  de  l'onde  du  passage 
au  méridien  de  l'astre  fictif  générateur  :  ce  sera  donc  ici  l'Iieiire 
lunaire  moyenne  locale  de  la  pleine  mer  semi-diurne  lunaire. 

I*our  comparer  toutes  ces  heures  locales  entre  elles,  il  con\ient 
de  les  rapj)orler  à  un  même  méridien;  nous  su|)poserons  donc 
notre  horloge  de  temps  spécial  réglée  sur  le  lem|)s  spécial  de 
Greenvvich.  L'heure  que  marquera  l'horloge  au  moment  du  maxi- 
mum de  la  marée  due  à  l'onde  considérée  sera  alors  V heure  coti- 
clale  du  lieu  relative  à  cette  onde. 

Pour  l'onde  M^.,  l'expression  de  l'heure  cotidale  sera 

iM  % 

-— ^  -t-  lonuiliidc  ouest, 
,3o 

la  longitude  étant  exprimée  en  temps. 

Il  Y  aurait  donc  ainsi  autant  d'heures  cotidales  en  un  lieu  donné 
(Ml  il  v  a  d  (iiides  const ilutivc?  de  la  marée;  mais,  on  raison  tie  la 
|)iépond»''iancc  de  AL,  on  peut  se  contenter  de  considéri'r  une 
heure  cotidale  unique  pour  le  groupe  semi-diurne.  Son  ex|)ression 
déri\era  alors  de  it'xpi-ession   liahitiicllc   de    \  l'iablissentcnt   cpii 
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donne  en  chaque  pori  Theure  d'une  pleine  iner.  répondant  à  une 
posilion  particulière  du  Soleil  et  de  la  Lune. 

Pour  le  groupe  diurne,  on  peut,  comme  nous  Tavons  vu  (§  197), 
réunir  les  deux  ondes  O  et  K,,  et  nous  aurions  alors  pour  l'heure 
cotidale  de  la  marée  diurne 

I    Oo+K» 
— -i- longitude  ouest. 

I  5  2 

En  réunissant  par  des  lij^nes  continues  les  points  corresj)ondant 
aux  mêmes  heures  cotidales,  on  ohtiendra  des  lignes  cotidales  qui 
représenteront  la  posilion  de  la  crête  de  Tonde-marée  à  une  heure 
spéciale  déterminée  (vide  supra,  §  49). 

Toutefois,  ces  lignes  resteront  nécessairement  hypothétiques 
sur  une  grande  partie  de  leur  parcours,  et  cela  pour  plusieurs 
raisons.  En  premier  lieu,  les  observations  sont  faites  sur  les  côtes, 
el  il  faut  raccorder  les  points  de  même  heure  cotidale  à  travers  les 
océans.  D  autre  part,  même  sur  les  côtes,  les  données  actuelles 
sont  encore  assez  incomplètes,  surtout  en  ce  qui  concerne  les 
heures.  Enfin,  comme  nous  l'avons  fait  remarquer  précédemment, 
les  marégraphes  ne  nous  fournissent  le  plus  souvent  que  les  rensei- 
gnements les  moins  intéressants  pour  une  théorie  générale. 

Il  serait  à  désirer  que  la  majeure  partie  des  observations  fût  rela- 
tive à  des  îlots  du  large  ou  tout  au  moins  à  des  caps  très  avancés. 

Les  cartes  de  lignes  cotidales  dont  nous  donnons  la  reproduction 
ifig.  og  et  PI.  II)  sont  empruntées  aux  Publications  du  Coasl  and 
Geodelic  Survey  américain  ;  elles  ont  été  dressées  par  M.  Rollin 
A.  Harris,  de  manière  à  représenter  le  mieux  possible  les  résultats 
des  observations  actuelles. 

Ces  caries  se  rapportent  à  la  marée  semi-diurne  :  les  heures 
colidales  sont  marquées  par  des  chiffres  romains,  et  la  place  qu'ils 
occupent  par  rapport  à  la  ligne  cotidale  indique  le  sens  dans 
lecpiel  Tonde  paraît  j)i-ogresser. 

199.  Résultats  des  observations  concernant  Tonde  Mo.  — 
Voyons  d'abord  comment  se  comporte  Tonde  AL..,  qui  est  la  plus 
imporlante. 

Parlons  du  cap  Horn,  et  sui\ons  dans  l'Atlantique  la  côte  est 
d  Ann-mpie. 


336  TBOISIÈ.MK    l'VRTIi;.    —    CIIAI'IIIIK    XIII. 

Au  cap  Horn,  l'heure  colldale  est  île  8''.  Entre  le  cap  Horn  et 
La  Plata,  nous  trouvons  une  niarce  assez  forte  dont  l'heure  coti- 
dale  varie  très  rapidement  en  j)rogressant  vers  le  Nord  et  passant 
trois  fois  par  la  \alciir  i  •>.''. 

Les  li^Mies  colidales  voisines  de  la  ctUe  semblent  ravonner  d'a- 
l)ord  autour  des  Malouines,  puis  ensuite  autour  de  tlcux  pcjints 
situés  en  pleine  mer.  De  semblables  points  jouent  un  grand  rôle 
dans  l'essai  de  synthèse  qu'a  tenté  AL  Flaiiis.  et  ont  été  désij^nés 
par  lui  sous  le  nom  de  points  aDipliidroniiques  ou  points  de 
marée  nulle;  nous  en  verrons  bi('iit('il  lexplication. 

A  l'entréj;  de  I  estuaire  du  Pvio  de  f.a  IMata,  l'heure  cotidale 
est  12  et  la  marée  est  très  faible. 

Les  heures  i,  2,  3,  4?  5  se  succèdent  très  régulièrement  jusquà 
Rio  de  Janeiro,  la  marée  restant   laiblc. 

Nous  trouvons  ensuite  Theure  G,  qui  règne  tout  le  long  de  la 
côte  jusqu'à  Pernambuco  ;  et,  de  l'autre  côté  du  cap  Saint-Roque, 
on  ne  trouve  plus  que  l'heure  8  jusqu'aux  Antilles. 

Dans  la  mer  des  Antilles  et  le  golfe  du  Mexique,  les  marées 
sont  très  faibles. 

La  ligne  cotidale  fl  heure  -  longe  la  côte  du  large  des  Petites 
Antilles,  de  la  Martinique  à  la  Guadeloupe  ;  l'heure  cotidale 
augmente  ensuite  rapidement  jusqu'à  Porto-Rico,  où  elle  atteint 
la  valeur  12,  et  la  même  heure  se  retrouve  au  large  des  îles  l^ucajes 
et  tout  le  long  de  la  côte  des  Etats-Unis. 

La  ligne  cotidale  d'heure  12  quitte  la  côte  de  la  Nouvelle-Ecosse 
pour  aller  rejoindre  Terre-Neuve,  puis  nous  trouvons  l'heure  10 
au  large  de  Terre-Neuve  et  le  long  du  J^abrador  jusqu'au  détroit 
d'Hudson. 

Sur  le  même  60"  parallèle,  nous  avons  l'heure  8  au  capFarewell,  et, 
dans  le  détroit  de  Davis  et  la  baie  de  Raffin,  nous  trouvons  des  marées 
très  faibles  dont  l'heure  cotidale  varie  progressivement  de  10''  à  3''. 

Revenons  maintenant  dans  le  Sud,  et  suivons  la  côte  est  de 
l'Atlantique. 

Au  cap  de  Bonne-Espèrance,  les  marées  sont  faibles,  et  riiciire 
cotidale  est  1.  Elle  augmente  ensuite  régulièrement  jiisqn  au  cap 
des  Palmes,  de  1  à  5.  F^es  lignes  cotidales  deviennent  alors  plus 
serrées  et  les  marées  plus  fortes  ;  la  progression  des  heures  se  fait 
de  5  à  9  entre  le  cap  des  Palmes  et  le  cap  Verd. 


I 
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Nous  trouvons  ensuite  les  heures  cotidales  lo,  ii,  12,  i  aux 
Canaries  et  2  à  Gibraltar,  avec  une  diminution  d'amplitude. 

Tout  le  long  des  côtes  de  Portugal,  d'Espagne  et  de  France, 
l'heure  cotidale  va  de  2''  à  3''3o'",  pour  atteindre  la  valeur  4  à 
Brest,  où  la  marée  est  redevenue  plus  forte. 

Dans  la  Manche,  nous  avons  une  marée  très  forte,  d'un  caractère 
nettement  progressif,  l'heure  cotidale  variant  de  4  ^  i',  depuis 
Brest  jusqu'au  Pas-de-Calais. 

Dans  la  mer  du  Nord,  la  marée  diniinue,  mais  l'heure  augmente 
rapidement  le  long  des  côtes  de  Belgique  et  de  Hollande  ;  nous  trou- 
vons l'heure  12  à  Ostende,  l'heure  2  par  le  travers  de  Rotterdam, 
l'heure  5  au  Helder,  6  et  7  à  l'île  Texel  ;  puis  le  cheminement 
continue  jusqu'à  l'embouchure  de  l'Elbe  où  nous  avons  l'heure  12. 

L'heure  varie  peu  le  long  de  la  côte  ouest  du  Danemark,  et  nous 
trouvons  la  ligne  cotidale  3  à  l'entrée  du  Skagerrak. 

Dans  la  Balti(|ue,  les  marées  sont  très  faibles. 

A  partir  du  cap  Lizard,  une  onde  progressive  s'engage  dans  le 
canal  de  Saint-Georges,  puis  nous  trouvons  dans  la  mer  d'Irlande 
une  onde  stationnaire  avec  marée  très  forte. 

Une  autre  onde  progressive  suit  la  côte  ouest  d'Irlande,  passe 
entre  les  Fercie  et  les  Shetland  et  redescend  le  long  de  la  côte 
ouest  de  la  mer  du  Nord  pour  se  faire  sentir  également  dans  le 
Pas-de-Calais. 

Il  en  résulte  dans  toute  la  région  entourant  les  lies  Britanniques 
des  phénomènes  assez  complexes  que  nous  étudierons  plus  en 
détail. 

Dans  le  centre  de  l'Atlantique,  aux  Açores  et  aux  Canaries,  on 
retrouve  les  mêmes  heures  cotidales  que  sur  les  régions  voisines 
du  continent  africain. 

200.  Dans  le  Pacifique,  nous  trouvons  une  variation  rapide  et 
régulière  vers  le  Sud,  depuis  Panama  où  l'heure  cotidale  est  8,5 
jusqu'au  cap  Horn  où  elle  est  8'',  en  passant  parla  valeur  12,  au 
sud  de  Lima. 

Dans  toute  la  région  centrale,  entre  Quito  et  San-Salvador, 
l'heure  cotidale  est  la  même  qu'à  Panama. 

Nous  trouvons  ensuite  des  lignes  très  serrées  près  du  cap 
Corrienles,  croissant  de  9  à  1,  puis  une  progression  régulière 
P.  -  m.  00 
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tout  le  lon^^  de  la  cote  d'Amérique  el  des  des  Aléoutlennes.  Celle 
progression  conlinue  par  les  îles  Ruriles  et  la  côle  esl  du  Japon, 
où  les  marées  sont  plus  fortes  que  sur  la  cote  ouest. 

AuTonkin.  lOmlc  Mo  inlerfère  et  la  marée  semi-diurne  est  nulle. 

Dans  rinlérieur  du  Pacilicpic,  contrairement  à  ce  (pion  aurait 
pu  supposer,  on  ne  conslate  aucune  régularité. 

Sur  la  côte  orientale  d'Australie,  l'heure  colidalc  esl  pres(jue  par- 
tout lo.  A  la  Nouvelle-Zélande,  l'heure  cotidale,  qui  esl  (i  au  cap 
Nord,  décroît  jusqu'à  i  à  rcxlrémilé  sud.  A  Honolulu,  nous 
trouvons  a''. 

Dans  l'archipel  des  Tuamolu,  se  manifestent  de  nombreuses 
irrégulai'ités. 

201.  Dans  Tocéan  Indien,  Iheure  cotidale  varie  très  peu  sur 
toute  la  côte  orientale  d'Afrique  :  elle  est  i  au  cap  de  Bonne-Espé- 
rance, comprise  entre  o  et  i   à  Madagascar,  3  à  Guardafui. 

A  l'île  Maurice,  nous  avons  l'heure  8  et  la  marée  est  assez  faible. 

Sur  la  côle  sud  d'Australie,  l'heure  cotidale  esl  3  ;  elle  \arie  de 
o  à  3  sur  la  côle  ouest,  et  les  marées  sont  assez  fortes. 

Aux  îles  de  la  Sonde,  les  marées  sont  extrêmement  compliquées. 
On  possède  sur  cette  région  un  gi-and  nombre  de  documents  hol- 
landais. Il  semble  que  la  vague-marée  vienne  de  1  océan  Indien  el 
se  divise  à  Sumatra.  Dans  le  détroit  de  Malacca,  les  lignes  coli- 
dales  sont  très  serrées. 

L'amplitude  est  très  variable,  ])lus  faible  en  général  sur  la  côte 
Sud.  On  constate  enfin  de  nombreuses  interférences. 

Dans  presque  toute  la  mer  d'Oman,  l'heure  cotidale  esl  constante 
et  comprise  entre  /\  cl  5  ;  à  partir  des  Laquedives,  il  y  a  progres- 
sion de  5  à  8  au  cap  Comorin. 

L'heure  varie  de  9  à  2  sur  la  côte  esl  de  Gejlan. 

202.   11  est  assez  malaisé  de  réduire  tous  ces  résultats  en  lois. 

D'une  manière  générale,  il  peut  se  présenter  deux  cas  distincts: 

1"  Sur  certaines  plages,  on  trouve  des  lignes  cotidales  qui 
varient  rapidement  et  régulièrement  :  côtes  d'Europe,  mers  po- 
laires, cap  Horn,  côte  de  l'Alaska,  etc. 

Dans  toutes  ces  régions,  se  manifeste  une  onde  progressive  bien 
nette  : 
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2"  D  autres  lois,  au  conlraire,  la  nièinc  heure  cotidale  règne 
sur  une  longue  étendue  :  c'est  ce  que  l'on  constate,  par  exemple, 
dans  toute  la  région  du  cap  de  Bonne-Espérance  et  la  côte  est 
d'Afrique,  sur  la  côte  du  Sahara,  sur  la  côte  du  Brésil,  sur  la  côte 
est  des  Etats-Lnis,  etc. 

Ceci  peut  s'expliquer,  soit  |)ar  la  présence  d'une  onde  sta- 
tionnaire,  soit  par  la  propagation  d'une  onde  normalement  à 
la  côte. 

Le  cas  de  la  [)ropagation  régulière  se  produit  généralement 
dans  les  mers  étroites  et  peu  profondes,  comme  la  INIanclie  où  la 
distance  des  lignes  cotidales  correspond  assez  exactement  à  une 
vitesse  de  propagation  égale  à  '^ gh. 

Mais  cette  loi  souffre  de  nombreuses  exceptions,  et  l'on  rencontre 
d'autres  régions  où  les  lignes  cotidales  sont  beaucoup  plus  serrées 
que  conformément  à  la  formule  r  =  \l g^^- 

203.  Résultats  des  observations  concernant  l'onde  So.  —  Par 
son  interférence  avec  Mo,  l'onde  S^  donne  lieu  aux  alternances  de 
vive-eau  et  de  morte-eau.  Il  nous  faut  donc  considérer,  d'une  part, 
la  difîerence  des  phases,  que  nous  représenterons  par  S"  —  M", 

d'autre  part,  le  rapport  ^  des  intensités. 

.  Si  Sa  était  nul,  toutes  les  marées  semi-diurnes  seraient  égales  et 
il  n'y  aurait  ni  vive-eau,  ni  morte-eau. 

Plus  S2  est  grand,  plus  s'accentue  la  différence  entre  les  marées 
de  svzygies  et  les  marées  de  quadratures. 

En  général,  on  a  So  <C  Mj.  Mais  il  j)eul  se  rencontrer  certains 
cas  où  l'on  ait  So  >■  Mo  ;  alors,  il  existe  encore  une  difîerence 
entre  les  marées  successives,  mais  c'est  l'onde  solaire  semi-diurne 
qui  commande  l'allure  du  phénomène,  et  l'heure  de  la  pleine  mer 
oscille  autour  de  l'heure  de  la  marée  solaire  seule. 

Quel  est  sur  la  marée  résultante  l'effet  de  la  différence  de 
phase  S»  —  M»  ? 

Si  cette  différence  était  nulle,  la  vive-eau  aurait  lieu  le  jour 
même  de  la  syzygie,  et  la  morte-eau  le  jour  de  la  quadrature." 

Si  S°  —  M"  >  o,  la  marée  de  vive-eau  sera  en  retard  sur  la  syzy- 
gie; elle  serait,  au  contraire,  en  avance  si  l'on  avait  Sj  —  M°  <  o. 
Si  nous  supposons  S^  —  M"  =  180°,  la  marée  sera  en  décalage 
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(I  iiiic  (l('ini-|)(''ii()(lf  :  il  V  iiura  vivp-cau  aux  qiiiilnitiiros  et  morle- 
eau  aux  syzygies. 

Sauf  quelques  exceptions,  S"  —  M^  est  constamment  compris 
entre  o"  et  ()o"  ;  on  constatera  donc  presque  toujours  un  letard, 
de  1  à  ■)  jours  environ,  de  la  iiiart'e  de  vi\e-eau  sur  la  pleine  lune. 
Ce  retard  lient  unicpicment  à  la  ilillérence  de  situation  des  ondes, 
mais  on  se  le  représentait  anliefois  comme  indiquant  le  temps  mis 
par  la  ni.irée  pour  venir  du  centre  du  Pacifique,  où  elle  se  serait 
formée  sous  l'action  des  astres.  D'après  cette  conception,  à  l'é- 
poque des  syzygies,  c'est-à-dire  du  maximum  d'action,  deux 
ondes  ccmcordantcs  prenaient  naissance  dans  le  berceau  commun 
des  marées  et  se  tran>[)ortaieiil  ensuite  en  bloc  jusqu  au  lieu  consi- 
déré :  le  qiiolienl  <le  la  dillérence  de  phase  S"  —  M^  constatée 
alors,  par  la  diliéience  i",oi6  des  vitesses  angulaires  des  ondes, 
sera  l'expression  'le  Vâ^^'e  de  la  inarcc. 

A  Brest,  par  eemple,  les  marées  de  vive-eau  se  manifestent 
36  heures  environ  après  les  svzy^ies;  on  disait  alors  que  la  marée 
mettait  36  heures  pour  \<nir  du  Pacilujue. 

L'analyse   lianii.  nupie  foiiniil  pour  cv  port 

S^  --  ru,",         M^  =  99", 

d  où,  pour  l';i^e  (le  I  1  marée  semi-diurne,  la  valeur  3-  heures. 

Li  dillérenee  I  nlleurs  Irès  aible,  avec  le  chillie  adopté  par 
Laplace,  lient  à  e  .pie  les  o.nles  Mj  et  Sa  ne  sont  pas  les  seules 
composantes  de    '  marée  senii  diurne. 

Cet  ât:e  le  I  nia-  '  e  >eiiM-diurne  n  est  pas  autre  chose  cpie  la  con- 
stante j3|  de  la  r  rii.ul  -de  Lapiace  prise  en  signe  contraire  (§  19i). 

Si  celle  coneepi  1  n  d  une  m  irée  unique  prenant  naissance  dans 
le  Pacili(pie  était  .nie.  il  suflirait  de  tracer  les  lignes  correspon- 
danl  aux  valeur-.  instantes  de  S"  —  M^  pour  entourer  le  centre 
de  rayoïinemeiil  il  ■  plus,  les  valeurs  de  Sj  —  M"  devraient  s'ac- 
croitre  an  fur  et  a  mesure  qu'on  s'éloigne  du  centre. 

(  )r,    il  e-.t  loin     I  en   être  aiiiM. 

Dans  r  Atlaiitiipie,  nous  trouvons:  au  Labrador,  ()o"  ;  à  Terre- 
Neuve.  4<>  5  ^  '"  Nouvclle-JM-osse,  \o"  et  35";  aux  Etats-Unis,  de 
22"  à    >2  '  ;   en  1'^  onde,  20". 

I)aii>  le  golfe  du  Mexique,  de  nombreuses  irrégularités  se  mani- 
(eslent  :  on  a  les  valeurs   •■j",  ?i()''  et  même  —  18". 
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Remarcjuons  que  des  valeurs  négatives  ne  seraient  pas  impos- 
sibles il  expliquer,  même  clans  les  anciennes  idées. 

On  pourrait  avoir  une  progression  continue,  partant  de  o", 
dépassant  180",  atteignant  2-0"  que  l'on  noterait  —  go",  et  ainsi 
de  suite.  Mais  ce  n'est  pas  ce  qui  se  passe  dans  le  goll'e  du  Mexique, 
où    nous    trouvons  toutes   les   valeurs  comprises  entre   +  60"  et 

—  18",  et  aucune  voisine  de  180". 

Sur  les  côtes  mêmes  du  Mexique,  nous  avons  des  variations 
de  10"  (Tampico)  à  —  80"  (Vera-Cruz). 

A  Colon,  nous  trouvons  35". 

En  longeant  la  côte  du  Brésil,  nous  rencontrons  des  valeurs  de 
23°  et  de  80". 

Au  cap  Horn,  où  nous  devrions  trouver  un  retard  très  faible, 
puisque  ce  point  est  situé  à  proximité  du  centre  hypothétique  de 
rayonnement  de  la  marée,  la  valeur  de  S"  —  M','  est  de  43",  c'est- 
à-dire  supérieure  à  ce  qu'elle  est  aux  Etats-Unis. 

Sur  la  côte  est  de  l'Atlantique,  nous  avons  44"  ^"  ^^P  de  Bonne- 
Espérance,  40"  à  Dakar,  24"  •>  Lisbonne,  3o"  dans  le  golfe  de 
Gascogne,  4^°  à  l'entrée  de  la  Manche,  63"  dans  la  mer  du  Nord, 
à  Heligoland  ;  puis  — •  28"  à  Copenhague. 

Dans  le  Pacifique,  nous  trouvons  21"  au  Chili,  5^"  à  Panama; 
sur  la  côte  ouest  des  Etats-Unis,  des  valeurs  variant  de  —  1  i"  à 
-\-  60"  ;  3o"  à  la  presqu'île  d'Alaska;  —  19"  au  détroit  de  Behring; 
3o"  au  Japon;  en  Chine,  de  26"  (Hong-Kong)  à  ^9"  ;  4o"  en  Indo- 
Chine;  sur  la  côte  est  d'Australie,  21";  à  Melbourne,  96";  à  la 
Nouvelle-Zélande,  60";  o"  à  Honolulu. 

Celte  dernière  valeur,  relative  à  un  point  situé  au  centre  même 
du  Pacifique,  serait  un  argument  en  faveur  des  anciennes  idées; 
mais  les  autres  dillerences  ne  sauraient  s'expliquer. 

De  même,  en  plein  océan  Indien,  nous  trouvons  à  Maurice  et  à 
la  Réunion  les  valeurs  très  faibles.  H-  3°  et  —  2"  ;  mais  44"  à 
Diego-Suarez,  19"  à  Djibouti,  34"  à  Bombay,  /\o"  à  Colombo, 
42"  à  Calcutta,  6"  sur  la  côte  ouest  d'Australie.  Dans  les  îles  de 
la  Sonde  enfin,    on  observe  les   variations  les  plus  fantaisistes  : 

—  1  i4",  —  123",  ^  40",  4-  io5",  +  i33",  +  3o",  —  38".    . 
Rien  de  tout  cela  n'est  conciliable  avec  les  anciennes  idées. 

t2()i.   Si  la  marée  senii- diurne  naissait  en  un  centre  unique  et  se 
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traiisportail  ensuite  on   hloc.  le   iii|)|»(trt  — ^  dcMiiii   se   eoiiserver 

sensiblement  constant.  Nous  lui  t^ouveri()Il^  |);irl()ul  une  \aleur 
voisine  de  celle  qu'avait  adoptée  Laplace,  soit  environ  j. 

Or,  il  suffit  de  jeter  les  veux  sur  un  Tableau  des  observations 
pour  voir  cjue  cette  constance  est  loin  de  se  inanifeslei'. 

Nous  trouNons,  en  cllet.  les  \aleurs  o,.55  à  Terre-Neu\e  :  o,  i<) 
aux  Etats-L  nis  ;  o,  ^o.  o.jcS,  0,80  dans  le  golfe  du  Mexi(|ue  :  j)uis 
o,3o  à  Vera-Cruz  ;  0,11  à  Colon;  o,35  à  Pernanibuco  ;  0,21  à 
Montevideo  ;  0,21  au  cap  Horn. 

Dans  le  Pacifique,  o,33  à  Valparaiso  ;  "0,28  à  Panama  ;  0,69  au 
cap  Corrientes  (Mazatlanj;  0,22  à  San  Francisco;  o,33  à  la  pres- 
qu'île d" Alaska.  Au  Japon,  on  trouve,  en  général,  de  o,4o  à  o,5o, 
mais  parfois  des  \aleurs  bien  supérieures  et  même  dépassant 
l'unité,  comme  i  ,  û8  à  Nemuro  ;  1,22  à  Nishidomari.  Sur  la  côte 
de  Gbine,  on  a  o, 33  à  Shangbaï;  o,3l)  à  Hong-Rong. 

En  Indo-Chine,  i  à  Haïphong  (Doson),  puis  o,4o  à  Quin-Hone, 
au  cap  Saint-Jacques  et  à  Singapour. 

Dans  le  snd  de  l'Australie,  le  rapport  est  voisin  de  l'unité  :  il  est 
de  o,  i5  seulement  en  Nouvelle-Zélande. 

Ses  variations  sont  extrêmement  grandes  dans  les  îles  de  la 
Sonde,  où  l'on  rencontre  0,18:  i,5o,  et  même  jusqu'à  G, 00  à 
l'entrée  est  du  détroit  de  la  Sonde. 

Dans  l'océan  Indien,  le  rap[)ort  t]^  prend  les  \aleurs  0,4'  ^ 
Calcutta  ;  o.<)-  à  Colombo  ;  o.4o  dans  la  mer  d'Oman  (Bombay); 
0,43  à  Aden  et  Djibouti;  o,5o  environ  à  Madagascar  et  à  la 
Réunion;  o,-(i  à  l'île  Maurice  ;  o,55  à  Durban  et  0,42  au  cap  de 
Bonne-Espérance . 

Si  nous  continuons  maintenant  en  remontant  dans  l'Atlantique, 
nous  trouvons  o,36  à  Dakar;  o,3{)  à  Lisl)onne  ;  0,37  à  Brest; 
0,33  au  Havre;  o,32  à  Liverpool  ;  0,46  à  Cojîenbague. 

La  diversité  de  tous  ces  cbill'res  suffirait  à  écarter  l'idée  d'une 
•onde  se  transportant  en  bloc. 

2O0.  Si  l'on  lapproclic  les  \aleuis  de  la  dillérenc»^  de  phase 
S°  —  Mj  de  celles  du  rapport  — ^ ,  on  coiislatc  que  les  régions  où 
la  diflérence  de  phase  j)résente  des  anomalies  sont  celles  où  la 
marée  lunaire  semi-diurne  Mo  est  faible. 
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Cela  s'explique  aisémeni,  car,  si  l'on  compose  deux  oncles  de 
faible  intensité,  il  suffit  de  la  moindre  perturbation  pour  déplacer 
beaucoup  la  phase  de  l'onde  résultante. 

Ce  phénomène  est  surtout  manifeste  dans  les  îles  de  la  Sonde, 
qui  constituent,  au  |)()int  de  vue  des  marées,  une  région  particuliè- 
rement troublée,  où  Ton  rencontre  de  nombreux  points  d'interfé- 
rence pour  l'onde  semi-diurne. 

On  voit  à  Sumatra  la  différence  S°  —  M'^,  qui  est  de  4o°,  passer 
tout  d'un  coup  à  — 24",  revenir  à  4o"  et  passer  brusquement  à 
—  20".  A  chacune  de  ces  variations  correspond  un  nœud  de 
Tonde  Mo. 

Au  nord  de  Java,  les  valeurs  négatives  dominent,  la  différence 
de  phase  se  tient  dans  le  voisinage  de  —  100",  mais  il  y  a  éga- 
lement des  variations  énormes  accompagnées  par  celles  du  rap- 
S., 

Voici,  par  exemple,  le  Tableau  des  valeurs  que  l'on  trouve  en 
trois  stations  très  rapprochées  au  nord  de  Java  : 


M, 

M». 

S,. 

S». 

S, 

m/ 

S5-M^ 

m 
0,11 

0 
323 

m 
0,06 

0 
219 

o,5o 

0 
-104 

0,02 

246 

o,o5 

344 

2,46 

H-  98 

o,o5 

283 

o,o3 

160 

0,71 

—  123 

C'est  quil  y  a  un  nœud  pour  Mo,  tandis  que  S^  reste  sensi- 
blement constant. 

206.  Résultats  des  observations  concernant  la  marée  diurne. 
—  Les  éléments  relatifs  à  la  marée  diurne  ne  sont  pas  connus 
partout  avec  une  grande  précision,  parce  que  cette  marée  est,  en 
général,  faible  et,  par  suite,  difficile  à  observer. 

Les  résultats  cpie  nous  allons  donner  concernent  l'ensemble 
K, -hO. 

Sur  nos  côtes,  la  demi-amplitude  de  cette  marée  est  o™,  i3  à 
l-r^st;  o"',i8  au  Havre;  o"',22  à  Liverpool. 

En  Amérique,  on  a  des  marées  diurnes  de  o°',24  à  Boston; 
o"*,i5  à  Sandy-Hook.  Au  Mexique,  on  trouve  o"',  iS  et  o^jSo; 
.o'",29  au  cap  Hoin. 

Sur  la  côte  ouest  d'Aujérique,  la  marée  diurne  est  de  o"',25  à 
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Valparaiso  ;  o"',  i^  à  rislliiiie  do  l'aaama;  o"',4o  en  Californie; 
o"',6o  à  San  Francisco  ;   r",20  à  \  ancouver;  o"',(37  à  l'Alaska. 

Sur  la  côte  asiatique  du  Pacifique,  on  ohserve  des  demi-ampli- 
tudes de  o"',36;  o"',3t);  o"',07;  o"',6o  au  Japon:  o"',34  à  Sliang- 
Haï;  g'",  66  à  Hong-Koni;. 

Au  Tonkin,  nous  trouvons  une  valeur  plus  lorte,  r",3^  à 
Haï-Phong;  cette  région  est  un  nœud  pour  la  marée  semi-diurne. 
Sur  la  côte  d'Annam,  la  inarc'-e  diurne  est  plus  faible  ;  au  cap 
Saint-Jacques,  sa  valeur  i'".  12  est  comparable  à  celle  de  la  marée 
semi-diurne. 

Dans  les  îles  de  la  Sonde,  la  marée  diurne  est  relativement  forte 
et  varie  de  o'",  10  à  i'",o5  ;  elle  est,  en  moyenne,  de  o"',3o  seu- 
lement en  Australie. 

Dans  l'océan  Indien,  nous  trouvons  o'",20  à  Calcutta  ;  o"',  10  à 
Colombo;  une  forte  marée  diurne  de  i'",oo  dans  le  golfe  d'Oman; 
o™,6o  à  Djibouti  ;  o"',20  h  Diego-Suarez;  o'",  10  à  l'île  Maurice  et 
o'",07  seulement  au  cap  de  BonnoEspérance. 

La  marée  diurne  est  laible  également  sur  la  côte  ouest  d'  Afri(|ue 
(o"",  10  à  Dakar). 

^07.  Si  nous  considérons  maintenanl  1  heure  cotidale  de  la 
marée  diurne,  calculée  comme  il  a  été  indiqué  au  paragraphe  198, 
nous  trouvons  i''25"'  à  Brest,  et  1''  dans  le  golfe  de  Gascogne. 
Dans  la  Manche,  l'heure  cotidale  progresse  de  4  à  11. 

A  Terre-Neuve,  on  se  trouve  dans  le  voisinage  d'un  nœud  : 
l'heure  cotidale  est  9  sur  la  côte  est  et  22  sur  la  côte  ouest;  la 
différence  est  sensiblement  d'une  demi-période. 

Aux  Etats-Unis,  nous  trouvons  l'heure  i3,  et  l'heure  2  au 
Mexique. 

Dans  le  Pacifique,  nous  avons,  en  moyenne,  1  heure  i5  sur 
la  côte  des  Etats-Unis;  l'heure  20  au  Tonkin,  12  en  Cochin- 
chine. 

Dans  l'océan  Indien,  on  trouve  l'heure  12  sur  la  côte  ouest 
d'Australie,  ainsi  qu'au  sud  de  Java  et  Sumatra,  24  à  Djibouti  et 
Madagascar. 

La  dillérence  de  situation  des  deux  ondes  K,  et  O  correspond 
à  l'âge  de  la  marée  diurne,  (jui  est  représentée  par  —  ^[  dans  la 
formule  de  Laplace.  La  différence  de  vitesse  des  ondes  étant  2/1, 
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on  aura 

On  Irome  pour  cet  élément  les  valeurs  les  plus  diverses,  car 
R°  —  O**  varie  très  irrégulièrement  de  —  i8o"  à  +  180°. 
A  Brest,  où  Ton  a 

K»  =  68°,         00=  323", 

n  V  1       I  ,  •     1-  Io5  .  .  ,    . 

laee  de  la  marée  semi-diurne  sera -^  soit  environ  4  lours. 

^  I  ,098  •' 

■208.  Vérification  de  l'hypothèse  de  Laplace.  —  Nous  avons 
vu  (§  19i)  que,  pour  établir  sa  formule  de  prédiction  des  marées, 
Laplace  supposait  que,  dans  chaque  catégorie  d'ondes,  les  coef- 
ficients d'amplitude  et  de  phase  étaient  des  fonctions  linéaires  de 
la  vitesse  angulaire  de  Fonde  correspondante. 

Cette  hypothèse  fondamentale  se  vérifie-t-elle?  Il  suffit,  théo- 
riquement, pour  s'en  rendre  compte,  de  comparer,  en  différentes 
stations,  les  éléments  relatifs  aux  trois  ondes  les  plus  importantes 
du  groupe  semi-diurne,  les  ondes  Mo,  S2  et  N. 

Si  l'hypothèse  de  Laplace  est  exacte,  on  devra  avoir 

So:/.,- M.,  :/.-,„       SS-IVI9, 


M,: /■,„— N  :  A-„       MS— N" 


=  consl. 


en  désignant  respectivement  par  /r^,  /.-,«,  k/,  les  coefficients  astro- 
nomiques relatifs  à  ces  diverses  ondes. 

Mais,  le  coefficient  ks  étant  inférieur  à  0,1,  il  faudrait,  pour 
obtenir  une  vérification  parfaite,  c|ue  les  valeurs  de  N  nous 
fussent  connues  avec  une  précision  que  les  observations  ne 
peuvent   donner. 

C'est  ainsi  qu'à  Saint-Nazaire,  par  exemple,  une  simple  augmen- 
tation de  3"",  7  dans  la  valeur  de  N  suffit  à  diminuer  le  premier 
rapport  dans  la  proportion  de  10  à  i .  Dans  ces  conditions,  une  vé- 
rification absolue  est  nécessairement  illusoire. 

Toutefois,  on  peut  se  rendre  compte  que,  dans  les  limites  des 
erreurs  d'observations  possibles,  la  valeur  moyenne  du  premier 
rapport,  dans  les  régions  où  ne  se  manifeste  aucune  anomalie, 
et  particulièrement  sur  nos  côtes,  est  sensiblement  voisine  de  2. 
11  devrait  donc  en  être  de  même  du  second. 
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Or,  cette  condition  est  très  sultisanunenl  remplie  sur  nos  côtes, 
puisqu'on  a  pour  le  rapport  des  dillérences  de  phases,  les  valeur^ 
1,70  à  Port-Boyard;  2,10  a  Brest;  2,  82  à  Cherbourg  et  1  ,  (,6 
au  Havre. 

Mais,  dans  les  autres  réjuions,  la  concordance  n'existe  plus. 

Ou  se.xpli«^ue  ainsi  comment  la  formule  de  Laplace,  qui  donne 
d'excellents  résultats  >ur  nos  cotes,  pourrait  conduire  ailleurs  à 
des  résultats  fort  erronés. 
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CHAPITRE   XIV. 

RÉSULTATS  EXPÉRIMENTAUX. 


!2()U.  On  voil  comhieii  les  résultats  des  observations  sont 
complexes.  Ce  n'est  qu'à  grand'peine  qu'on  peut  en  dégager 
quelques  lois  d'application  générale. 

La  théorie  complète  des  marées  conduisant  à  des  calculs 
presque  inextricables,  il  faut  se  laisser  guider  dans  la  recherche 
de  ces  lois  par  les  résultats  plus  simples  que  nous  avons  pu 
obtenir  dans  des  conditions  très  particulières,  en  assimilant,  par 
exemple,  les  bassins  océaniques  à  des  bassins  ou  des  canaux  de 
forme  régulière. 

L  aj)proximation  sera  nécessairement  très  grossière,  car  dans 
la  plupart  des  cas  on  néglige  la  sphéricité  et  la  force  centrifuge 
composée. 

Au  Coast  and  Geodetic  Survev,  on  a  pensé  obtenir  également 
des  indications  utiles  en  organisant  des  expériences  sur  les  oscil- 
lations des  liquides  renfermés  dans  des  bassins  artificiels. 

Des  bassins  de  formes  diverses  ont  été  installés,  et  l'on  a  mesuré 
les  périodes  d'oscillations  propres  des  liquides  qu'ils  contenaient. 

On  ne  se  trouve  pas  absolument  dans  les  conditions  de  la  na- 
ture, puisque  les  surfaces  d'équilibre  sont  planes  et  que  la  force 
centrifuge  composée  n'intervient  pas,  en  raison  de  la  faible  étendue 
du  bassin.  En  outre,  les  expériences  ne  peuvent  porter  que  sur  les 
oscillations  propres  ;  mais  nous  connaissons  leur  importance  dans 
les  cas  de  résonance. 

Le  frottement  doit  v  jouer  aussi  un  plus  grand  rôle  que  dans 
la  nature. 

(  hi(ji  qu'il  en  soit,  ces  expériences  ont  confirmé  la  théor-ie  en 
ce  qui  concerne  les  vases  de  profondeur  constante  et  de  forme 
régulière,  rectangulaire  ou  circulaire.  De  plus,  elles  ont  mis  en 
évidence  quelques  faits  nouveaux. 
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210.  Lemmes  de  M.  Harris.  -  G  est  en  se  hasanl  à  l;i  fois  sur 
les  résultais  de  ces  expériences,  sur  ceux  des  nl)scr\alions  di- 
rectes et  sur  la  théorie  clans  les  conditions  les  plus  simples,  que 
M.  Harris  a  énoncé  un  certain  nombre  de  lemme>,  souvent  assez 
peu  précis,  et  qu'on  doit  considérer  bien  plutôt  comme  des  indi- 
cations de  tendances  que  comme  de  véritables  théorèmes. 

Nous  allons  passer  en  revue  les  principaux  de  ces  lemmes  : 

i"  //  existe  pour  un  bassin  quelconque  une  ou  plusieurs 
périodes  d'oscillations  propres. 

2"  Une  oscillation  propre  peut  naître,  même  dans  une  aire 
peu  étendue,  à  condition  toutefois  qu'elle  soit  nettement  déli- 
mitée. 

Ces  deux  lemmes  sont  justifiés  par  l'observation  du  phénomène 
des  seiches. 

3°   Voici  maintenant  un  résiillat  dû  à  l'expérience. 

Supposons  un  bassin  rectangulaire  :  son  oscdlation  aura  une 
période  telle  que,  si  l'on  considère  une  onde  progressant  parallè- 
lement à  un  des  côtés,  la  vitesse  de  |)ropagation  de  cette  onde 
sera  \/gh-  Connaissant  la  période,  on  calculerait  la  longueur 
d'onde  A.  Cette  onde  progressive  se  réiléchira,  donnera  naissance 
à  une  onde  se  propageant  en  sens  contraire,  lacpieiie  se  réfléchira 

à  son  tour,  etc. 

Fig.  43. 


-7  iA  i  V\ 

/  !  \ 

1  rr  i 

\  i  /  / 


Si  la  longueur  du  bassin  est  égale  à  une  demi-longueur  d'onde, 
il  y  aura  concordance  entre  les  ondes  parallèles  de  même  sens. 
Le  résultat  final  sera  une  onde  stationnaire  qui  constituera  l'oscil- 
lation propre  du  système. 

Ceci  était  bien  connu.  Mais  rex|)érience  montre  que,  si  l'on  sup- 
prime les  deux  parois  latérales  {/ig-  4^),  il  J  aura  encore  une 
oscillation  propre  de  même  période,  la  partie  agitée  s'étendant  au 
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(Icliors,  mais  à  condition  (jue  les  murs  terminaux  aient  une  lon- 
gueur  au  moins  égaie  a  -  • 

Si  donc  nous  avons  deux  côtes  parallèles  st';j)arées  j)ar  une 
demi-longueur  dondc,  et  suffisamment  longues,  on  pourra  obser- 
ver une  onde  stationnaire  dans  le  détroit. 

4"  '5'/;,  en  plus  des  mu/ailles  lerminales  parallèles,  subsiste 
une  muraille  latérale,  il  suffira,  pour  qu' une  onde  stalionnaire 
puisse  prendre  naissance,  que  la  largeur  du  bassin  soit  égale 
à  un  huitième  de  la  longueur  d'onde. 

Ce  lemme  résulte  naturellement  du  précédent,  car  si  l'on  trace 

la  ligne  médiane  du  bassin  dont  la  largeur  est  *— '  tout  étant  symé- 

4 

trique  par  rapport  à  cette  ligne,  aucune  composante  du  mou- 
vement ne  la  traversera  et  l'on  pourra,  par  suite,  la  remplacer  par 
une  muraille. 

5°  L'expérience  montre  que  la  principale  période  d'oscilla- 
tion propre  d' une  aire  trapézoïdale  ifig'  44)  ^'-^^  la  même  que 
celle  du  rectangle  équivalent  ayant  même  hauteur. 


U amplitude  est  plus  grande  du  côté  de  la  plus  longue  base. 

211.  Influence  des  inégalités  d'un  canal  sur  la  période  d'oscil- 
lation propre.  —  Les  lemmes  (6)  et  (■j)  de  M.  Marris  ont  pour 
objet  l'efl'et  produit  sur  la  période  d'oscillation  propre  d'un  canal 
par  les  inégalités  diverses,  contractions,  seuils,  etc.,  que  ce  canal 
peut  présenter. 

Les  expériences  ont  été  faites  avec  des  vases  de  largeur  et  de 
profondeur  variables. 

Faisons  d'abord  varier  la  largeur.  Si  le  vase  {fig.  45)  est  plus 
étroit  à  ses  extrémités,  la  fréquence  augmente  :  la  période 
devient  plus  courte  que  celle  du  vase  rectangulaire  circonscrit. 


35o 
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Le  conlraire   a  lieu  si  la  largeur  du  vase  esl  diniinut'e   en   son 


milieu. 


Kig.  ',5. 


Faisons  maintenant  varier  la  profondeur,  soit  aux  extrémités, 
soit  au  centre.  La  comj)araison  de  la  période  d'oscillation  pourra 
se  faire  soit  a\ec  celle  du  vase  de  profondeur  constante  égale 
à  la  profondeur  uiaxinuim,  soit  avec  celle  du  vase  de  profondeur 
constante  égale  à  la  profondeur  moyenne  {Ji^-  4^)). 


Fis;.  46. 


Si  c'est  le  vase  de  profondeur  maximum  qui  seit  de  point  de 
comparaison,  la  fréquence  sera  diminuée,  c'est-à-dire  (|ue  la 
période  augmentera,  si  la  profondeur  décroît  aux  extrémités  ou 
bien  si  nous  avons  un  seul  milieu. 

Au  contraire,  si  nous  rapportons  les  périoe-  au  vase  de  profon- 
deur movenne,  la  période  devient  plus  courte  dans  le  cas  d'un 
canal  moins  profond  à  ses  extrémités,  et  plus  longue  dans  le 
cas  d'un  canal  présentant  un  seuil  au  milieu  {fig-  47)- 

Il  est  aisé  d'expliquer  ces  résultats  analytiquement. 

Soient  s  la  longueur  comptée  suivant  l'axe  du  canal,  i  sa  section 
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et  l  sa  largeur,  de  telle  sorte  quon  aurait  t  =  lit  clans  le  cas  d'un 

canal  rectan<;ulaire. 

F.g.  4:- 


En  désignant  toujours  par  '^  la  fonction  qui  mesure  la  hauteur 
de  l'oscillation  et  par  z»'  sa  dérivée  par  rapport  à  5,  nous  avons 
pour  équation  des  oscillations  propres  (§  127) 


^0  ^'^'^^--^ 


A  étant  la  constante  purement  imaginaire  qui  définit  la  période. 

Supposons  que  Sec  représente  une  fonction  quelconque  de  5,  et 
soit  ù-s'  sa  dérivée.  Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  (1) 
par  ù'^ds^  et  intégrons  tout  le  long  du  canal;  nous  aurons 


/     OÇ.  d{<y'^'  )  —    -^     I     Itfry^ 


ds 


ou.  en  intégrant  par  parties, 

focfTo'] —  /  (7cp' 0'^' r/5  =  —    1    looods. 

Le  premier  terme  disparaît  en  vertu  des  conditions  aux  limites. 
En  eflet,  si  la  paroi  est  verticale,  nous  avons  'i'^  o,  et,  si  la  paroi 
est  inclinée,  c-  s'annule. 

11  reste  donc,  en  multipliant  par  g, 

(2)  ^  1  T'y'  o'f'  ds  -I-  À-   /   ^'f  Stp  ds  =  o. 

ocp  est,  comme  nous  lavons  dit,  une  fonction  quelconque  de  s.  Si 
nous  prenons  00  =  'j,  nous  aurons 

(i)  g  l  rs':^'-  ds  -;->,-  /   /'sp-  ds  =  o. 
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Celle  dernière  équation  n'est  pas  autre  chose  que  l'expression 
du  piincipe  de  la  conservation  de  l'éner^nr.  En  ell'et,  l'énergie  ciné- 
tique du  li(juide  est 

ei  son  énergie  potentielle  est  égale  à 

■i.  J  '  i  J    g^  >-  g  J 

Lorsqu'il  s'agil  d'un  canal  rectangulaire  de  profondeur  con- 
stante, nous  connaissons  la  valeur  de  la  fonction  .p;  nous  savons 
qu'on  a 

cp  =  sm  — ) 

les  deux  extrémités  du  canal  correspondant  aux  valeurs  s^=±a. 

Considérons  maintenant  un  canal  légèrement  dift'érent.  Nous 
passerons  du  canal  régulier  à  l'autre  en  donnant  à  a-  et  à  /  des 
accroissements  respectifs  St  et  S/;  il  en  résultera  pour  -^  et  À-  des 
accroissements  Oi,  oA-,  et  il  s'agit  d'évaluer  Sâ^. 

Pour  cela,  diflérentions  l'équation  (3);  il  viendra 

g  I  0-7 -f'-  ds  -+-  zff  I  T'^'  oo'  ds  -t-  S/.2  /  /cp-  ds 

-t-  A-  /  o/cp-  ds  ■+-  ■>.  X-  I  l o  o'f  ds  =  o, 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  (2), 

(4  )  oÀ-   /  /o-  ds  —  —  g  /  oa  !i'2  ds  —  K-  l  olo-  ds. 

Celle  relation  nt)us  montrera  donc  si  la  fréquence  est  accrue  ou 
diminuée. 

Faisons  d'abord  varier  la  largeur,  la  profondeur  restant  con- 
stante. On  a  alors 

oa  =  h  0/.  • 

Or,  o' ,  étant  nroiJorlionnel  à  cos  -^,  s'annule  aux  deux  extrémités  : 
'  '  '  '       '  7.  a 

ca'sera  donc  petit  vers  les  extrémités  et  grand  vers  le  centre,  tandis 

que  c'est  le  contraire  pour  cp. 
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SI  donc  nous  supposons  le  canal  plus  étroit  \evs  les  extrémités, 

la  première  intégrale  du  second  membre  de  (4)  sera  très  petite, 

tandis  cpie   la   seconde  sera  grande   :   c'est  le    second  ternie  qui 

imposera  son  signe  et,  comme  0/  est  négatif"  ainsi  que  a-,  nous 

aurons 

2X2  <o. 

La  période  doscillation,  qui  est  égale  à  ^>  est  donc  diminuée, 
et  la  fréquence  est  accrue. 

Si,  au  contraire,  la  largeur  du  canal  est  diminuée  vers  le  centre, 
rinlluence  de  0/  se  fera  surtout  sentir  vers  le  centre  où  o'  est 
grand;  c'est  donc  le  premier  terme  qui  donnera  son  signe,  et  l'on 

aura 

6X2  >o. 

Par  suite,  la  fréquence  sera  diminuée. 

De  même,  il  y  aurait  accroissement  de  la  fréquence  pour  un 
élargissement  au  milieu  du  canal,  et  diminution  pour  un  élargisse- 
ment aux  extrémités. 

Supposons  maintenant  la  largeur  constante,  la  profondeur  seule 
variant.  Alors  0/  =  o,  et  nous  avons  simplement 


rA2  Clo^  ds=  —  gl  Çùh  d'- 


ds. 


Si  nous  comparons  avec  le  vase  de  profondeur  maximum,  nous 
aurons  constamment  oh  <^  o,  par  suite 

oÀ->o, 

donc  toujours  diminution  de  fréquence,  qu'il  y  ait  un  seuil  au 
milieu  ou  profondeur  moindre  aux  extrémités.  Seulement,  comme©' 
est  grand  vers  le  centre,  l'efiet  produit  sera  plus  grand  si  la  diminu- 
tion de  profondeur  a  lieu  vers  le  centre. 

Si  nous  prenons  comme  terme  de  comparaison  le  canal  de  même 
profondeur  moyenne,  nous  aurons 

/  (h  (V^  —  o 
et,  d'ailleurs, 

P.    -    III.  23 
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Appelons  Vy"  la  \alciir  île  'i  -  an  point  oi'i  o-  chani;e  de  signe. 
Nous  aurons,  par  la  combinaison  de  ces  deux  (-(pialions, 

0/,-   /  /'j,-  ds  =  —  ^  /  ^7(  'f'-—  'il  )  ds. 

Supposons  le  \ase  plus  picdund  au  centre  (ju  aux  exlréinilés. 
Alors,  on  a  aux  exlrémités 

07  <  o, 
et  au  centre 

01  >  o. 

jMais,  d  lin  autre  coté,  on  a  également  aux  extrémités 

et  au  centre 

Les  produits  o-( -i'-  —  o'^)  seront  donc  j)Oslllfs  dans  toutes  les 
régions  du  canal,  et  l'on  aura 

0A2  <  o, 

donc  augmentation  de  fré(|uence. 

Au  contraire,  si  le  vase  présente  un  seuil  au  milieu,  l(;s  produits 
seront  négatifs,  on  aura 

0À2>O, 

donc  diminution  de  fréquence. 

On  \oil  ainsi  cjue  l'analyse  confirme  parfaitement  les  expé- 
riences de  M.  Ilarris. 

212.  Nous  nous  bornerons  à  signaler  certains  autres  lemmes 
plus  ou  moins  importants. 

Le  lemme  (8)  est  ainsi  énoncé  :  L'axe  cV  linéaire  sim/)le  {Jî<i'.  .{8) 
peut  être  inJléclU  dans  la  région  d' un  ventre,  à  condition  que 
le  côté  extérieur  du  ventre  soit  bien  supporté. 

Voici  comment  il  (aul  I  cntiudre.  On  sait  (pie.  tlaiis  un  canal 
rectangulaire  de  longueur  convenable,  peut  naître  une  onde  >la- 
tionnaire;  il  peut  s'en  former  une  également  dans  un  canal  dont 
l'axe  est  incurvé. 
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.  Nous  avons  vu  aussi  (§  !210)  qu'on  peul,  sous  corlahies  condi- 
tions. su|)[)iimet'  les  parois  latérales  du  canal  rectangulaire. 
Le  pourrait-on  également  dans  lo  cas  du  canal  courbe? 


Fig.   ',8. 


En  général,  non;  mais  oui,  cependant,  si  l'on  avait  du  coté 
extérieur,  et  dans  le  voisinage  du  ventre,  une  portion  de  côte 
assez  longue. 

Le  lemme  (9)  étend  les  résultats  théoriques  concernant  un  bas- 
sin rectangulaire  de  profondeur  constante  à  une  aire  de  petite 
étendue  dont  les  profondeurs  décroissent  régulièrement  vers  les 
exlri'inilt's  :  il  se  formera  une  onde  staliounaire,  a\ec  ligne  nodalc 
au  milieu. 

Le  lemme  (10)  est  relatif  à  Feiret  produit  par  une  varialion 
sid)ile  de  |)rof(jndeur.  .Nous  savons  qu'il  se  produit  alors  une 
onde  réllécbie  et  une  onde  réfractée,  et  nous  avons  calculé  les 
rapports  des  amplitudes  de  ces  ondes  à  celle  de  Tonde  incidente 
(§43,131). 

Le  lemme  (ii)  est  dc'duit  de  r(;x|)érience.  Considérons  une 
oscillation  propre  se  jiroduisant  entre  deux  murailles  |)arallèles  de 
longueurs  dillérentes   Vlî  et  CD  {fig.  49)- 

On  constate  (pie  Tonde  stalionnaire  se  faitsentir,  non  seulement 
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dans    la  région   AH    uj)pos<''e   à   la   plus  coiirle  muraille  AB.   mai; 
(|u"elle  s'élend  encore  à  quelque  distance  au  delà. 

Fi  g.  4f(. 


B'I 


iA  B: 


i213.  Golfes  de  longueur  critique.  —  Considérons  un  golfe  avant 
pour  longueur  le  quart  de  la  longueur  dune  onde  de  même  pé- 
riode (jue  la  force  perturbatrice  et  se  propageant  dans  le  golfe 
avec  la  vitesse  \l gh. 

M.  Harrls,  dans  son  lemnie  (12),  annonce  que  Iheurc  de  la 
marée  sera  la  même  dans  tout  le  golfe,  mais  qu'elle  dillérera 
de  3  heures  de  l'heure  de  la  marée  en  pleine  mer.  Ce  lemnie  est 
fondé  sur  l'ol^servation  du  golfe  du  Alaine. 

La  loi  ainsi  énoncée  est  beaucoup  trop  générale  :  il  n  v  a  pas  de 
raison  pour  que  la  dillérence  de  [)liase  soit  de  3  heures.  La  tiiéorlc 
de  M.  Harris  suppose  d'ailleurs  une  onde  progressive  ne  se  réllé- 
chissant  pas  à  Textrémité  du  golfe;  ceci  ne  peut  évidemment  pas 
avoir  lieu,  il  faudrait  admettre  un  frottement  beaucoup  plus  consi- 
dérable. 

Nous  avons  vu  (5^  132)  (pi'un  potentiel  perturbateur 

donnait  lieu,  dans  un  canal  étroit  quelconque,  de  profondeur  et 
de  largeur  constantes,  à  une  oscillation  contrainte  dont  la  hau- 
teur a  pour  expression 


en  posant 


>."  =  - WnjL^ 


Si    le  canal   est  ferint-  à   une  exlréiiiité  et  débouche  |)ar  l'autre 
sur  une  mer  à  marée,  et  si  sa  longueur  /  est  éirale  à  -^,  nous  nous 
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trouverons  dans  un  cas  de  résonance.  B  el  B'  seronl  très  sjrands. 

L  ne  onde  stationnaire  de  grande  ani|)litude  prendra  naissance 
dans  le  grdfe.  el.  par  suite,  llieure  de  la  marée  sera  bien  la  même 
dans  tuiii  If  -nlfe. 

La  Naleur  cuninuine  de  B  et  B'  étant  très  grande  par  rapport  à  z, 
la  marée  sera  rclati\ement  laiLle  à  1  eniboucliure  c[ui  se  compor- 
tera comme  un  nœud. 

Il  V  aura  un  ventre  à  lextrémité  fermée  du  golfe. 

La  diilérence  de  phase  entre  la  marée  océanique  et  celle  du 
golfe  dépend  de  la  diflerence  entre  l'argument  de  B  et  celui  de  "Çoj 
en  liésignant  par  ^o^'^  la  marée  océanique  à  l'embouchure  du 
golfe.  Elle  dépend  donc  de  la  différence  des  arguments  de  y.  et 
de  Zo,  et,  comme  celle-ci  peut  être  quelconque,  elle  peut  être  elle- 
même  quelconque. 

î2i4.  Les  autres  lemmes  de  ^L  llarris  sont  jjrestpie  tous  égale- 
ment empruntés  à  l'observation;  ils  trouvent  leur  application  dans 
certains  cas  particuliers  que  nous  aurons  l'occasion  de  signaler  en 
comparant  les  observations  avec  la  théorie. 
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215.  Nous  avons  exposé,  au  ('liii|»itre  XIII,  les  résulials  |irinoi- 
paux  des  observnlioiis.  l)e|)Mls  longtemps,  on  a  clierclié  à  relier 
tous  ces  résiillals  par  une  synllièse  générale  capable  de  iouruii- 
Texplicalion  (\i->  (li\  erses  particularités. 

L'observation  donne,  ((iniinc  nous  lavons  vu  (!:;  198),  I  heure 
cotidale  en  un  certain  noud)ic  de  stations:  on  peut  bien  en  inférer 
les  \ariations  de  l'heure  cotidale  le  long  des  cotes,  mais  le  tracé 
des  lignes  colldales  reliant  toutes  ces  amorces  à  tra\ers  les  bassins 
océaniques  sera  nécessairemenl  lirs  arbitraire  cl  dé|)endra  de 
l'hypothèse  admise  sur  le  mode  dt-  formai  ion  et  de  propagation  de 
la  marée. 

Les  diverses  leulalives  laites  à  cet  égard  |ieu\enl  se  ramener  à 
deux  types  difi'érents  :  la  théorie  de  W  hewell  et  la  théorie  de 
Harris.  Dans  la  j^remirre,  qui  est  de  beaucoup  la  plus  ancienne, 
le  rôle  |)r'édominaut  est  join-  |)ar  les  ondes  progressives;  dans  la 
seconde,  on  accoi-dc  I  nnporlance  princij)ale  aux  ondes  slalion- 
naires. 

21().  Théorie  de  Whewell.  —  ^^du'\\ell  est  le  premici-  (pii  ail 
cherché,  d'après  les  données  très  impail'ailes  «pi'on  possi-dail  il  y  a 
|)lus  d'un  denn'-siècle,  à  rendre  compte  de  la  distribution  générale 
des  lignes  cotidales. 

A\  he\\<  11  se  représenlail  les  marées  comme  prenant  naissance 
dans  la  vasle  région  aulairtiqne  entièrement  recouverte  d  eau 
comprise  entre  le  cap  lloin,  le  caj)  de  Honne-Espérance,  T  \us- 
Iralie  el  les  Icries  (]u  \)ù\t'  Sml.  I  )c  ce  bciccau  aiinidaire,  les  ma- 
rées se  pio])ageai<'nt  ensuile  vers  le  Nord  par  h's  ln>is  i^iauils  canaux 
des  océans  .\llanti(jue,  indien  et  l'acidqne. 
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Nous  savons,  d'après  le  ihéorèine  de  Laplace  (§  79),  que,  si  la 
))rorondeur  do  la  mer  était  fonclion  de  la  laliUide,  il  n'y  aurait  pas 
de  décalage  de  la  marée  :  les  heures  colidales  seraient  les  heures 
de  passage  des  astres  au  méridien,  et  les  lignes  colidales  seraient 
dirigées  suivant  des  méridiens.  Whewell  admet  que  tout  se  passe 
dans  l'anneau  antarctique  comme  si  les  conditions  du  théorème 
de  Laj)iacc  étaient  réalisées  :  nous  aurons  donc,  dans  cette  région, 
des  lignes  cotidales  ayant  très  seasibiement  la  direction  des  méri- 
diens. 

Mais,  si  nous  considérons  ensuite  les  trois  grands  canaux  méri- 
diens par  lesquels  la  marée  se  propage  du  Sud  au  Nord,  il  y  aura 
relard  de  la  marée  sur  le  passage  de  l'astre  et  les  lignes  cotidales 
s'infléchiront  jusqu'à  devenir  dirigées  sensiblement  suivant  les 
parallèles  dans  les  bassins  océaniques. 

De  même,  dans  les  conditions  du  théorème  de  Laplace,  il  y 
aurait,  le  jour  de  la  syxygie,  concordance  entre  la  marée  solaire  et 
la  marée  lunaire,  puisque  les  deux  astres  passent  alors  ensemble 
au  méridien  :  dans  l'anneau  antarctique,  d'après  la  conception 
de  ^^  hewell,  la  vive-eau  aurait  donc  lieu  le  jour  même  de 
la  syzygie. 

Vers  le  Nord,  au  contraire,  il  y  aurait  un  retard  progressif  dans 
la  dillérence  de  situations  des  deux  ondes  par  rapport  aux  astres 
respectifs.  C'est  ainsi  que,  sur  nos  côtes,  la  vive-eau  n'aurait  lieu 
que  36  heures  après  la  syzygie,  ce  chiOre  de  36  représentant  pré- 
cisément le  quotient  de  la  différence  S!J  —  M"  par  la  dilférence 
2(/i  —  /?,)  des  vitesses  angulaires  des  deux  ondes.  L'âge  de  la 
marée  n'est  alors  pas  autre  chose  que  le  temps  mis  par  la  marée 
pour  se  propager  depuis  son  berceau  d'origine  jusqu'au  lieu  d'ob- 
servation. 

Une  hypothèse  aussi  simple  s'écarte  troj)  des  faits  pour  pouvoir 
être  intégralement  conservée.  Whewell  lui-même,  après  avoir 
dressé  une  carte  des  lignes  cotidales,  a  été  obligé  de  comj)liqucr 
son  hypothèse  priiniti\c. 

Considérons  la  distribution  des  heures  cotidales  le  long  du 
6o"  parallèle  de  latitude  Sud.  Prenons  comme  abscisses  les  longi- 
tudes comptées  vers  l'ouest  du  méridien  de  Greenwich,  et  por- 
tons en  ordonnées  les  heures  cotidales  correspondantes. 

Si   tout   se    passait   dans  l'anneau    antarcti(pie   conformément  à 
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riijpolhcse  de  \A  lieuill,  nous  uljlicncJrions,  comme  courije  repré- 
sentative de  la  distribution  des  heures  cotidales,  deux  droites 
inclinées  à  4^">  a^l^^l  chacune  de  o  à  12  heures  dans  l'intervalle 
de  180"  ifig'  5o). 

Fii;.  5o. 
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En  réalité,  la  courbe  sélève  beaucoup  plus  rapidement,  jusqu'à 
8  heures,  un  peu  à  Test  du  cap  Horn;  elle  tombe  ensuite  à  .'\  heures 
du  côté  ouest  pour  remonter  à  8  et  12  heures  au  miHtu  du  i*aci- 
fique.  Il  y  a  donc  une  perturbation  très  grave  au  voisinage  du  cap 
Horn.  De  plus,  même  en  négligeant  celte  perturbation,  on  n'ob- 
tiendrait pas  la  représentation  théorique,  car,  l'heure  12  se  ren- 
contiant  trois  lois  en  36o",  Whevvell  a  du  admettre  trois  branches 
de  courbe  correspondant  à  trois  tours  du  cadran  au  lieu  de 
deux. 

On  est  ainsi  concbiil  à  tracer  des  lignes  cotidales  nOUr.ml  plus 
aucun  rapport  avec  la  théorie. 

11  convient  néanmoins  de  se  demander  sil  n  y  a  pas  une  part  de 
vérité  dans  ridé(;  fondamentale  de  \\  hevvell,  celle  des  trois  ondes 
progressives  se  dirigeant  \ers  le  Mord. 

iNous  allons  donc  rechercher,  d'une  part,  si  cette  conception  ne 
soulève  pas  de  difficultés  théoriques,  d'autre  part,  si  elle  rend 
compte  des  observations  plus  récentes. 
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■217.  Difficultés  théoriques  soulevées  par  la  théorie  de  "Whe- 
well.  —  La  <'nncc|)tion  (Tondes  progressives  se  diriyeaiil  loules 
du  Sud  au  >ioid  se  heurte  à  de  grosses  difficultés. 

11  est  évideuL  d'abord  que  l'onde  de  locéan  Indien  devrait  se 
rétlécliir  sur  la  côte  d'Asie,  malgré  rirrcgularilé  du  contour,  et 
donner  lieu  à  une  onde  slationnairc.  On  ne  saurait  expliquer 
comment  une  onde  progressive  de  cette  importance  j)ourrait  être 
etitièrement  absorbée. 

De  plus,  les  ondes  progressives  de  l'Atlanli(|ue  et  du  l'acillque 
auraient  dû  ("ouNerger  vers  les  mers  arctiques.  Cette  convergence 
est-elle  admissible? 

Reportons-nous  à  la  formule  générale  établie  au  para- 
graphe 137, 

et  ap[)liquons-la  aux  mers  polaires  arctiques. 

La  deuxième  intégrale  représente,  comme  nous  le  savons, 
l'énergie  qui  pénètre  à  travers  la  surface  latérale,  par  suite  de 
l'eflet  des  ondes.  Si  les  ondes  convergeaient  toutes  vers  le  pôle, 
tous  les  éléments  de  cette  intégrale  seraient  positifs;  il  faudrait 
donc  que  la  |)remière  intégrale,  étendue  à  la  surface  bbre  des  mers 
arcti(|ues,  eut  une  valeur  notable.  Or,  on  a 

W,  =  W  — ii;. 

n',,  potentiel  provenant  de  l'attraction  du  bourrelet  liquide  exté- 
rieur à  la  région  considérée,  est  négligeable;  et  il  en  est  de  même 
de  ^\  au  voisinage  du  pôle,  puisf[ue  \V  est  proportionnel  à  sin-'i 
dans  le  cas  des  marées  semi-diurnes,  et  à  sindcosO,  dans  le  cas  des 
marées  diurnes. 

La  théorie  de  Whewell  ne  serait  donc  souteualilc  (|ue  si  Ion 
attribuait  au  frottement  un  ellet  considérable  capable  de  détruire 
les  marées  pendant  la  durée  d'une  période,  soit  12  heures  pour 
les  marées  semi-diurnes;  or.  nous  savons  par  les  calculs  de 
.M.    llough    ('§    121)  qu'il    faudrait   environ    p,o    ans    pour    réduire 

lamnlitude   des   oscillations   à   une  fraction  -  de  sa  valeur  initiale. 
'  e 

21(S.  Comparaison  de  la  théorie  de  Whe-well  avec  les  observa- 
tions. —  La  tln'orie  de  V\  hewell  prise  tians  son  ensemble  ne  sup- 
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j3orle  donc  jias  rexamen.  iNe  se  niontre-t-elle  pas.  du  moins,  il.ins 
une  certaine  mesure,  conforme  aux  ol)ser\  allons  ? 

En  |)remier  lieu,  à  Tépoquc  des  svzvi,nes,  la  marée  solaire  de- 
\rail  clie  d  a((N)rd  a\ec  la  mai'ét;  lunaiie  dans  lOcéan  Anlai-clique 
et  dillérer  |t.ntoul  ailleurs.  On  a\ail  cru  trouver  dans  I  allure 
générale  ile  la  diilérence  S"  —  MIJ.  (jui.  sauf  les  cas  cxceplionnels 
d'interférence,  reste  toujours  jiositive  et  comprise  entre  o"  et  ijo", 
une  condrmalion  Irt's  s.'-i'ieuse  de  la  théorie. 

Mais  il  laul  remarquer  que  cette  diilérence  devrait  augmenter 
à  raison  de  :i  [/i  —  /?  i  )  degrés,  c'est-à-dire  de  i"  environ  par  heure 
cotidale. 

Or,  il  suffit  de  se  reporter  aux  chillVes  que  nous  avons  donnés 
précédemment  i  §  203  )  |)uur  constater  que  cette  proportionnalité 
est  bien  loin  d  ('-Iri'  vérifiée. 

C'est  ainsi  que,  dans  l'Atlantique,  on  trouve  44"  ^^  cap  de 
Bonne-Espérance,  24"  seulement  à  Lisbonne  et 4;"  au  Havre,  alors 
que  d'ajirès  la  valeur  de  l'heure  cotidale  on  ne  devrait  pas  avoir 
plus  de  2;>.". 

Nous  avons  vu  également  quelles   varialions  éprouvait  le  rap- 

S 
port  -rr^.  lequel  devrait  rester  sensiblement  constant  si  l'on  admet- 
tait un  transport  en  bloc  des  deux  ondes  composantes  de  la  marée 
semi-diurne. 

En  ce  qui  concerne  les  heures  cotidales  elles-mêmes,  nou> 
avons  déjà  signalé  la  dérogation  très  importante  du  ca|)  llorn,  (pii 
a  obligé  \\  liewell  à  modifier  son  hjj)ollièse  |)rimilivc. 

De  plus,  dans  le  golfe  du  Bengale  cl  le  golfe  dOinan,  il  n  v  a 
pas  le  moindre  accord  avec  les  observations. 

Enfin,  la  théorie  est  incomplète,  ])arce  qu'elle  ne  prévoit  pas  de 
cas  d'interférence.  Or,  ce  phénomène  est  mis  eu  évidence  de  façon 
bien  nette  |>ar  les  observations  :  exemple,  le  Tonkin. 

La  théorie  de  \\  hevvell  ne  rend  dune  pas  suffisamment  compte 
des  laits. 

1219.  V  Inh'-c  première  de  Whcwcll,  on  a  o])posé  encore  une 
autre  objection  :  l'ourcpioi  les  marées  naîLraient-elles  dans  l'océan 
Antarctique,  et  non  pas  dans  le  Pacifique  qui  est  plus  j)rofond  et 
plus  vaste? 
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En  situant  le  l)crceau  des  marées  au  cenlre  du  Pacifique,  on 
pouvait  expliquer  l'exislence  d'une  onde  contournant  le  cap 
Jloi'u.  I.a  \aleur  zéi'o  qu'on  trouve  aux  îles  Sandwicli  |)Oui'  la  dif- 
f'éi'ence  S!I  —  M!,'  sendde  d  abord  donner  un  eerlaiii  poids  à  celte 
opinion,  mais  elle  ne  ])eul  s  accorder  davantage  a\ec  linégalité 
i;(''néralenient  constatée  entre  les  valeurs  de  SI!  —  M"  et  les  heures 
eût i (la les  correspondantes. 

Jl  n"v  a  guère  que  dans  la  Manche  où  Ton  voit  S"  —  M"  aug- 
menter de  i"  environ  par  heure  cotidale  :  nous  avons  dans  cette 
région  une  véritable  onde  progressive. 

IMais,  ailleurs,  Texplication  générale  ne  saurait  être  aussi  simple. 
On  a  été  amené  à  consitlérer  plusieurs  centres  d'émanation  :  d  où 
une  théorie  nouvelle,  qui  se  relie  à  celle  des  ondes  stationnaires. 
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TIIKOKIE     I>l-:    Il  \  H  lus. 


itli).  Principes  généraux.  Systèmes.  —  La  tlu'orlc  de  Marris 
accorde  le  rôle  prépondérant  aux  ondes  slalionnaires.  Elle  estbasée 
sur  le  principe  de  la  résonance. 

Nous  saxons  que,  si  la  période  des  forces  cxU'rieures  est  très 
NoiMUf  d  une  ties  périodes  d'oscdialion  |)roprc  de  la  masse  licpiide 
sur  laquelle  elles  aj^issent,  celle  oscillalion  propre  se  Irouvera  con- 
sidérablement renlorcée.  Si  donc  il  se  rencontre  dans  l'océan  des 
régions  susceptibles  d'osciller  naturellement  avec  une  période  voi- 
sine de  celle  tl'une  marée,  cette  marée  deviendra  dominante  dans 
les  régions  considérées,  qui  seront  pour  elle  autant  de  centres 
d  émanation.  De  plus,  les  ondes  qui  naîtront  seront  à  peu  près 
stalionnaires. 

En  ellet,  si  la  ditierence  entre  une  des  périodes  d'oscillation 
proj)re  et  la  période  d'oscillation  contrainte  est  infiniment  j)elite, 
la  composante  harmonique  corx'espondante  de  l'oscillation  con- 
liainte  sera  multipliée  par  un  facteur  infiniment  grand  (§  10, 11)  : 
elle  subsistera  donc  seule.  Mais  cette  oscillation  est  proportion- 
nelle à  Toscillation  propre  harmonique  correspondante,  et  nous 
saxons  quV/i  négligeant  la  force  centrifuge  composée,  toutes 
les  oscillations  propres  harmoniques  sont  slationnaircs  (§8.   ÎO). 

En  cas  de  résonance,  on  se  rapprocherait  donc  indéliniuient 
d'une  onde  stationnaire,  s'il  n'y  avait  pas  de  force  centrifuge  com- 
posée. 

Guidé  par  ces  considérations.  Al.  Marris  s'est  demandé  s'il 
n'existerait  j^as  dans  l'océan  des  aires  susce|)tibles  de  prendre  des 
oscdialions  piopies  ayant  à  très  peu  prés  la  mk'iuc  j^riode  (pu; 
l'une  des  marées  solaires  ou  lunaires,  diurnes  ou  seini-diurnes. 
V  vrai  dire,  de  semblables  aires  n'existent  pas,  au  moins  en  tant 
(pi'aires  entièrement    limitées.  Mais,  d'après  les  résultats  expc'-ri- 
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inenlaux  énoncés  par  les  Icniines  (3)  el  (i  i)  du  Chapitre  XIV,  il 
sufnt  de  chercher  sur  la  Carte  deux  lignes  de  côtes  suffisamment 
longues  et  parallèles,  et  dont  la  distance  serait  un  multiple  de  la 
demi-longueur  doude. 

L  ne  chaîne  d'îles,  un  seuil  sous-marin,  peuvent  également  jouer 
le  rùle  de  barrière  liuiite. 

Si  h  est  la  profondeur  moyenne  du  bassin  de  longueur  L  ;iiiisi 
défini,  ce  bassin,  oscillant  comme  s'il  était  entièrement  déliuiilé, 
prendra  une  oscillation  propre  slationnaire  dont  la  longueur 
d'onde  A  sera  égale  à  aL  dans  le  cas  de  l'oscillation  la  plus 
simple. 

Comme  d'ailleurs 

on  pourra  calculer  la  période 

^  _  J^ 

de  l'osciltaliou  pr()[)rc  et  la  comparer  aux  périodes  des  diverses 
marées. 

M.  Harris  a  dressé  une  Table  donnant,  pour  dilTérentes  valeurs 
de  A,  les  valeurs  de  A  correspondant  aux  diverses  marées  ;  on  voit 
ainsi  immédiatement  si  la  longueur  L  des  deux  barrières  limites  se 
prèle  à  une  résonance  suffisamment  approchée.  En  procédant 
ainsi,  M.  Harris  a  obtenu  ce  qu'il  appelle  des  syslèmes,c'es\.-k-à'\ve 
des  régions  partiellement  fermées  où  seront  engendrées  des  marées 
particulièrement  dominantes. 

De  là,  ces  marées  pourront  se  propager,  sous  formes  d'ondes 
progressives,  dans  les  régions  avoisinanles. 

221.  Points  amphidroiniques.  —  D'après  cette  maniè're  de  com- 
prendre la  formation  des  marées,  nous  aurons  donc  certaines 
régions  des  océans  dans  lesquelles  l'heure  cotidale  sera  sensible- 
ment constante,  régions  séparées  les  unes  des  autres  par  des  lignes 
nodales  au  voisinage  desquelles  les  lignes  colidales  seront,  au 
contraire,  extrêmement  serrées  (^  49).  D'où  une  première  d.ille- 
rence  essentielle  dans  la  façon  dont  Whewell  et  Harris  ont  été 
conduits  à  reliera  travers  les  mers  les  amorces  de  lignes  colidales 
fournies  sur  les  côtes  pai-  l'observation. 
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Mais  cette  (lillÏTciicc  n'csl  pMS  la  seule.  Si  Idu  coiniiai-o.  en 
eflet,  l'ancienne  ciiilc  de  lignes  colidales  dressc'e  j»ar  Wlicwrll  et 
celle  de  M.  Marris,  on  csl  iVappé  de  ce  que  les  lignes  de  \N  liewell 
soiil  (lis|)()S('M's  diinc  faron  Irrs  ir<;uli('re.  sans  jamais  ><•  couper, 
tandis  (lue.  sur  la  Carie  de  llarris,  on  constate  la  présence  de  points 
(Vnn  les  lij;nes  eolidales  ravonueni  eoninie  des  ravons  \ecleui-s 
alioiitissant  à  un  piMe.  Si.  par  l'xeinple,  nous  a\ous  la  lii;iie  coli- 
dale  d  lieiire  i  \>.  (  le^  heures  ('taul  eonipU'es  en  teuips  luiiaiic  niovrii 
de  Greenwicii)  ahoiilissanl  à  un  tel  point,  elle  sera  prolonj;ée  de 
l'autre  coté  par  la  lijine  de  (i  heures.  (PI.  I.) 

Ces  poinis  sont  i\\\>  ani pliidioniu/iirs  ;  ils  sont  earaelt''n>(''s  par 
ce  fait  (pie  la  inar(''e  v  est  nulle  el  (pie  Ihenre  eolidale  \  est  iinh'- 
terminée. 

Coniiueiil  de  |)areil>  pniiils  peii\enl-il>  prendre  naissance?  On 
peut  se  rendre  coiuple  de  leur  existence  par  deux  raisons. 

Supposons  dahord  un  hassin  océanique  sensiblement  en  réso- 
nance avec  une  pt'riode  de  la  inari'e.  l.a  marée  épousera  alors  la 
forme  de  I Oscillalion  propre  correspondante,  cl,  comme  les  oscil- 
lations propres,  lors(|u"on  ne  tient  pas  com[)te  de  la  force  centri- 
fui;e  com|)osée,  ne  donnent  pas,  en  général,  de  li<;ncs  eolidales 
pro|)remenl  diles.  nous  aurons  dans  le  hassin  considéré  (\eu\ 
r<''j;ions  eolidales  sé'parées  par  une  lii;ne  nodale  ( //i,' .  '){)  lus)  :  dans 

l''ig.  ji)  bis. 


lune  des  plaj;es,  |)ar  e\em|ile,  la  marée  haute  ania  lieu  à  i -^J'  et 
dans  raulr(;  à  ()''. 

Mais  il  peut  arriver  ([ue  ce  même  bassin  soit  snsce[)lible  de  deux 
oscillations  propres;  représentons  éi;alemenl  la  seconde  oscilla- 
lion,  dont  la  lii;ne  nodale  coupera  celle  de  la  |)i"enu("'re  el  dont  les 
heiii'es  seront,  par  exemple,  (|  et   .). 

Imaginons  maintenaiil  (pie  la  p(''riode  de  la  huce  pcrt  iirhatrice 
s'ajjproche  à  la  fois  de  lu  p(''riode  de  I  une  el  de  Faulre  oscillalion 
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propre,  qu'elle  soit,  par  exemple,  comprise  entre  les  deux.  11  arri- 
vera alors  que  les  deux  oscillations  seront  l'enforcées  à  la  fois  et  se 
superposeront  {Jli^-  5i). 


Au  |>oinl  (l'intersection  des  lignes  nodales,  il  n'y  aura  aucune 
marée.  Sur  la  ligne  nodale  de  la  première  oscillation,  c'est  la 
seconde  oscillation  ([ui  agira  et  imposera  les  heures  ()  et  .>.  Sur  la 
ligne  nodale  de  la  seconde  oscillation,  au  contraire,  cest  la  pre- 
mière oscillation  qui  imposera  ses  heures  6  et  12. 

Dans  rintervalle,  il  y  aura  des  lignes  cotidales  intermédiaires 
rayonnantes. 

Une  autre  raison  peut  encore  donner  naissance  à  des  points 
amphidromiques,  c'est  l'inlluence  de  la  force  centrifuge  com- 
posée. 

Lorsqu'on  la  néglige,  il  n'y  a  pas  de  lignes  cotidales  propre- 
ment dites  dans  les  oscillations  propres,  mais  des  ])lages  séparées 
par  des  lignes  nodales.  Lorsqu'on  en  lient  compte,  au  conti^aire, 
on  ne  trouve  pas  de  lignes  nodales,  mais  des  lignes  cotidales  qui 
se  coupent  en  certains  points  de  marée  nulle  autour  desquels 
elles  se  succèdent  (§  03). 

Dans  quel  ordre  cette  succession  s'opérei^a-t-elle  {/ig.  52)?  Si 
nous  sommes  dans  l'hémisphère  Nord,  une  onde  de  direction  quel- 
conque semblera  s'inlléchir  \ers  la  gauche,  et,  par  suite,  les  lignes 
cotidales  se  succéderont  dans  le  sens  contraire  à  celui  des  aiguilles 
dune  montre. 

Ce  sens  sera  celui  des  aiguilles  d'une  montre  dans  riiémisphère 
Sud. 

Regardons  la  Carte  de  Flarris.  Nous  trouvons  un  point  amphi- 
dromique  dans  l'Atlantique  Nord,  sur  le  4o'"  parallèle,  à  l'ouest 
des  Açores;  le  mouvement  a  bien  lieu  de  droite  à  gauche,  comme 
la  théorie  l'exige. 


S68 
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11   en  existe  un  autre,  plus  au   Noid,  entre  les  Fer<ic  et  les  îles 
Slielland,  éi;aleinent  conforme  à  la  lln-orie. 

-Nous  n'en  trouvons  |)as  dans  1" AtiaMlitjue  Sud. 


Fis-  02. 


Dans  le  Pacifi<|ue,  il  en  existe  trois.  Le  premier  est  situé  dans 
riiémisphère  Nord,  sur  le  3o''  parallèle,  au  Nord-Est  des  îles 
ll.iwai  :  la  r(jlali(»n  a  hien  lieu  dans  le  sens  opposé  à  celui  des 
ai<;uilles  d'une  montre. 

Le  deuxième  est  situé  au  sud  de  réf|uateur,  à  l'extrémité  ouest 
des  îles  de  la  Société  ;  on  devrait  donc  y  trouver  une  rotation 
s'effectuant  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre,  et  cependant 
on  observe  le  sens  opposé.  11  n'y  a  pas  néanmoins  contradiction 
avec  la  théorie,  parce  que,  si  près  de  l'équateur,  l'influence  de  la 
force  centrifuge  composée  est  extrêmement  faildc  :  il  sagil  ici 
d'un  point  ampliidromiquc  du  à  la  super|)Osilion  de  deux  oscilla- 
tions renforcées. 

Le  troisième  point  amphidroniupic  du  l^acifique  se  trouve  non 
loin  de  l'île  Antipode  :  le  sens  de  la  rotation  est  Lien  celui  des 
aiguilles  d'une  montre. 

Dans  l'océan  Indien,  nous  constatons  un  seul  j)oint  ain|>liidn>- 
niifpie,  ])resque  exactement  sur  l'équateur,  au  sud-ouest  du  cap 
Comorin.  Le  sens  de  la  rotation  est  celui  des  aiguilles  d'une  montre  ; 
la  Ibrce  centrifuge  composée  qui  est  nulle  à  1  éqiiateur  ne  joue 
aucun  inle  dans  la  formation  de  ce  point. 

Enfin,  il  faut  signaler  une  troisième  particularité  de  la  Carte  des 
lignes  cotidales  dressée  par  M.  llarris  :  c'est  qu'il  existe  en  plein 
océan  des  lifrucs  cotidales  entièrement  fermées  sur  elles-mêmes. 
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Telles  sont,  dans  le  Parififjue,  la  li_i;ne  qui  entoure  les  îles  Gala- 
pai;os,  et  celle  ([ui  s'étend  dans  loccan  Indien,  entre  les  îles  ker- 
guelen  et  la  Réunion. 

C'est  un  point  sur  le(juel  nous  reviendrons. 

!2!2;2.  Systèmes  semi-diurnes-  —  M.  Harris  dislingue  se|)t  sys- 
tèmes semi-diurnes,  dont  sns  ont  une  période  se  rapprochant  d'une 
demi-journée  lunaire,  et  un  ({ui  est  en  résonance  a\ec  la  marée 
solaire  semi-diurne  :  ce  sont  les  systèmes  Nord- Atlantique,  Sud- 
Vtlantique,  Xord-l^acificjue,  Sud-Pacifique,  Nord-Indien,  Sud- 
Indien,  et  enfin  le  système  Sud-Australien  qui  est  solaire.  (^  oii- 
PL  I.) 

Nous  allons  brièvement  décrire  cliacun  de  ces  s\stèmes. 

Le  système  Nurcl-Allantique  s'étend  du  Groenland  et  de  Terre- 
Neuve  aux  côtes  d'Espagne  et  du  Sahara,  puis  de  là  à  la  côte  nord- 
est  du  Brésil.  Il  estconstitué,  en  somme,  par  deux  trapèzes  accolés 
oscillant    chacun    comme    un     rectangle    d'une     longueur    écale 

à  —{fig-  i3j.  En  réalité,  les  deux  longueuis  linéaires  ne  sont  pus 

iMg.  53. 


les  mêmes,  mais  dans  le  trapèze  nord  les  profondeurs  son!  plus 
faibles,  ce  qui  correspond  bien  à  une  longueur  d'onde  plus  courte. 
Nous  aurons  donc  dans  ce  système  deux  lignes  nodales. 

P.  —  III.  24 
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11  esl  facile  de  calculer  les  heures  colidales  dans  cliaciiue  des 
plages  qu'elles  séparent  :  on  trouve  à  peu  près  Tlieure  8  dans 
chaque  plage  américaine  et.  par  conséquent,  l'heure  r>.  dans  les 
deux  aires  s'appuvant  sur  le  Maroc  et  le  Portugal. 

Comme,  dans  roscillalidn  propre  d'une  aire  trapézoïdale,  lam- 
nlitude  esl  |)lus  grande  dans  l'angle  aigu  (§'210,  5"),  nous  devrons 
trouvtr  sur  les  cotes  du  Maroc  et  du  Portugal  des  marées  plus 
fortes  quailleurs. 

Dans  le  trapèze  nord,  nous  trou\ons  une  autre  cause  de  réso- 
nance dans    ce   fait  (ju'il   existe    aussi   à  peu    près  la   longueur  - 

entre  les  côtes  de  Portugal  et  de  France  d'une  part,  et  l'entrée  du 
détroit  de  Davis  d'autre  part;  mais  c'est  là  une  aire  trop  étroite 
pour  (ju'une  onde  slationnaire  imj)orlanle  |»uisse  y  j)rendre  nais- 
sance (  5;  210,  3"),  il  en  résultera  simplemenl  un  renforcement  de 
la  marée  sur  nos  cotes. 

Le  système  Sud-A  thinlitjue  [)eut  être  assimilé  à  un  arhre  à 
trois  branches,  dont  le  tronc,  très  large,  part  du  continent  antarc- 
tique et  vient  s'appuyer  sur  la  côte  du  sud-ouest  africain,  le  Cap 
et  le  sud  de  Madagascar  :  la  longueur  est  d'une  demi-longueur 
d'onde.  Une  l)ranche  s'étend  le  long  de  la  côte  est  d'Afrique  jus- 
(ju'au  l>elulshislan.  sur  une  longueur -•  Une  seconde  branche,  de 

longueur  A,  va  jus(|u"à  la  côte  est  des  Etats-Unis,  tandis  que  la 
troisième,  d'une  demi-longueur  d'onde,  s'appuie  sur  la  côie  du 
Brésil,  au  sud  du  cap  Saint-Roque. 

Nous  aurions  entre  le  continent  antarctique  et  les  Etats-Lnis^ 
trois  lignes  nodales  :  l'une  dans  le  voisinage  de  Pile  Bouvet,  la 
seconde  passant  près  de  l'Ascension  et  la  troisième  près  de  la  Gua- 
deloupe. Quant  à  la  ligne  nodale  de  la  branche  indo-africaine, 
elle  passe  un  peu  au  sud  de  Guardafui. 

Les  heures  cotidales  sont  6''  pour  rcxlréme  sud,  i:>''  pour  le  sud 
de  l'Afrique  et  Madagascar  (abstraction  faite  de  l'eirel  du  système 
indien),  G''  pour  la  côte  du  Belutshislan  (sous  les  mêmes  réserves),. 
()'■  pour  la  côte  du  Brésil  et  12''  aux  Etats-Unis. 

On  voit  qu'il  y  a  toute  une  région  entre  le  Brésil  et  les  îles  du 
cap  Verd,  où  les  deux  systèmes  atlanlicpies  se  superposent. 

223.   Le  système  iXord-PaciJujiic  comprend  daliord    un  grand 
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triangle  s'élendant  entre  le  nord  de  l'Amérique  et  l'Asie.  Ce 
triangle  dilVère  assez  peu  d'un  triangle  isoscèle  ayant  un  angle  obtus 
de  120"  à  la  presqu'île  d'Alaska  et  dont  les  angles  aigus,  de  3o° 
cliarun,  seraient  |)!ac('s.  l'un  aux  Philippines  et  l'autre  en  Co- 
lombie. 

Les  oscillations  propres  d'une  telle  aire  triangulaire  peuvent  se 
déterminer  d'après  les  mêmes  principes  que  pour  un  l)assin  rec- 
tangulaire (§  39,   40). 

Considérons  six  ondes  progressives  d'égale  intensité,  se  propa- 
geant suivant  des  directions  opposées  deux  à  deux  et  faisant  entre 
elles  des  angles  de  60". 

Elles  constitueront  par  leur  superposition  l'oscillation  propre 
d'une  aire  de  profondeur  constante,  si  l'on  peut  représenter  le 
mouvement  résultant  par  une  fonction  o  de  a^  et  de  j"  satisfaisant 
à  l'équation 


et  si  l'on  a  de  jjlus 


X2':>  =  WiA-^, 


^  - 
dn 


sur  toutes  les  parois. 

Or,  on  satisfait  à  ces  conditions  en  prenant 


©  =    9.  cos 


/  /-  T.X  T.  y  T.V\., 

■?.  cos  v/o  —  cos  -^ cos  ^—    e'', 

\  la         la  a  / 

la  période  de  l'oscillation  étant  déterminée  par  l'équation 


\i  =  —  i'A  — . 

On  voit  immédiatement  que  la  fonction  '^  admet  les  systèmes 
d'axes  de  symétrie  rectangulaires  correspondant  à 

■?.  a         î  (/ 
ar  =  0,      — —  >      —  )      '  •  •  ) 

v/3        \/3 

7  =  0,      AU,      4  a,       

Nous  obtenons  deux  autres  systèmes  d'axes  de  symétrie  en  fai- 
sant tourner  les  premiers  de  60°  et  de  120";  et  le  long  de  chaque 

axe  on  aura  -j^  =  o  {Jig.  54  ). 

La  fonction  a   nous  donnera  donc  bien  l'oscillation  propre  des 
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triangles  qu'on  peut  former  avec  les  directions  tle  ces  axes  prises 
trois  à  trois  :  triangle  écpiilaléral,  triangle  isoscèle  avec  angle  au 
sonimel  de  120",  enfin  triangle  rectangle  dont  les  angles  aigus 
sont  de  3o"  et 60".  a  est  la  hauteur  relative  à  1  livpoténuse. 


On  voit  que  a  est  proportionnel  à  3  aux  sommets  des  angles 
aigus  et  à  1  au  sommet  de  langle  droit,  ainsi  (pi  au  milieu  de  Tliy- 
poténiise  :  la  marée  sera  donc  trois  fois  plus  forte  aux  sommets 
des  angles  aigus  qu'en  ces  deux  derniers  points. 

Les  lignes  nodales  sont  données  par  l'tVpialion 

1  COS  J i cos  —=—  =  cos  -^—  • 

■xa         ■xa  a 

Il  y  en  a  deux  qui  partagent  lliypoténuse  en  trois  parties  égales. 

Le  grand  triangle  du  Nord-Pacifique  peut  être  considéré  comme 
formé  par  la  juxtaposition  de  deux  triangles  rectangles  semblables 
ayant  le  sommet  de  Tangle  droit  un  peu  au  sud  des  îles  Hawaï 
(/?,:?■.  55)  :  ainsi  s'expliquent  les  marées  assez  fortes  du  golfe 
d'Alaska. 

Le  système  Nord-Pacificjue  est  complétt'-  dans  sa  partie  sud  par 
une  très  grande  aire  trapézoïdale  s'appnyant  sur  le  grantl  triangle 
nord  et  s'étendant  jusqu'à  la  côl(;  du  Cliili  sur  une  longueur  d  à  peu 
près  une  longueur  d'onde.  11  y  aurait  donc  dans  celte  aire  trois 
plages  :  l'heure  cotidale  serait  3  dans  le  voisinage  du  Chili,  puis  9 
jusque  vers  Tahiti,  enfin  3  entre  Tahiti  et  les  îles  Hawaï.  Cette 
même  heure  3  est  celle  de  la  plage  centrale  du  i:rand  tri;mi;le; 
on  relrouxe  ensuite  l'heure  (>  au  i^olfe  d  Alaska  ainsi  rpi  au 
Japon. 
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Le  système  Sud-Pacifique  consiste  en  une  sorte  de  ceinture 
s'étendant  d'abord  dej)uis  le  sud  du  Chili  et  la  terre  de  Graham 
jusqu'à  une  lii;ne  allant  des  Nouvelles-Héljrides  à  l'archipel  de 
Cook,  puis  se  dirigeant  ensuite  vers  le  Nord-Est  jusqu'à  la  côte  de 
Californie.  Chacune  de  ces  bandes  se  trouve  plus  ou  moins  gros- 
sièrement aj)puyée  sur  un  seuil  et  a  pour  longueur  une  longueur 
d'ondë.  Nous  aurons  donc  en  tout  quatre  lignes  nodales;  les  alter- 
nances des  heures  cotidales  sont  6  et  12,  a\ec  l'heure  G  près  du 
cap  llorn  et  sur  la  côte  de  Californie. 

1-ig.  55. 
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Entre  cette  ceinture  et  la  côte  américaine  se  trouve  compris 
une  espèce  de  secteur  circulaire  qui  empiète  sur  le  trapèze  du  sys- 
tème Nord-Atlantique,  mais  qui  n'est  pas  assez  nettement  délimité 
j)Our  modifier  essentiellement  l'oscillation  propre  de  ce  dernier. 

22i.  Le  système  Nord-Indien  consiste  en  une  aire  sensible- 
ment rectangulaire,  de  longueur  A,  qui  s'étend  de  la  côte  nord- 
ouest  d'Australie  à  la  côte  des  Somalis  et  à  celle  d'Arabie.  On  y 
distinguera  donc  trois  plages  cotidales  :  il  y  a  l'heure  3  à  chaque 
extrémité,  et  l'heure  9  au  centre. 

A  ce  système,  se  rattache  le  golfe  de  Bengale  dont  la  longueur 

est  d'à  peu  près  '—  :  il  s'y  formera  donc  une   onde   slationnaire  de 

forte  amplitude  (§213);  l'heure  cotidale  y  est  l. 

Le  système  Sud-Indien  s'étend  d'abord  de  la  côte  sud  de 
l'Australie    dans    la   direction    du    Sud-Ouest   jusqu'au    continent 

antarcti(jue,  sur  une  longueur—;  puis,  de  là,  vers  le  Nord-Ouest, 
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jnsqii'iiii  ca|)  de  iJoniic-l'vSpérance  c\  la  pointe  sud  de  Madaj^ascar, 

avec    une   loni;ueur  de  —  également.  Les    heures   eotidalcs   sont  3 

en  Australie  et  \ers  Madagascar,  ()  dans  la  plage  ecnlralc 

lùilin,  le  système  Sud~AuslraLien  s'étend  de  la  eùle  sud  de 
rAusiralieau  continent  anlarclique.  Sa  longueur  est  d'environ  une 
demi-longueui' d'onde  solaiie;  il  sera  donc  en  résonance  a^ec  la 
marée  Sa,  tandis  (jue  les  systèmes  préc<''denls  étaient  en  ré-so- 
nance  avec  Mo. 

225.  Systèmes  diurnes.  —  Les  systèmes  diurnes  sont  constitués 
par  des  aiies  dont  la  période  d'oscillation  pi-opre  est  très  voisine 
d  une  journée  lunaire. 

iM.  Ilarns  en  distingue  deux  principaux  :  le  système  Xord- 
Pacilique  et  le  système  Indien. 

Le  système  diurne  N ord-P acijiqiie  s'étend  de  la  côte  améri- 
caine au  nord  de  la  Californie  jusqu'au  Japon;  sa  longueur  est 
d'une  demi-l(jngueur  d'onde  de  marée  diurne. 

M.  Harris  assimile  cette  aire  à  un  canal  tracé  suivant  \\\\  jiaral- 
lèle,  et,  de  ce  que  le  centre  de  ce  canal  se  trouve  par  la  longitude 
1 1 '',  5  à  louest  de  (ircenwieli,  il  en  conclut  f|ue  llieure  eotidale 
est  de  J  I '',;")  à  l'extrémité  est,  sur  la  cote  d'Amérique,  et  de  ■.<3'', 5  au 
Japon. 

D'autre  part,  en  considérant  ((ue  l'aire  de  résonance  est  limitée 
au  Sud  par  une  ligne  allant  des  ]les  Salomon  à  la  Californie  |)ar  les 
îles  Hawaï,  AL  Marris  trouve  i  5  |)Our  l'heure  eotidale  sur  la  côte 
américaine  et  3  dans  le  voisinage  de  la  ?*souvelle-Guinée. 

Or,  (pie  donne  l'observation?  On  a  1  heure  i  tS  en  Alaska  et 
l'heure  6  aux  îles  Molusques,  c'est-à-dir<!  des  valeurs  cjui  ne  sont 
pas  comprises  entre  les  résultats  de  la  théorie,  selon  que  l'on  con- 
sidère l'une  ou  l'autre  des  deux  aires. 

M.  Harris  essaie  d'ex|)li(pier  cette  discordance  j)ar  la  considé- 
ration d'une  onde  progressive  naissant  de  la  superposition  des 
deux  ondes  stationnaiies  de  phases  dilférentes. 

Mais  (X'ite  explication  n'est  j)as  nécessaire,  car  l'anomalie  con- 
statée peut  tenir  uniquement  à  la  façon  dont  M.  Harris  calcule 
l'heure  eotidale  d'un  système  en  résonance  approchée  avec  la 
force  perturbatrice.   Il  prend,   en  eflel,  pour  point  de  départ  la 
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théorie  de  rt'([iulibrc,  et  suppose  qu'an  niaxiimun  de  la  force  per- 
turbatrice correspond  le  maximum  de  la  surélévation.  Or,  cette 
manièie  de  procéder  est  illéijiliuie. 

Rappelons  en  quoi  consiste  le  phénomène  de  résonance. 

Si  nous  considérons  un  système  possédant  un  nombre  Uni  de 
degrés  de  liberté,  l'expression  de  la  surélévation  due  à  une  force 

perlurbalrice  de  période  — ^— ^ est  une  fonction  rationnelle  qu'on 

j^eul  décomposer  en  éléments  simples  (  î^  10 ;  sous  la  forme 

^  A  -  Ay 
/ 

Les  y.,j  sont  les  coefficients  du  fadeur  ex})onentiel  e'/  dans 
cliaque  oscillation  propre  du  système,  et  Ton  a 

Ay  =  —  -  Ay  ^t\/,^/,y. 
/; 

Si),  est  très  voisin  de  Ay,  l'expression  delà  surélévation  se  ré- 
duira sensiblement  à 


2    ).  —  Ij 


i  ]<-'■'      ^^P^/iP/ij- 


r.orsqu'onne  tient  pas  compte  de  la  force  centrifuge  composée, 
les  coefficients  a  et  ,3  sont  réels  (  §  8)  :  il  y  aura  donc  concordance 

de   phase  entre  la  force  perturbatrice  et  le  coefficient  de  .  _^v    ' 
AJais,  selon  le  signe  de  — — =^  »  la  marée  sera  direcle  ou  inversée. 

Tout  dépend  donc  du  sens  dans  lequel  se  fait  la  résonance, 
et  il  faut  bien  plutôt  sétonner  de  ce  que  l'apparente  contradiction 
de  lAlaska  soit  le  seul  exemple  du  phénomène  d'inversion. 

Nous  |t()u\ons  donc  supposer  qu'au  lieu  des  heures  cotidales  i  i,5 
et  -^.3,5  dans  la  |)remière  aire  du  système  diurne  Nord-Pacifique, 
nous  ayons  les  heures  23.5  et  i  i,5. 

[j'heure  i8  donnée  |)ar  l'observation  pour  la  cote  d'Alaska  se 
trouve  bien  alors  comprise  entre  les  heures  23,5  et  i5  qui  résul- 
teraient de  la  considération  des  deux  aires  dont  nous  avons  parlé. 
De  même,  l'heure  6  observée  aux  [Philippines  est  comprise  entre 
I 1 , 5  et  3. 
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On  peut  (1  iiilleiirs  donner  des  résullals  de  lohserN  alion  une 
eApliealion  heaiicôiip  plus  simple,  en  assnuilanl  le  svslt'uit'  diui-ne 

Nord-PacilliHic    à    un    canal    de    louyurui'   -    i;i'(»ssn'reuH'nl    diiij^é 

sui\  anl  un  |),ii'alli'l(-. 

JJans  ce  cas,  contrairenieni  aux  assertions  de  M.  llairis  uniijut- 
inent  Ijaséès  sur  la  théorie  de  léfpiilihre,  il  doit  v  avoii"  d((alai;e 
de  90".  soit  de  (1  heures,  entre  la  marée  et  le  |»assai;e  de  l'astre  au 
méilihen  ce/itfrfl  (^^  129).  Cehii-ei  étant  de  1  1'',."),  ou  aiirail  Iticu 
les  heures  i-,.")et  5,5,  c'est-à-dire  celles  données  par  TobserNatiou 
en  Alaska  et  aux  Philippines,  sans  avoir  hesoin  de  faire  inter- 
venir une  seconde  aire  de  résonance. 

Le  système  (liiiinc  indien  consiste  en  une  aire  d  une  demi- 
lonj^ueur  d'(jnde  qui  s'étend  de  l'Australie  à  la  ciUe  des  Somalis  : 
l'heure  cotidalc  est  de  12  sur  la  plage  australienne  et  24  sur  la 
plage  africaine. 

22G.  il  existe  un  certain  nombre  d'autres  systèmes  diurnes 
moins  étendus,  mais  qui  peu\cnt  néanmoins  entrer  en  résonance, 
parce  (pie,  la  mer  y  étant  moins  profonde,  la  longueur  dOnde  sera 
plus  courte.  Tels  sont  : 

1"  L'ensemble  du  golfe  du  Mexique  el  d(î  la  mer  des  Antilles, 
avec  les  heures  colidales  2  dans  la  partie  nord  et  i4  <lans  le 
Sud: 

2"  La  .Médileri'anée,  avec  I  heure  10  dans  le  bassin  occideiilal  cl 
l'heure  22  dans  le  bassin  oriental. 

L'absence  de  résonance  diurne  dans  l' Allanlique  e>l  un  fait 
remar(pial)le,  qui  tient  à  ce  que  cet  océan  est  trop  étroit  com|)a- 
rativemenl  à  sa  profondeur.  Il  en  résulte  que,  sur  la  cote  est  prin- 
cipaleiiK.'nl,  où  I  lulliience  des  systèmes  semi-dnirnes  est  lorte, 
on  n'observe  pour  ainsi  dire  pas  de  marée  diurne.  Nous  revien- 
drons sur  ce  |)oinl  qui  avait  particulièrement  frappé  Laphu'e. 

Au  contraire,  le  golfe  du  Mexique  et  la  mer  des  Antilles,  où  Ton 
constate  des  marées  diurnes  sen>il)le>.,  soiii  en  dehors  Av-:^  svsièmes 
semi-diurnes. 

Eidin,  il  faut  signaler  un  système  diurne  spécial  (pii  se  rallaclie 
au   système  ]\ord-l^acili<pie  :  c'est  celui  de  la  merde  (Jnne.  dont 
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l;(  liini;iieur  est  (reiivlrou  — •  Celte  résonance   e\pli(|uc   les    fortes 


marées  diurnes  du  golfe  du  J  onkin. 


'2^7.  Formation  des  ondes  progressives. —  La  lliéorie  que  nous 
venons  desquisser  dans  ses  grandes  lignes  est  nécessairement  1res 
approximative,  car  les  aires  partielles  dont  on  détermine  les  pé- 
riodes d'oscillation  propre  sont  beaueou|)  trop  étendues  jiour  qu  d 
soit  légitinie  de  ne  jjas  faire  intervenir  la  force  centrifuge  com- 
posée. Cette  objection  a  moins  de  valeur  en  ce  qui  concerne  les 
mers  plus  étroites;  aussi,  la  théorie  de  M.  Harris  est-elle  beaucoup 
plus  satisfaisante  lorsqu'on  l'applique  aux  mers  intérieures. 

Mais,  dans  les  larges  aires  océaniques  qui  constituent  les  sys- 
tèmes, au  lieu  d'avoir  uniquement  des  plages  colidales,  l'action  de 
la  force  centrifuge  composée,  même  en  cas  de  résonance  parfaite, 
se  traduira  par  l'existence  de  lignes  cotidales  plus  ou  moins 
es|)acées. 

Cette  raison  n'est  pas  la  seule  cpii  doive  donner  naissance  à  des 
ondes  progressives. 

Sup[)Osons  qu'un  détroit  sépare  deux  régions  appartenant  à 
deux  systèmes  dillérents  S  et  S'  ifig.  56).  En  général,  il  n'y  aura 


V'xs.  5(). 


pas  concordance  des  heures  cotidales  dans  les  deux  plages  sur 
les([uelles  débouche  le  détroit,  et  nous  aurons,  par  suite,  dans  ee 
déti'oil.  une  onde  progressive. 

i/inlluence  de  cette  onde  se  fera  sentir  également  daus  les  par- 
lies  a\oisinanles  des  deux  océans.  Si  S'  relarde  sur  S,  nous  auron>< 
un  peu  d'avance  dans  les  environs  du  détroit  àw  coté  de  S',  et  un 
|)eu  de  relard  <\y\  enlc'  de  S:  de  telle  sorte  que  l'onde  se  |)roj)agera 
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bien  d'un  |>(»inl  où  la  niurre  est  en  rel;iril  sur  la  niart'o  slatlf|iie 
vers  un  point  où  elle  est  en  avance. 

De  même,  si  l'océan  S  a|t|)ailiriii  à  un  svslrme  et  si  S'  n'est  pas 
en  résonance,  il  y  aura  aussi  une  onde  progressive  allant  du  pre- 
mier au  second,  en  j;énéral. 

Beaucoup  de  ces  ondes  proi;resslves  ont  une  grande  importance. 
[  ne  d  entre  elles  nous  intéiesse  particulièrement  :  c'est  celle  qui 
dérive  du  système  ^io^d-A tlantique  et  |)r(nluit  lc>^  marées  euro- 
péennes. 

Une  autre  va  du  -^ud  de  !"  \li;inti(|ue  \  ers  le  Nord,  le  long  de  la 
cote  africaine;  une  trcjisième  provient  du  svslème  Sud-PacilicpH*, 
contourne  le  cap  Horn  et  se  fait  sentir  dans  rAtlanli(|ue. 

A  lest  de  l'Australie,  se  trouve  un  seuil  sous-marin,  lequel 
provoque  la  formation  d'une  onde  réfractée  cjui  se  [)ropage  vers 
l'Ouest. 

De  la  superposition  des  ondes  stationnaires  des  dill'érents  sys- 
tèmes et  des  ondes  progressives  qui  en  déri\ent,  devrait  découler 
alors  l'explication  de  toutes  les  manifestations  du  phénomène  des 
marées.  Nous  allons  voir,  en  entrant  un  peu  plus  dans  le  détail, 
jusqu'à  quel  |)oint  cette  théorie  suffit  à  expliquer  les  diverses  par- 
ticularités mises  en  évidence  par  les  observations. 

t2'2<S.  Étude  particulière  des  marées  de  l'océan  Atlantique.  —  Les 
oscillations  des  deux  aires  trapézoïdales  constituant  le  système 
Nord-Atlantique  sont  en  concordance  très  satisfaisante  avec  les 
observations  concernant  les  régions  qu'elles  recouvrent.  L'exis- 
tence d'un  angle  aigu  explique  pourquoi  les  marées  sont  [)lus  fortes 
sur  les  côtes  du  Maroc  et  du  Portugal  qu'aux  Acores;  de  même, 
la  forte  amplitude  des  marées  sur  les  côtes  de  France  trouve  sa 
raison  dans  l'existence  d'une  résonance  secondaire  qui,  toutefois, 
ne  suflirail  pas  à  elle  seule  si  le  système  Nord-Allanliipie  n'exis- 
tait pas. 

La  super|)OsilH)n  des  deux  systèmes  Nord-Atlanlique  el  Sud- 
Atlantique  se  fait  dans  la  région  comprise  entre  le  Brésil  et  les  Ues 
du  Cap-Verd  :  celte  aire  constituant  un  ventre  ilu  système  Sud, 
c'est  l'heure  cotidalc  (i  (|ui  v  dominera,  et  la  ligne  nodale  du  sys- 
tème Nord  s'y  troiucra  mas(ni('e.  Par  contre,  l'heure  cotidalc  ft 
règne  dans  toute  la  plage  au  nord-ouest  du  Maroc,  (pu  a[q)artienl 
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au  svslèiiie  Noril.  I.a  jiixlaposilion  de  ces  deux  aires,  (Tlieures 
colidales  diirërcntes,  et  apparleuaut  à  des  systèmes  dislincls,  dé- 
termine la  formation  d'une  onde  progressive  allant  de  l'une  à 
l'autre  :  d'où  un  resserrement  très  accentué  des  lignes  cotidales 
entre  le  cap  Verd  et  les  C'anaries.  Tl  est  à  peine  nécessaire  de  faire 
remarquer  que  l'allure  d'une  onde  progressive  de  cette  nature  n'a 
rien  de  commun  iwcc  la  propagation  d'une  onde  libre  s'ellcctuant 
avec  une  vitesse  égale  à  \^g/i- 

iM.  FTarris  aduiet  un  point  am[)iiidromique  sur  le  4*^)''  parallèle 
Nord,  au  sud-est  de  Terre-Neuve.  Son  origine  peut  être  attribuée 
à  trois  causes  difl'érenles.  En  jiremier  lieu,  la  super|)osilion  des 
deux  systèmes  Nord  et  Sud  faitcjuc  deux  lignes  nodalcs  se  croisent 
à  peu  près  en  ce  point. 

Nous  savons,  d'autre  part,  que  l'action  de  la  force  centrifuge 
composée  se  traduit  par  la  formation  de  lignes  colidales  rayonnant 
autour  de  points  où  la  marée  est  nulle. 

Enfin,  du  système  Nord-Atlantique  dérive  une  onde  progressi\e 
([ui,  se  dirigeant  vers  l'Est,  pénètre  dans  la  Manche. 

L'influence  de  celte  onde  se  fera  sentir  en  amont  du  détroit  et 
déterminera  la  formation  de  lignes  cotidales  dans  une  plage  où, 
lliét)iiquement,  l'heure  cotidale  eût  du  être  constante  :  elle  con- 
tribuera ainsi  à  la  formation  du  point  amphidromique. 

En  outre  de  ce  point  principal,  il  existe  deux  autres  points  ani- 
phidromiqiies  secondaires:  un  dans  le  voisinage  des  Ferfie;  un 
autre  entre  les  Feriie  et  l'Islande.  Ils  sont  dus  aux  interférences 
de  deux  ondes  dérivées,  dont  l'une  contourne  l'Islande  par  le 
Nord,  l'autre  passant  entre  les  lies  Britanniques  et  l'Islande. 

Dans  le  voisinage  des  Ferfio,  leslignes  colidales  sont  très  serrées, 
parce  que,  la  |)rof()udeur  étant  faible,  la  vitesse  de  propagation  des 
ondes  est  également  très  réduite. 

Ce  (|ui  caractérise  a\ant  tout  les  marées  de  rAtlanti(pie,  c'est 
l'absence  presque  complète  de  marée  diurne.  On  peut  se  demander 
pourquoi.  En  effet,  dans  le  système  Nord-Atlantique,  la  lon- 
gueur totale  est  A  et  il  en  résulte  une  résonance  semi-diurne  avec 
(\c\i\  lignes  nodales.  Mais  celte  longueur,  étant  t'galf  à  la  demi- 
longueur  d'onde  diurne,  devrait  nous  donner  également  une  ré- 
sonance diurne,  avec  une  seule  ligne  nodale  qui  aboutirait  à 
Gibraltar. 
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ÎNIais  il  convioal  de  reinarqtUM-  (ine  nos  aires  croseillalion  ne 
sont  pas  cntièreineul  liinilées  cl  soiil,  sur  une  jurande  ('lendiK'. 
(léj).ourvues  de  parois  latérales.  Si  des  (»u\erlures  se  trttii\ciil  lU 
face  (Inné  li^nc  nixlale.  cela  ne  tidiihlria  |)as  luscillation  du  sys- 
tème ;  mais,  si  elles  se  lrou\ent  au  contraire  dans  la  réi^ion  d  tin 
ventre,  roscillalion  ne  |)onrra  pas  prendre  naissance. 

Or,  les  ouxeilurrs  du  système  ?Sord-.\  llantique  se  Irouxciil 
juste  en  face  des  lignes  nodales  semi-diurnes,  c"esl-à-dire  des 
maxima  de  loscillation  diurne.  11  en  résulte  (pie  la  résonance 
diunie  ne  pourra  pas  se  produire. 

Dans  le  système  Sud-Atlantique,  la  longueur  tolale,  depuis  le 
continent  antarctique  jusqu'à  la  côte  des  Etats-Lnis,  est,  par  rap- 
port à  Tonde  semi-diurne,  de  -;— ;  elle  n'est  donc  ])as  multiple  de 

la  demi-longueur  d'onde  diurne  et  ne  se  prête  pas  à  la  résonance. 
Il  n'en  serait  pas  de  même  de  la  branche  sud,  qui  s'étend  du  con- 
tinent antarctique  au  Jirésil;  mais,  là  encore,  les  ouvertures  sont 
en  regard  des  lignes  nodales  semi-diurnes. 

Ainsi  donc,  pas  de  marée  diurne  dans  l'Allanlicpie. 

Il  s'en  |)ro(luit  seulement  dans  le  golfe  du  Mexique,  qui  constitue 
un  système  diurne  indt'pendant  des  grands  systèmes  semi-diurnes. 

'2"29.  Sur  la  cette  est  de  l'Atlantique,  la  progression  se  fait  \ers 
le  Nord.  Sur  la  côte  ouest  de  l'Atlantique  Nord,  nous  aurions 
plutôt  une  progression  yers  le  Sud,  par  suite  de  l'existence  du 
poiiil  anipliidiniiiiipie.  lien  résulte  des  lignes  cotidales  très  serrées 
et  convergentes  vers  les  Antilles. 

Sur  la  côte  de  Patagonie,  qui  est  en  dehors  de  rinllucucc  du 
système  Sud-Atlantique,  les  marées  sont  dues  à  une  onde  dérivée 
venant  du  Pacilicpie. 

La  distance  du  continent  antarcticjue  au  caj)  de  Bonne-Espérance 
se  ra|)proche  plus  de  la  demi-longueur  donth^  solaire  semi-diurne 
(pic  de  la  (l('ini-loni;n('ii!- d'onde  lunaire.  Il  en  résulte  un  renloree- 
meiil  de   S.j  plu^  (■()iiM(l(''rahle   (pie    celui  de   ^1..;  |)ar  suite,  le    ia|»- 

|)()rl  ---  sera,    dans    cette    aire,    sup(''ricur   à   sa    yaleur  théorique. 

Toutefois,  la  côte  sud  du  Cap  est  lro|>  étroite  pour  (ju'une  onde 
solaire  indépendante  puisse  prendre  naissance  (^210,  >").  Aussi, 
ce  renforcement    ne  se   ferail-i!    iiU("'ie  senlir  s  il   n'était  éiialemeiil 
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(a\()iis<'    p;!!"    I  action    du  svslrme  Sud-Iudieii,  (|iii    se  Irotivc  aussi 

doiiiiiu'  par  rinllucnc»'  si)laire.    Vu  Cap  ivièine.  on  trotixe  |)<)iii-  — 

la  valeur  0,42;  sur  la  cùle  esl  de  la  colonie,  elle  augineiile  jus- 
qu'à 0,55  à  Durban. 

I^a  (;ôte  noi'd-esl  du  Urt'-sd  Mp|)ai  lient  à  la  |)lai;e  sud  du  svslèiiu! 
Nord-Allant ique  et  se  irouxe  très  \0i5ine  de  la  limite  lal(''rale  du 
système  Sud.  Les  heures  colidales  de  ces  deux  aiies  étant  8  et  (i, 
il  n'y  a  pas  de  dilleienee  sensible  et  le  |»assage  se  fait  graduelle- 
ment de  Tune  à  I  autre. 

L'estuaire  considérable  de  l'Amazone  esl  le  siège  d'un  [)hé- 
nouiène  particulier.  Une  onde  progre-^sive  remonte  le  fleuve,  mais, 
en  raison  de  la  faible  protondeur,  le  (rottement  est  assez  lort  pour 
que  l'énei'gie.  de  cette  onde  soit  complètement  absoilx'e.  Il  eu 
résulte  que  Tonde  s'éteint  sans  se  réfléchir;  par  suite,  il  n'y  aura 
pas  d'onde  stationnaire,  mais  une  onde  purement  progressive  dont 
lefletsera  de  retarder  la  marée  sur  la  côte  avoisinanl  lestiiaire. 

Aux  îles  du  Vent,  les  deux  systèmes  inierferent  encore;  la 
marée  est  forte  à  la  Trinité  et  diminue  rapidement  de  la  Trinité  à 
la  Guadeloupe.  Comme  celle  région  est  dans  le  voisinage  d'une 
ligne  nodale  du  système  Sud,  c'est  le  système  Nord  qui  agira  sur- 
tout et  alimentera  la  faible  marée  semi-diurne  de  la  mer  des 
Antilles,  dont  il  gouvernera  l'heure. 

Les  marées  sur  la  côte  est  des  Etats-Ltiis  sont  gouvernées 
piesque  uniquement  par  le  système  Sud;  aussi,  la  marée  est-elle  à 
très  peu  près  simultanée  depuis  Haïli  iusc|u'à  la  Nouvelle-Ecosse  : 
l'heure  cotidale  esl  voisine  de  12.  (Quanta  ramj)litu(le,  elle  variera 
avec  la  profondeur  et  sera  plus  forte  sur  les  hauts-fonds  (jiie  dans 
les  fosses  (§  io). 

11  y  a  lieu  de  remar(juer  que  la  longueur  de  la  branclie  piinei- 
pale  du  système  Sufl-Atlanli(|ue.  à  la(|uelle  appartient  la  cote  des 

Etats-Lnis,  esl  un  peu  supérieure  à   —  •  La  résonance    sera   donc 

plus  satisfaisante  pour  la  marée  lunaire  que  pour  la  marée  solaire 

dont  la  période  est  plus  courte. 

^  •    •  S.)  .  .  ■ 

Par  suite,  aux  Etats-Lnis,  le  iap|>oit  ^p-  >cra    plus  faible  (|ue  sa 

valeur  tlu'orique  ;  nous  avons  \u.  en  effet,  qu  il  v  prenait  la  valeur 
remar(piablement   faible  <>,  1  (i  {  s^  !203). 
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Le  golfe  du  Mexique  a  des  marées  seini-diiiincs  1res  faibles  qui 
sont  à  peu  pirs  celles  que  donnerail  pour  uik;  mer  fermée  la  ihéoiie 
de  ré(]uililii('.  Ou  trouve  riieuie  colidiile  'i  dans  presque  toulc  la 
région  est  du  uolfc;  mais,  sous  laclioa  d  une  i>i\i\('  pni<;rossi\e 
pénétranl  par  le  canal  de  la  Floride,  l'heure  9  ne  se  manifeste 
c|ue  tout  près  de  la  cote  ouest.  A  cette  marée  semi-diurne,  se 
super|)ose  une  marée  diurne  un  peu  plu-  iinpoilanle,  (pii  se  lait 
sentir  également  dans  la  mer  des  Antilles  (v^   t2!2G). 

%]0.  Certains  golfes  de  la  C('>te  américaine  présentent  des  parti- 
cularités (pii  mérilenl  une  mention  particulière. 

Le  golfe   Saint-Laurent   se    comporte  sensiMemenI    coniuK^  yine 

aire  indépendante,  assimilable  à  un  canal  de  longueur  —  :  il  v  aura 
•  '  -I         ■ 

donc  une  ligne  nodale  à  Tentrée  et  un  maximum  d'amplitude  à 
l'extrémité.  Mais  ici  le  phénomène  se  complicjue  |)ai'  suite  de  la 
juxtaposition  au  canal  principal  de  plusieurs  anses  d'assez  laige 
étendue.  Il  en  résulte  la  formation  d'ondes  dérivées,  et  l'existence 
d'un  point  am|)hidromi(pie  au  milieu  du  golfe. 

Une  onde  progressive  lemonte  le  lleuve  Sainl-Laurenl,  et. 
mab'ré  la  diminution  d'énei'gie,  sa  conceniralion  sur  une  section 
de  plus  en  plus  restreinte  fait  que  l'amplitude  de  cette  onde  \a  en 
croissant  jusqu'à  l'île  d'Orléans,  à  peu  de  distance  en  mal  de 
(  )uél)ec.  La  marée  cesse  seulement  d'être  sensible  au  lac  Saint- 
Pierre,  eiitie  (^uél)ec  et  Montiéal. 

Le  golfe  du  !\Liine,  séparé  du  large  par  un  banc,  constitue  égale- 
ment une  aire  indépendante  de  longueur -v-  11  se  produira  donc  une 

résonance.  La  marée  est  siinullanée  dans  tout  le  golfe,  et  l'obser- 
\alion  montre  (pi'elle  préseule  une  dillerence  de  phase  de  3  heures 
avec  la  maré-e  extérieure.  Nous  avons  (h'jà  fait  observer  (§  :213) 
(pic  cette  dillerence  pourrait  être  (pi(dconqii<',  et  que  les  i-aisons 
i)ai'  les(pi(dles  ^L  Ilarris  cherche  à  dé-moiilrer  (pTelle  doit  èlre 
nécessairement  de  3  heures  reposent  sur  une  hyj)othèse  inexacte. 
La  même  observation  s'applique  à  l'onde  stationnaire  de  Long 
Island  Sound. 

231.  Étude  particulière  des  marées  de  l'océan  Indien.  —  Ln  v 
comprenant  le  golfe  du  Bengale,  le  système  Nord-Indien  se  com- 
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pose  de  quatre  aires  cotidiiles  séparées  par  trois  lignes  nodales. 
La  ligne  nodale  orientale,  qui  passerait  par  le  détroit  de  la  Sonde, 
se  trouve  obscurcie  sous  l'action  d'une  onde  progressive  qui  se 
dirige  vers  V\Z>[  par  lOuxcrlurc  de  la  nier  de  Timor.  La  lii;nc 
nodale  occidenlale  est  également  fort  Iroublée  j)ar  suite  de  la 
superposition  du  syslème  Sud- Atlantique  au  système  Nord-Indien. 
Au  contraire,  la  ligne  nodale  fpii  ferme  le  golfe  du  Bengale  est 
très  bien  marquée. 

Les  aires  du  système  Sud-Indien  sont  à  peu  ]:)rès  situées  par  les 
mêmes  longitudes  que  les  aires  correspondantes  du  système  Nord; 
aussi  les  lieures  colidales  sont-elles  les  mêmes  pour  les  deux  sys- 
tèmes. 

Chacun  de  ces  systèmes  a  pour  longueur  totale  une  longueur 
d'onde  semi-diurne.  Tous  deux  devraient  donc  aussi,  semble-t-il, 
se  trouver  en  résonance  avec  la  marée  diurne.  Mais  dans  le  sys- 
tème Sud,  il  y  a  deux  larges  ouvertures  situées  en  regard  des  lignes 
nodales  semi-diurnes,  de  sorte  que  l'oscillation  diurne  ne  peut 
prendre  naissance. 

Dans  le  svstème  Nord,  au  contraire,  il  n'y  a  pas  l'é(|uivaleMt  de 
ces  ouvertures;  c'est  pourquoi  la  résonance  diurne  se  manifeste 
effeciivement. 

Dans  la  région  rectangulaire  qui  s'étend  le  long  de  la  côte 
d'Afrique,  depuis  le  Cap  jusqu'au  Belutshistan,  la  brandie  indienne 
du  système  Sud-Atlantique  se  superpose  successivement  au  sys- 
tème Sud-Indien  et  au  syslème  Nord-Indien.  A  oici  de  quelle 
manière  M.  Harris  fait  cadrer  les  elîets  de  cette  superposilion  avec 
les  résultats  des  observations. 

Si  le  système  Sud-Atlaiiti<pie  existait  seul,  nous  de\rions  avoir 
l'heure  cotidale  12  dans  la  plage  tpii  s'étend  du  Cap  jusque  par  le 
travers  de  Ras-Hafun,  et  l'heure  cotidale  6  dans  la  mer  d'Oman. 
Mais,  d'un  autre  côté,  le  système  Sud-Indien,  s'il  existait  seul, 
imposerait  à  la  région  du  canal  de  Mozambique  l'heure  cotidale  ). 

On  peut  donc  admettre  pour  cette  aire  l'heure  inleruK'- 
diaire  i,5;  ce  qui  est  parfaitement  conforme  aux  observations. 

L'oscillation  de  la  branche  inilienne  ( //i?'.  5-)  du  système  Sud- 
Atlaiitique  se  trouvant  ainsi  modifiée,  nous  aurons  l'heure  coti- 
dale 1,5  dans  sa  plage  méridionale  et,  par  suite,  l'heure  coti- 
dale   7,0  dans  sa  plage   septentrionale.    Mais  cette    (^lernière  est 


jS  1 
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(lircctcment  inihiencée  |)ar  le  svslriiif  Ncjrd-Imlicn.  (|iii  loi  iiii|)(t- 

scr;iil    I  lu'iiic  .'). 

I-is.  5-. 


I.ii  lif;nc  uothilf  de  cliiniiif  nscill.itiou  ne  |)()iiv;iiit  siilur  (itie 
I  iiil1ii(;iic(;  tic  roscillatioa  su  |»(  rposée,  il  en  rt''siilli'iii  rmaloiiiciil 
un  |)()ir)l  ainpIiidroiiiKjiir  autour  (ln(|ucl  les  lii;ncs  cotitlales 
lavouueroiil  clans  le  sens  des  aiyudles  dune  montre.  La  force 
centrifuge  composée  ne  joue  aucun  r(Me  dans  la  formation  de  ce 
point,  (pii  est   situé  à  très  peu  j)rès  Mir  r('(|ual(Mii-  (  //i,'.  58). 

1-ie.  58. 


Il  est  à  |»<'inc  nécessaire  de  l'aire  remarcpier  i"i  (pnl  point  les 
raisonnements  que  nous  avons  faits  mancpicnt  de  iii,^ueur  :  cette 
tentative  d  explication  ne  saurait  être  considérée  cpie  comme  une' 
éhauclie  assez  jj;rossière. 

''l'.)''!.  On  remarquei'a  que  la  r<-^ion  qui  s'i'lend  entre  la  cote  ouest 
d  Auslralir  et  Madagascar  sé|)are  les  deu\  svslèmes  indiens  et  ne 
constitue  \)A>  une  aire  de  résonance. 
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Ainsi  s'expliquent  bien  les  faibles  marées  senii-diiirues  que 
l'on  observe  à  Freeniantle,  à  Maurice,  à  la  Réunion  et  à  Tauiatave. 

Le  système  Sud-Indien  lui-même  est  délimité  d'une  façon  assez 
vaj;ue,  et  ne  donne  pas  naissance  à  des  marées  bien  considérables; 
à  l'île  Kerguelen,  l'amplitude  moyenne  est  d'environ  i'". 

Au  nord  de  cette  île,  dans  Taire  de  non-résonance,  il  existe 
toute  une  région  cutièremeul  close  par  la  ligne  colidale  dbeure  8 
et  à  partir  tie  bicpielie  la  progression  de  la  marée  s'eiïcclue  dans 
tous  les  sens. 

Sur  la  côte  sud  d'Australie,  on  constate  des  marées  très  parti- 
culièresdues  àrinlluence  du  système  Sud-Australien  qui  se  trou\e 

en   résonance  avec  la  marée  solaire.  Le    rapport  -^  jirend  alors 

des  valeurs  très  remarquables  et  devient  sensiblement  égal  à  l'unité 
à  Port-Adélaïde.  Il  en  résulte  pour  le  phénomène  une  allure  toute 
spéciale  :  à  certains  moments,  la  marée  paraîtra  se  produire  tou- 
jours à  la  même  heure,  sans  relard  d'un  jour  à  l'autre. 

D'ailleurs,   tous  les   systèmes  semi-diurnes  de  l'océan  Indien, 

pris  dans  leur  ensemble,  sont  en  résonance  plus  complète  avec  So 

g, 
c[u'avec  Mo  ;  aussi,  le  rapport -rr^  est-il,  en  général,  supérieur  à  sa 

valeur  théorique. 

233.  Golfe  Persique.  —  M.  Harris  admet  que  la  marée  du  golfe 
Persique  est  due  à  une  onde  progressive  se  propageant  lentement 
à  cause  de  la  faible  profondeur  du  golfe;  il  ligure  sur  sa  Carte  des 
lignes  cotidales  extrêmement  serrées  à  partir  du  détroit  d'Ormuz. 

Cette  hy|)oihèse  demande  à  être  examinée  avec  attention. 

Une  pareille  onde  progressive  ne  pourrait  se  produire  que  s'il 
n'y  avait  pas  de  réflexion  du  tout  au  fond  du  golfe. 

Il  faudrait  donc  supposer  que  l'énergie  de  l'onde  est  entièrement 
bsorbée  par  le  frottement.  Or.  ra|)pelons  que,  d"a|»rès  M.  Hougli, 
l'elfet  du  frottement  est  négligeable.  Les  livpolhèses  sur  lescpiellcs 
M.  lïough  a  basé  ses  calculs  sont  assez  bien  appuyées  pour  qu'on 
puisse  être  certain  que  l'action  du  frottement  est  en'ectivcnient 
négligeable  dans  une  mer  de  profondeur  moyenne. 

Mais,  en  ce  qui  concerne  le  golfe  Persique,  la  réponse  est  plus 
douteuse.  11  est  bien  vraisemblable  (ju'avec  les  chill'res  de 
M.  Houghon  trouverait  également  (piil  ne  doit  pas  y  avoir  (rrilcl 

F.   —    III.  2J 
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du  tout;  mais,  |)Oiir  des  profondeurs  aussi  faibles,  les  livpollièses 
ne  sont  peut-t'lre  pas  suflisaiiles. 

On  ne  saurait  doue  <t  jiriai  i  repousser  ou  adniellre  sans  réserves 
riiypollièse  de  M.  Ilarris  :  les  observations  j)eu\enl  seules  uKnilrer 
s'il  existe  ou  non  une  onde  jjrogressive. 

Or,  elles  sont  encore  insuffisantes  pour  (|u On  puisse  se  pro- 
noncer déliniliN  enienl  ;  nous  ne  |)Ossédons  que  quelques  obscrxa- 
tions  sur  la  cùte  persane  et  presque  rien  sur  la  côte  arabique.  Il  y 
aurait  là  unecjuestion  inh'rcssanle  à  étudier  de  plus  près.  Peut-être 
constaterait-on  une  onde  slalionnaire  ou  leMsteiice  d  un  junnt 
amphidromique. 

!2IH.  Marées  de  la  mer  Rouge.  —  Les  observations  sont  surtout 
relatives  aux  deux  extrémités,  nous  en  avons  peu  dans  la  partie 
médiane. 

A  l'entrée  du  détroit  de  Bab-el-Mandeb,  l'heure  colidale  est  l\^^. 
On  obser\e  tout  de  suite  une  variation  très  ra[)ide,  l'heure  coti- 
dale  étant  9  à  Moka,  puis  on  a  dans  toute  la  réf^ion  sud  une  heure 
à  peu  près  constante,  comprise  entre  10  et  11.  Dans  la  réj;ion 
nord,  entre  le  tropique  et  le  détroit  de  Jubal,  on  trouve  presque 
partout  l'heure  3,5,  puis,  brusquement,  l'heure  9  dans  tout  le 
golfe  de  Suez.  Dans    le    golfe   d'Akaba,  c'est  l'heure  4  ({ui  règne. 

De  ces  données,  il  résulte  que  la  mer  Rouge  prise  dans  son 
ensemble,  depuis  le  détroit  de  Jubal  jusque  vers  Moka,  se  com- 
porte sensiblement  coin  me  un  (anal  fermé  de  longueur  —  :  la  inai<''e 

constatée  présente,  en  ellet,  tous  les  caractères  d'une  onde  sta- 
lionnaire  ayant  une  ligne  nodale  ;iu  milieu  et  dont  les  plages 
seraient  à  peu  près  all'eclées  des  heures  cotidales  4  ^i"  Nord  et  10 
au  Sud. 

Ce  résultat  s'accorde  assez  bien  avec  celui  cpi  aurait  doiim''  la 
théorie.  Entre  les  limites  que  nous  venons  de  signaler,  la  profon- 
deur moyenne  de  la  mer  Rouge  est  d'environ  G4o"'  :  il  en  résulte, 
pour  la  demi-longueur  d'onde  de  l'oseillalion  semi-diurne  lunaire 
se  propageant  dans  ce  canal,  mif  lonmicur  de  934  milles  marins, 
dilTérant  assez  peu  de  la  longueur  i.)->.  milles  du  canal  lui-même. 
Il  devrait  donc  se  former  une  oscillation  propre  dont  les  heures 
cotidales  calculées  seraient  res|)ectivemenl  4>  5  et  10,  5. 
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En  lail,  la  marée  observée  étant  en  avance  sur  la  marée  sta- 
tique, nous  sa\ons  que,  pour  maintenir  cette  avance,  il  est  néces- 
saire de  su|)j)oser  une  onde  progressive  venant  du  larj;e  ;  mais,  la 
diflérence  tics  heures  étant  peu  importante,  cette  onde  progressive 
sera  faible. 

Son  eflet  sera  de  nous  donner,  dabord,  des  lignes  colidales 
serrées  dans  le  détroit  de  iîab-el-Mandeb,  puis  (piclques  lignes 
colidales  plus  espacées  dans  la  mer  Rouge  elle-même. 

Quant  au  golfe  de  Suez  et  au  golfe  d'Akaba,  on  peut  les  consi- 
dérer comme  des  canaux  de  faible  longueur  dont  la  marée  dépend 
directement  de  celle  de  la  mer  Rouge. 

La  profondeur  moyenne  du  golfe  de  Suez  est  d'environ  3-"".  A 

cette  profondeur,  correspond  pour—  une  longueur  de    i  i4  milles 

qui  est  un  peu  inférieure  à  celle  du  golfe.  Nous  devrons  donc 
a\on'  un  nœud  un  peu  au  nord  du  d<'bouclié  du  golfe,  à  Tor,  et. 
de  là,  jusqu'à  Suez,  l'iieure  cotidale  sera  9,0.  Connaissant  les 
dislances  à  Suez  des  différentes  stations,  on  pourra  calculer  l'am- 
plitude de  la  marée  théorique  correspondante,  celle  de  Suez 
étant  2'",i4,  et  comparer  aux  observations. 

On  trouve  ainsi,  de  part  et  d'autre  du  nœud,  les  résultats 
suivants  : 

Calcul.........     '2, 14       1,65       0)79       o,4o       0,21       <>,79       •  jOJ 

Observations...     ■i,i.\       1,68       0,92       0,46       0,87       o,j3       0,92 

La  vérification  est  très  satisfaisante. 

Le  golfe  d'Akaba  est  encore  moins  long,  et  aussi  plus  profond. 
Pour  cette  double  raison,  il  ne  renfermera  pas  de  nœud,  et  se 
mettra  dans  toute  son  étendue  en  concordance  de  phase  avec  la 
mer  Rouge. 

23o.  Étude  particulière  des  marées  de  l'océan  Pacifique.  — 
Nous  avons  vu  (pie  les  limites  du  système  Sud-Pacifi(iue  étaient 
assez  peu  nettes  et  que  l'on  pourrait,  à  la  rigueur,  considérer  ce 
système  comme  étant  constitué  par  un  secteur  de  cercle  «'^yant  son 
centre  vers  les  îles  Viti,  et  dont  la  circonférence  serait  formée  par 
la  cote  américaine. 

En  prenant  le  rayon  du   sec'teur  pour  unité,  on  trouve,   par  un 
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calcul  très  grossier,  que  la  lonyneiir  ddiide  de  rosclllalion  j)ropre 
est  fnviron  0,90  et  qu'il  y  a  tleux  lij;ncs  iioilales  circulaires  de 
rayons  o,34  et  ©,'^9. 

Si  l'on  réduit  le  système  à  la  ceinture  extérieure  du  secteur,  dont 
la  nîsonancc  est  plus  elficace,  il  suflira  de  conserver  les  positions 
inlerceplres  fie  ces  circonférences  pour  avoir  sensildenient  les 
lignes  nodales  utiles. 

L'amplitude  de  Toscillalion  d'un  secteur  circulaire  étant  beau- 
coup plus  forte  au  centre  que  sur  la  circonférence,  on  peut,  en 
attribuant  celte  forme  au  système  Sud- Vtlantique,  expliquer 
aisément  les  marées  importantes  obser\ées  sur  la  cote  nord  de  la 
Nouvelle-Zélande. 

(^)uoi  cpiil  en  soit,  le  système  Sud-Atlantique  présente  un  ventre 
au  sud  ilii  <ii|)  }li)iii.  dans  une  réi;ion  où  sa  limite  est  constituée 
par  des  liauts-fonds.  Jl  en  résulte  la  formation  d'une  onde  réfrac- 
tée très  imj)ortante  qui  progressera  dans  l'Atlantique.  C  est  à  cette 
onde  déri\ée  que  sont  dues  les  marées  de  la  cote  est  de  1'  Amérupie 
du  Sud  jusqu'au  nord  de  Montevideo,  qui  ne  se  trouvent  sr)us 
l'influence  d'aucun  système  d'oscillation  propre. 

L'onde  se  propage  plus  vite  dans  les  grands  fonds  à  l'est  des 
îles  Malouines  que  le  long  de  la  cote;  les  interférences  donnent 
naissance  à  deux  j)oints  ampliidromiques  locaux  situés,  l'un  à 
l'ouvert  du  golfe  de  Saint-George,  l'autre  à  l'est  du  golfe  de 
San-Mathias. 

Dans  le  Pacifique  même,  trois  points  amphidromiques  très  im- 
portants sont  à  signaler.  Le  premier  est  à  mi-distance  entre  San- 
Francisco  et  les  îles  Hawaï,  à  l'intersection  de  deux  lignes  nodales 
appartenant  respectivement  au  système  Nord  et  au  système  Sud  : 
la  rotation  des  lignes  cotidales  s'ellectue  autour  de  ce  point  dans 
le  sens  inverse  des  aiguilles  d'une  montre.  Le  second,  situé  au 
nord-ouest  des  îles  de  la  Société,  se  trouve  également  au  \oisinage 
de  deux  lignes  nodales  des  systèmes  Nord  et  Sud.  (^iiant  au  troi- 
sième, il  est  situé  au  sud-est  de  la  Nouvelle-Zélande,  sui-  la  limite 
sud  du  système  Sud-Pacifique. 

La  formation  de  ce  point  est  due  à  l'action  d'une  onde  dérivée 
réfractée  qui  franchit  le  seuil  compris  entre  la  Nou\elle-Zélande 
et  la  Nouvelle-Calédonie  et  continue  sa  progression  tout  autour 
de  la  Nouvelle-Zélande.   Il  en  résulte  une  rotation  des  lignes  coli- 
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claies  autour  de  celte  île  dans  le  sens  in\erse  et,  autour  du  poiul 
aniphidroniique,  dans  le  sens  même  des  aiguilles  dune  montre, 
ainsi  qu'il  est  naturel  dans  l'hémisphère  austral. 

La  côte  américaine  du  Pacifique  est  successivement  atteinte  par 
les  dillerents  systèmes  ;  on  n'y  trouve  |)as  de  progression  j)ro- 
premenl  dite,  mais  des  lignes  cotidales  très  serrées  lorsqu'on  passe 
d'un  système  à  l'autre.  Vers  le  détroit  de  Magellan,  nous  avons 
l'heure  (3  imposée  par  le  ventre  sud-est  du  système  Sud-Pacifique. 
Plus  au  Nord,  on  trouve  l'heure  3  provenant  de  l'aire  trapézoï- 
dale du  système  Nord-Pacifique;  puis,  tout  de  suite  après,  dans  le 
golfe  de  Panama,  l'heure  9  due  à  l'aire  triangulaire.  En  Californie, 
c'est  le  système  Sud  qui  se  rencontre  de  nouveau,  donnant 
l'heure  6;  mais  on  retomhe  immédiatement  dans  le  système  Nord, 
dont  l'heure  est  q. 

Il  n'y  a  pas  absolument  simultanéité  de  la  marée  dans  chacune 
de  ces  diverses  plages,  mais  les  lignes  cotidales  y  sont  beaucoup 
plus  espacées  cjue  sur  les  frontières  des  systèmes. 

De  part  et  d'autre  des  îles  Galapagos,  le  système  Nord-Paci- 
fique présente  deux  aires  ayant  la  même  heure  cotidale  C)  ;  nous 
aurons  donc  toute  une  vaste  région  dans  laquelle  la  marée  devra 
être  simultanée. 

Il  convient  de  remarquer  que  les  systèmes  du  Pacifique  sont  eu 
résonance  plus  parfaite  avec   la    marée  lunaire  qu'avec  la  marée 

solaire  ;  aussi,  le  rapport  ^-  est-il,  en  général,  plus  faible  que  sa 

valeur  théorique.  On  ne  constate  guère  d'exceptions  que  pour 
certaines  îles,  comme  Tahiti,  qui  se  trouvent  dans  le  voisinage 
d'une  ligne  nodale. 

S.'îO.  Marées  des  mers  dérivées  du  Pacifique.  —  D'une  façon 
générale,  l'heure  cotidale  G  règne  le  long  du  Kamtshatka,  des  îles 
Kuriles  et  de  Yeso.  Une  onde  dérivée  progresse  dans  la  mer 
d'Okhotsk  et  pénètre  dans  la  mer  du  Japon  par  le  golfe  de 
l'Amour,  où  l'on  trouve  déjà  l'heure  4- 

,  Une  autre  onde  passe  par  le  sud  du  Japon  et  remonte  Vers  le 
Nord.  La  réunion  de  ces  deux  ondes  se  fait  vers  le  milieu  de  la 
mer  du  Japon,  où  elle  cause  une  quasi-simultanéité  de  la  marée. 
Plus  au  Sud,  dans  le  détroit  de  Corée,  on  trouve  un  point  amphidro- 
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inique  auloiir  (IikjikI    la   rolalion  s'eflecUie  en  sens   iii\crse  des 
aiguilles  dune  uionlre. 

Dans  la  mer  Jaune,  nous  avons  des  lignes  coiidales  1res  serrées. 
Lorsque  Tonde  arri\e  dans  le  }.;olfe  de  l'elsiiiji,  une  branche  se 
dirige  \ersle  Nord-Ouesl  et  une  autre  \ers  ir  golfe  de  Liao-Tung  : 
il  en  résulle  un  poinl  ainpliidroiuique  au  milieu  du  golfe. 

M.  Harris  dit  que  1  onde  s'avance  avec  la  rapidité  due  à  la  pro- 
fondeur. Il  suppose,  par  conséquent,  que  tout  se  passe  comme  si 
Ton  axait  une  onde  j)rogressive  entièrement  absorbée.  Mais  ceci  est 
peu  probable. 

Pour  nous  rendre  compte  descttnilitions  delà  propagation  dans  un 
golfe,  reportons-nous  aux  écpialions  générales  du  paragraphe  132. 
Soit  5  la  longueur  de  lare  comptée  le  long  d'un  canal  de  profondeur 
constante,  à  partir  de  l'extrémité  fermée.  Nous  supposons  que. 
abstraction  faite  du  facteur  exponentiel  e^'^,  l'expression  du  po- 
tentiel |)erturbateur  |)eul  se  rc'duire  à 

L'équation  difTérentielle 


nous  donne  alors 


^/,^=).o-W  =  ^r 


L'intégration  introduit  deux  constantes  arbitraires  que  l'on  déter- 
minera en  écrivant  que  ^  prend  une  valeur  donnée  à  l'extrémité 
libre,  et  que  l'on  a  au  fond  du  golfe 


c'est-à-dire 


do        \   /  .  dZ\ 


dl  __'il 
ds  ~        f' 


Il  est  donc  certain  (pie  les  conditions  de  la  propagation  dépen- 
dent de  a  et  de  |j. 

M.  Harris  fait,  au  contraire,  le  calcul  commr  si  l'on  axait 

d"^  l  d^  l 
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c'esl-à-tlire 

Les  deux  manières  de  procéder  ne  sonl  nullemcnl  équivalentes. 
Il  est  donc  impropre  de  parler  d'une  propagation  avec  la  vitesse 
due  à  la  j)rofondeur. 

%M .  Le  long  de  la  <ote  du  large  des  îles  lMiilip|)ines,  l'heure 
colidale  est  en\iron  y,  5  comme  dans  toute  la  |)lage  ouest  du 
système  Nord-l^acidque.  Cette  onde  stalioiinaire  fournit  une  onde 
dérivée  qui  pénètre  dans  la  mer  de  Chine  à  la  fois  par  le  canal  des 
Bashi,  au  nord  de  Luçon,  et  par  la  mer  de  Célèbes.  Dans  toute  la 
partie  centrale  de  la  mer  de  Chine,  la  marée  semi-diurne  est  très 
faihle  et  pi'esque  simultanée.  Au  nord  et  au  sud  de  Haïnan,  on 
trouve  l'heure  3.  Cette  faible  marée  semi-diurne  contourne  alors 
l'ile  dHaïnan  et  pénètre  dans  le  golfe  du  Tonkin,  où  nous  avons 
alors  deux  ondes,  l'une  allant  du  Sud  vers  le  Nord,  l'autre  du  Nord 
vers  le  Sud. 

L'interférence  est  presque  complète  et  il  en  résulte  dans  cette 
région  une  disparition  de  la  marée  semi-diurne  d'autant  plus 
manifeste  que  la  marée  diurne  est  relativement  considérable  dans 
toute  la  mer  de  Chine. 

Cette  mer  peut  être,  en  ellet,  considérée  comme  un  bassin  à 
peu  près  fermé  qui  débouche  sur  le  système  diurne  Pacifique,  et 
sa  longueur  est  sensiblement  le  quart  de  la  longueur  d'onde 
diurne.  Il  y  aura  donc  résonance  et  simultanéité  de  marée  diurne 
dans  toute  la  mer  de  Chine  ;  mais  il  n'y  a,  comme  nous  le  savons 
(§  213),  aucune  raison  théorique  pour  que  la  diflerence  de  phase 
avec  la  marée  diurne  du  large  ait  une  valeur  plutôt  qu'une  autre. 
L'heure  cotidale  diurne  observée  au  Tonkin  est  12.  Cela  fait  bien, 
comme  le  voudrait  la  théorie  incomplète  de  M.  Harris,  une  difFé- 
rence  d'un  (|uart  de  pc'riode  avec  l'heure  cotidale  6  observée  aux 
Philippines  (§  ^^^i),  mais  on  ne  peut  voir  là  quune  simple  coïn- 
cidence. 

On  pourrait,  d'ailleurs,  tout  aussi  bien  rattacher  la  mer  de 
Chine  au  système  diurne  indien  qui  donne  l'heure  12  dans  sa 
plage  voisine. 
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De  la  partie  centrale  de  la  nier  de  Chine,  1  onde  semi-diurne 
marche  vers  la  Corhinchine  et  pénètre  dans  le  golfe  de  Siam.  Les 
lignes  colidales  y  sont  très  serrées;  peut-èlre  des  observations  plus 
complètes  meltraienl-elles  en  évidence  un  point  amphidroiinque. 
Nous  pouvons  remarquer  que,  pas  plus  dans  le  golfe  de  Siam  que 
dans  le  golfe  de  Petshili,  il  n'est  vraisemblable  d'assimiler  ce  phé- 
nomène à  la  progression  d'une  onde  s'efTectuanl  avec  la  vitesse 
due  à  la  |)rofondeur. 

Les  lies  de  la  Sonde  nous  offrent  des  marées  extrêmement 
compliquées,  mais  (|ui  ont  été  Tobjet  de  nombreuses  et  bonnes 
observations.  On  trouve  dans  le  détroit  de  Malacca  des  lignes  coti- 
dales  excessivement  serrées,  indicpiant  une  progression  vers  l'Est. 
Au  sud  des  iles,  il  y  a  également  progression  vers  l'Est  :  l'onde, 
dérivée  du  système  Nord-Indien,  entre  par  la  mer  de  Timor  et 
vient  se  rencontrer  au  détroit  de  Torrès  avec  la  branche  de  l'onde 
réfractée  dérivée  tin  système  Sud-I'acifique.  qui  passe  au  nord  de 
la  Nouvelle-Calédonie. 

L'onde  progressive,  qui  descend  de  la  partie  centrale  de  la  mer 
de  Chine,  se  rencontre  entre  Bornéo  et  Sumatra  avec  l'onde  pro- 
gressive venant  du  golfe  du  Bengale  par  le  détroit  de  Malacca  : 
le  conflit  de  ces  deux  ondes  donne  naissance  à  un  point  amphidro- 
mique  très  particulier  autour  duquel  les  heures  colidales  se  suc- 
cèdent en  faisant  deux  fois  le  tour  du  cadran  ;  il  y  a  '>./\  lignes 
cotidales  au  lieu  de  12.  La  marée  est  très  faible  dans  cette  région. 
Celle  (le  la  mer  de  Java  progresse  également  vers  ce  |)oint. 

238.  Marées  des  mers  arctiques.  —  Nous  pouvons  observer 
d'abord  que,  si  les  mers  arcti(|ues  étaient  entièrement  fermées,  il 
ne  s'y  produirait  aucune  marée.  En  ell'et,  le  potentiel  perturbateur 
s'annule  au  pôle,  aussi  bien  pour  les  marées  semi-diurnes  que 
pour  les  marées  diurnes  ;  il  sera  donc  très  faible  dans  les  régions 
polaires.  D'un  autre  C(')lé,  rien  n'indique  a  jnioii  c\uc  les  formes 
et  les  dimensions  des  mers  arctupies  se  prêtent  à  une  résonance 
quelconque.  Il  paraît  donc  légitime  d'admettre  que  leurs  marées 
proviennent  presque  uniquement  de  celles  des  autres  mers. 

L'influence  des  mers  environnantes  peut  s'exercer  par  trois 
voies  différentes  :  la  large  ouverture  entre  la  Norvège  et  le 
Groenland,  la  baie  de  Baffin   et  le  détroit  de  Behring.  11  résulte 
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des  obscrvallon.s  que  raclion  (jui  s'exerce  à  travers  le  déiroil  de 
ISelirint;  est  très  minime. 

^ous  savons  que,  dans  lAllanlique  Nord,  la  dillérence  S^  —  M^ 
a  une  \aleur  assez  forte  correspondant  à  ce  qu'on  a  appelé  l'âge  de 
la  marée  semi-diurne  (§  203).  Cette  dillérence  va  encore  en  s'ac- 
cenluant  dans  les  mers  arctiques,  où  Fàge  de  la  man'e  peut 
atteindre  60  heures. 

On  constate  aussi  dans  ces  mers  une  marée  diurne  assez  impor- 
tante, qui  s'explique  mal  ;  elle  ne  pourrait  venir  que  du  système 
diurne  Pacifique,  par  le  détroit  de  Behring. 

Entre  le  Groenland,  le  Spilzberg  et  le  cap  Nord,  nous  avons 
d'abord  toute  une  région  où  les  lignes  cotidales  sont  très  espacées  : 
la  marée  s'y  produit  à  peu  près  simultanément,  vers  12''.  Nous 
trouvons  ensuite  une  série  de  lignes  cotidales  tournant  autour  de 
la  terre  de  François-Joseph  et  redescendant  dans  la  mer  de  Rara, 
ainsi  <pi'à  l'ouest  de  la  Nouvelle-Zemble,  pour  pénétrer  dans  la 
mei'  Blanche,  où  les  lignes  sont  très  serrées. 

Une  autre  série  suit  vers  l'Est  la  côte  asiatique  jusqu'au  détroit 
de  Behring.  Tout  ceci  est  naturellement  un  peu  hypothétique,  en 
raison  du  petit  nombre  des  observations. 

Sur  la  côte  américaine,  la  propagation  continue  dans  le  même 
sens.  Mais,  sur  la  côte  nord  du  Groenland,  nous  avons,  au  con- 
traire, une  progression  vers  l'Ouest.  L'effet  produit  par  la  ren- 
contre de  ces  deux  ondes  dans  le  voisinage  du  pôle  reste  encore 
entièrement  conjectural. 

Dans  la  baie  de  Baffin,  on  observe  des  marées  très  fortes  pré- 
sentant assez  nettement  le  caractère  d'une  onde  stationnaire  avec 
une  ligne  nodale  au  milieu. 

En  somme,  on  peut  supposer  que  tout  se  passe  dans  les  mers 
arctiques  comme  si  l'on  avait  deux  bassins  distincts  :  d'une  part,  la 
baie  de  BafHn,  qui  constitue  à  peu  près  un  bassin  rectangulaire  ; 
d'autre  part,  l'ensemble  mêxîie  des  mers  polaires.  Il  est  probable 
que  cet  ensemble  possède  une  résonance  suffisante,  de  telle  sorte 
que  la  force  perturbatrice,  malgré  sa  faiblesse,  se  trouvera  suffi- 
samment am|)lifiée  pour  produire  de  fortes  marées. 

Mais,  comme  la  force  centrifuge  composée  acquiert  au  voisinage 
du  pôle  son  maximum  d'action,  nous  aurons  1res  probablement 
une  région  amphidromique. 
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Cette  livpollièse  s'accorde  assez  l>ien  a\ec  les  lignes  colldales 
telles  que  les  a  tracées  M.  Iliirris. 

Les  observations  sont  surloiil  nombreuses  diins  l'arcliipel  au 
nord  de  rAinérique,  entre  les  deux  bassins  dont  nous  venons  de 
parler.  On  y  constate  des  ondes  dérivées  provenant  des  deux  ré- 
gions principales  et  cheminant  dans  des  canaux  extrêmement 
compliiiués;  on  ne  peut  encore  songera  en  faire  la  théorie.  Pour 
la  |iliipait,  ces  ondes  se  dirigent  de  l'Ouest  à  lEsl  lors([u"elles 
déri\ent  de  la  mer  principale;  d'autres,  venant  de  la  baie  de 
Bafhn,  vont  de  lEsl  à  TOuest. 

Faisons  encore  remarquer  à  ce  sujet  rimpossibililé  de  la  péné- 
tration de  trois  ondes  j)rogressives  allant  vers  le  Nord,  ainsi  que 
le  voulait  la  théorie  de  Whewell,  et  comme  le  suppose  aussi 
M.  Harris.  Il  faudrait,  en  eflet,  comme  nous  le  savons  (§  !217), 
(|ue  le  polontiri  jk  rliiibatciir  eût  une  \aleur  considérable;  or,  d 
est  pros<pie  nul. 

On  peut  donc  aflirmcr  que  la  progression  ne  se  fait  pas  dans  le 
même  sens  jiar  les  trois  ouvertures. 

239.  Marées  de  la  Méditerranée.  —  Les  observations  moulrent 
que  les  marées  de  la  Méditerranée  sont,  en  général,  1res  faibles. 
Cela  lient  à  ce  que  cette  mer  peut  être  sensiblement  assimilée  à 
une  mer  intérieure  entièrement  fermée. 

Dans  une  mer  intérieure,  les  seules  marées  possibles  sont  dues 
aux  forces  perturbatrices  locales.  Si  la  mer  est  peu  étendue,  les 
valeurs  du  potentiel  diUéreront  très  peu,  de  sorte  (pie  les  oscil- 
lations possibles  seront  faibles.  Elles  ne  j)ourraient  devenir  fortes 
(jue  s'il  y  avait  une  résonance  très  complète. 

De  plus,  ces  faibles  oscillations  doivent  s'effectuer  conformé- 
ment à  la  théorie  statique.  Il  y  a  marée  statique,  en  ellel,  lorsque 
la  période  de  la  marée  est  longue  ;  et  il  faut  entendre  par  là  que 
cette  période  est  longue  par  rapport  à  l.i  période  doscillalion 
propre  de  la  mer  considérée. 

Or,  celle  jxhiode  (roscillatnui  |)ropre  est  d  aulaul  plus  courte 
(pie  la  mer  est  plus  profonde  et  |ilus  étroite. 

Ïj  élan!  la  longueur  dw  bassiu  os<  illant,  nous  a\(ins 

-_  ^ 
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Pour  certaines  mers,  nous  pouirons  donc  considérer  une  période 
de  12  heures  comme  une  période  très  grande,  et,  dans  ce  cas,  la 
marée  produite  sera  une  marée  slaticpie. 

On  peut  d'ailleurs  s'en  rendre  compte  en  partant  de  ré({uation 
générale  de  la  marée  dans  un  canal  de  profondeur  et  de  largeur 

constantes  (§  129) 

jr/if=  X2'^  — W. 

Si  la  période  -.''  de  la  force  perturbatrice  est  grande,  À-  sera 
très  petit.  Posons 

).2cp  =  V— />  =   'l. 

L'équation  s'écrira 

Si  h  est  grand  et)>2  petit,  cette  é(|uation  se  réduit  sensiblement  à 

1^"  =  o, 

d'où 

({;'  =  oonsl. 

Mais  on  doit  avoir  aux  extrémités 

(|<'  =  n. 

Donc  'V  est  nul  dans  tout  le  canal,  et  Ton  a 

<^  =:  consl. 
Par  suite 

V  =  consl., 

et  l'on  retombe  bien  sur  la  théorie  statique. 

Cette  conclusion  cesserait  d'être  exacte  si  la  profondeur  n'était 
plus  très  grande. 

!2iO.  La  Méditerranée  n'étant  pas  une  mer  entièrement  fermée, 
les  marées  y  auront  une  double  origine.  En  plus  des  marées  qui 
se  produiraient  si  le  détroit  de  Gihraltar  n'existait  pas,  il  faudra 
tenir  compte  de  l'onde  qui  pénètre  par  ce  détroit.  Mais  cette  onde 
est  très  faible  à  cause  de  l'étroitesse  de  l'ouverture,  et  son  inlluence 
est  minime. 

I^es  observations  faites  dans  le   détroit  montrent   (|iie  l'ampli- 
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liidc  (Imiiimc  rapidement  jiisc|u  à  n  èlre  j)liis  (jiie  de  i|iitl(|iies 
cenliinèlres  à  Test  de  Gibraltar. 

11  reste  donc  à  considérer  siirluiit  les  marées  (jiii  picnnent 
naissance  dans  la  Méditerranée  elle-même. 

On  jx'iil.  à  ce  point  de  vue,  sup|)0.>er  celte  mer  partaj^ée  en 
deux  hassius  diderents  :  la  .Médilcrrauc-e  orientale  et  la  Méditer- 
ranée occidentale. 

I),ins  le  bassin  orienlal,  limilt-  par  lllalie  et  la  Sicile,  les  marées 
observées  sont  presrpie  exactement  celles  (|ui  se  produiraient  >i  Ion 
avait  allaire  à  un  bassin  entièrement  fermé. 

L'étendue  étant  très  faible,  la  période  d'oscillalii)u  j)r()j)re  sera 
très  courte  par  rapport  à  celle  de  l'oscillation  contrainte,  et  cette 
dernière  oscillation  jiourra  se  traiter  alors  confoiinémenl  à  la 
tliéorie  slati(pie. 

Le  niNcau  (tscillera  autour  du  centre  de  gravité  du  bassin.  <jiii 
est  approximalnement  situé  au  voisinage  de  la  Crète  :  la  marée  y 
sera  sensiblement  nulle  et,  de  ce  point,  divergeront  des  lignes 
cotidales,  plus  serrées  dans  la  direction  du  méridien.  En  Ci'ète, 
ellectivemenl,  les  marées  sont  plus  faibles  (|uc  partout  ailleurs, 
et  renseinble  des  observations  s'accorde  bien  a\cc  cette  con- 
ception. 

Dans  la  Méditerranée  occidentale,  la  cpieslion  est  un  |)eu  plus 
compliqu('e,  parce  cpie,  si  l'on  peut  comme  dans  le  bassin  oriental 
applifjuer  la  tln-orie  de  l'équilibre,  il  faut  néanmoins  adjoindre 
à  la  marée  pr(jduite  l'elfet,  pas  absolument  négligeable,  de  l'onde 
provenant  de  l'Allanlique.  Quant  à  linlluence  du  bassin  oriental, 
elle  est  trop  insignifiante  pour  rpiil  v  ait  lieu  d'en  tenir  compte. 

La  théorie  de  l'équilibre  seule  donnerait  les  heures  cotidales  (3 
et  -  à  Marseille  et  à  Toulon,  tandis  (|u'on  observe  en  réalilt;  7  et  8  ; 
«Taulie  |)art,  lanqjlitude  observée  est  notablement  suj)érieure  ii 
1  amplitude  calculée  (environ  trois  fois).  Pour  exj)liquer  ce  fait, 
M.  Marris  considère  la  partie  de  la  Méditerranée  limitée  à  l'Est 
par   la  Corse    et  la    Sardaigne,   et  constate  que  sa  longueur   est 

d  en\iron  —  •  Si  donc  celte  région  était  complètcmcnl  fermée,  elle 

se  trouver.iit  vis-à-vis  de  l'Atlantique  comme  un  golfe  en  réso- 
nance. Malgré  les  ouvertures,  il  peut  se  produire  une  résonance 
approchée,  causant  raugmentation  d'amjditude  constatée. 


TlIKOniE    DK    IIARUIS.  J97 

Enlre  la  Tunisie  et  la  Sicile,  ainsi  (|ue  dans  le  déiroil  de 
Messine,  on  observe  une  variation  rapide  des  lignes  cotidales.  Ce 
phénomène  est  aisé  à  expliquer. 

Supposons  les  deux  bassins  de  la  INIéditerranée  coniplèlenienl 
fermés.  Ils  obéiront  à  la  théorie  statique  et  dans  cluupie  bassin, 
comme  les  longitudes  dilTèrcnt  peu,  les  oscillations  se  feront  à  [)eu 
près  simultanément  :  il  y  aura  donc,  dans  les  parties  adjacentes, 
basse  mer  pour  un  bassin  en  même  temps  que  pleine  mer  pour 
l'autre.  Si  maintenant  nous  ouvrons  les  détroits,  il  y  aura  néces- 
sairement des  lignes  cotidales  très  serrées,  pour  qu'une  \ariation 
d'environ  6  heures  se  produise  d'un  bassin  à  l'autre.  x\u  \oisina^e 
de  la  Sicile,  les  lignes  cotidales  passent  de  l'heure  '.i  à  l'beure  7. 

'âil.  On  observe  également  dans  la  Méditerranée  une  marée 
diurne  très  nette,  qui  est  à  peu  près  la  moitié  de  la  marée  semi- 
diurne.  Ce  rapport  étant  |)lus  considérable  que  dans  T Atlantique, 
on  en  conclut  qu'il  doit  exister  une  résonance  entre  la  période 
diurne  el  l'ensemble  de  la  Méditerranée.  Cependant,  si  Ton  consi- 
dérait cette  mer  comme  un  bassin  rectangulaire  de  profondeur 
uniforme,  sa  période  d'oscillation  propre  atteindrait  tout  au  plus 
i4  heures.  Mais  il  faut  tenir  compte  de  ce  fait  que  la  période 
d'oscillation  propre  d'un  canal  est  augmentée  lorsqu'il  y  a  vers  le 
milieu  du  canal  un  rétrécissement  ou  un  seuil  (§211).  Dans  le  cas 
de  la  Méditerranée,  les  deux  circonstances  sont  réunies  :  il  peut 
donc  en  résulter  une  résonance  assez  bonne  avec  la  période 
diurne. 

2i;2.  Marées  de  l'Adriatique  et  du  golfe  de  Gabès.  —  Dans  le 
fond  de  l'Adriatique,  ainsi  ([ue  dans  le  fcnid  du  golfe  de  Gabès,  on 
observe  des  mart'^es  plus  fortes  que  |)artout  ailleurs  dans  la  Médi- 
terranée. 

L'Adriatique  peut  être  considi'rée  conmie  un  golfe  de  lon- 
gueur—- 11  Y  aura  donc  un  ventre  à  l'entrée  et  au  fond,  et  un(î 
ligne  nodale  au  milieu,  mais  aucune  résonance  ne  se  produit  de 
ce  fait,  puisque  l'Adriatique  dc-boucbe  librement  sur  la  Méditer- 
ranée (§  132). 

Ce  qui  explifpie  le  renforcement  constaté  au  fond,  c  est  que  la 
profondeur  y  est  moindre. 


3()S  TROISIÈME    PARTIE.    —   CHAPITRK   XVI. 

Nous  savons,  en  ellet  (^§  io),  (|uc,  si  l'on  considère  l'oscillation 
propre  d'un  hassin  constilu»'-  par  une  série  de  biefs,  l'ainpliliidc  est 
|)liis  cunsuit'i  ahle  dans  les  hiets  de  moindre  profondeur.  Ceci 
s'ap|)li(pie  ('■j^alement  aux  oscillations  coulraintes,  et  l'on  pourra, 
dans  des  mers  peu  j)rofondes,  observer  sous  certaines  conditions 
des  marées  relativement  considérables. 

Considérons,  par  exemple,  un  bassin  fermé  constitué  par  la 
succession  de  deux  canaux  de  profondeurs  //  et  h'  dillérenles,  le 
canal  profond  s'étendant  de  .s  ^  —  6  à  5  =:  o  et  le  canal  peu  jiro- 
fond  de  s  ^  o  à  s  =  a.  Clioisissons  les  unités,  de  telle  sorte  ([iTon 
ait  ^'  =  I  ;  l'éipialion  du  problème  sera  alors 

/io"—A'-'s,  =  — W. 

Prenons,  comme  jirécédemment,  pour  expression  du  potentiel, 
au  facteur  e^'  près, 

Lintéi^ralc  i;énérale  de  l'équation  sans  second  meudjre  pourra  se 
mettre  sous  la  forme  B  cos(tJL5+  s),  B  et  $  étant  deux  constantes 
arbitraires  à  déterminer;  de  sorte  qu'en  sous-entendant  toujours 
le  facteur  e"^,  on  aura,  dans  le  canal  profond, 

(p  =  hJ  cos(  ;ji5  -+-  î)  -)-  -^^  H YT-  ' 

et  dans  l'autre  canal 

9  =  B  cos (.a*-i-s)-f--; i ; — 

^  '  A-  A» 

avec 

—  1-=  A;jl2=  /<'a'2. 

Si  nous  supposons  (pie  hi  profondeur  A  soit  i;rande,  mais  (inie, 
A  étant  iiiliiiiiiienl  pelil  d'ordi-e  i ,  nous  aurons  sensli)iemeiit  dans 
le  canal  piolond  'i  =  const.  et  sa  marée  obéira  à  la  llu-oiie  de 
l'équilibre  (!<  ^239). 

Mais  il  peut  arriver  que  B'  soit  beaucon|)  pins  i;r,ind  (pie  B. 
Ecrivons,  en  effet,  les  deux  conditions  de  continuité  j)our  s--i=.o. 
On  doit  avoir,  d'abord, 

•>  Ji  OL  •>  //  OC 

B  cos£  -. ^^  —  B'  cosî'-i-  - — — , 
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puis,  en  exprimant  (lue  t-^-^  c  est-a-clire  li -r  ■>  est  conlimi, 

'  '  '  dx  dx 

B//;jLsin£=  lî'/t' |ji' sine'. 

Supposons  que  lî  soil  iufinlinenl  petit  d'ordre  ■^  ;  dans  ces  condi- 
tions, u'  sera  d  ortire  zéro  comme  //  et  u.  d'ordre  i  comme  A.  Par 
consé([uent,  le  rapport 

B'  //  ;jL  si  II  £ 

\^         h' \i!  %\\\i 

sera  infiniment  grand  du  premier  ordre,  à  moins  que  sinî  ne  soit 
nul. 

En  général  donc,  dans  les  parties  peu  profondes,  la  théorie  de 
l'équilibre  ne  s'appliquera  plus  et  lamplitude  sera  considéra- 
blement augmentée. 

Près  du  golfe  de  Gabès  se  trouve  précisément  une  région  beau- 
coup moins  profonde  et  assez  étendue  :  les  marées  y  seront  donc 
relativement  plus  fortes. 

De  même  dans  l'Adriatique  où  il  y  a,  de  plus,  un  rétrécisse- 
ment :  les  deux  conditions  agissent  dans  le  même  sens,  et  pro- 
duisent l'augmentation  d'amplitude  constatée. 

D'aj)rès  M.  Harris,  il  j  aurait,  dans  l'Adriatique,  superposition 
d'une  onde  stationnaire  et  dune  onde  progressive.  Nous  avons 
déjà  indiqué  au  paragraphe  !23()  les  restrictions  qu'il  convenait 
d'apporter  à  la  façon  dont  M.  Harris  concevait  la  propagation  du 
phénomène. 

Sous  l'action  de  la  force  centrifuge  composée,  les  lignes  coti- 
dales  dans  l'Adriatique  paraîtront  rayonner  autour  d'un  point 
amphidromique  situé  dans  le  voisinage  de  la  côte  italienne. 

243.  Marées  des  mers  européennes  proprement  dites.  —  V 
l'entrée  delà  Manche  et  au  large  des  lies  Lîritanniques,  nmis  trou- 
vons la  ligne  cotidale  d'heure  4  '^  peu  près  parallèle  à  la  côte.  La 
marée  est  maximum  sur  la  côte  de  France  et  va  en  diminuant  vers 
le  Nord  ;  cet  allaiblissement  tient  à  la  présence  de  la  ligne  nodale 
du  système  Nord-Atlanli(pie. 

De  la  frontière  orientale  de  ce  système,  dérivent  des  ondes  allant 
toutes  vers  l'Est.  Une  de  ces  ondes  suit  la  côte  nord  île  l'I'.cosse  et 
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redescend  vers  le  Sud   dans  la  nier  du  Mord.  Lnc  au  lie   pénrlre 
dans  la  Manche  et  se  dirige  \ers  le  Nord-Est  {Jlg-  09)- 

Kig.  59. 


Le  concours  de  ces  deux  ondes  donne  naissance  dans  la  mer  \\\\ 
Nord  à  une  réj^ion  am|iliidromique  située  à  l'ouvert  du  Skaj;errak; 
un  aulre  poinl  auipliidroinique  se  trouve  égalemcnl  IdniK-  |ilus  au 
Sud,  entre  la  Hollande  et  TAngleterre.  Vax  général,  les  [)t»inls  de 
marée  nulle,  se  trouvant  en  pleine  mer,  n  ont  pour  la  plupart 
qu'une  existence  hypothétique.  1!  nen  est  pas  de  même  des  deux 
points  de  la  mer  du  Nord;  en  jjrolitanl  i\Q.>  petits  fonds  de  celte 
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mer,  on  a  pu  constater  leur  existence  par  l'observation,  soit  en 
immergeant  un  manomètre  enregistreur,  soit  plus  simplement  par 
des  sondages  efl'ectués  à  bord  d'un  bâtiment  au  mouillage. 

C'est  à  l'eiTet  de  la  force  centrifuge  composée  qu'est  due  la 
formation  du  point  amphldromique  situé  dans  la  région  sud  de  la 
mer  du  Nord.  Nous  avons,  en  efïet,  dans  cette  portion  assimilable 
à  un  canal,  deux  ondes  allant  en  sens  contraires;  leur  expression 
(§  GG)  sera  de  la  forme 

o  =  e     v'^  cos  ill  t  ài 


et  cliacune  d'elles  sera  plus  forte  sur  une  rive  cjue  sur  l'autre. 
L'onde  venant  de  l'Ouest  sera  en  quelque  sorte  collée  sur  la  côte 
continentale  et  celle  qui  vient  du  Nord  sur  la  côte  anglaise. 

La  marée  sur  la  cote  ouest  de  Norvège  est  alimentée  par  une 
portion  de  l'onde  dérivée  du  système  Nord-Atlantique  qui  passe 
entre  les  Shetland  et  les  Ferije.  Nous  avons  expliqué  précédemment 
(§  228)  comment  les  Interférences  des  ondes  qui  contournent 
l'Islande  produisaient  deux  points  amphldromlques  dans  la  région 
des  Férue. 

La  mer  d'Irlande  présente  celte  particularité  que  la  marée  y  est 
franchement  stationnalre.  On  trouve,  à  l'entrée,  l'heure  cotldale  5 
jusqu'au  nord  du  canal  de  Bristol,  puis  l'heure  i  i  depuis  Anglesey 
jusqu'au  canal  du  Nord.  Dans  la  région  intermédiaire,  vers  la 
ligne  nodale  de  ce  système  stationnalre,  les  lignes  cotldales  sont 
très  serrées.  Cette  onde  stationnalre  est  due  à  rinlerférence  de 
deux  ondes  dérivées  d'amplitudes  sensiblement  égales  et  marchant 
en  sens  contraires  après  avoir  contourné  l'Irlande,  l'une  par  le 
Nord,  l'autre  par  le  Sud. 

Sous  rinlluence  de  celte  double  propagation,  la  mer  d'Irlande 
se  comporte  comme  un  canal  de  longueur  A,  dont  les  deux  extré- 
mités ouvertes  sont  soumises  à  la  même  marée  océanique,  sans 
difTérence  de  phase.  11  y  aura  addition  des  amplitudes,  avec  forma- 
tion de  deux  lignes  nodales  intermédiaires.  Néanmoins,  l'onde 
progressive  venant  du  Sud  étant  prédominante,  c'est  sur  la  rive 
orientale  que  l'on  constatera  les  marées  les  plus  considérables,  par 
suite  de  l'action  de  la  force  centrifuge  composée.  Nous  savons  que, 
P.  —  m.  26 
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dans  une  onde  slationnaire  (§  131),  les  phases  de  In  marée  cl 
du  courant  doivent  être  décah'es  de  90".  On  obser\e,  en  ell'et, 
que  dans  le  voisinaj;e  de  1  île  de  Man,  où  se  trouve  un  ventre  pour 
la  inarrc,  les  courants  sont  iiiiuiina;  ils  sont,  au  ((Uilraire,  Iri-s 
violents  un  peu  plus  au  Sud,  \ers  la  lij;ne  nodale  de  la  marée. 

Dans  le  canal  du  JNord,  la  \\<^ne  nodale  cpii  devrait  exister  est 
remplacée  par  une  région  ampliidromique  duc  à  Taction  de  la  force 
centrifuge  composée.  Dans  la  partie  sud,  le  maximum  d'amplitude 
de  la  marée  est  surtout  très  net  sur  la  cote  anglaise,  à  l'ouvert  du 
canal  de  Bristol;  on  le  constate  également  sur  la  côte  d'Irlande,  à 
l'est  de  Cork. 

La  Manche,  ainsi  que  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  le 
signaler  (§  199,  219),  est  parcourue  par  une  onde  progressive 
très  nette,  dont  la  vitesse  de  propagation  est  bien  en  rapj)ort  avec 
la  j)rofondeur.  Mais  on  peut,  d'autre  jiart,  considérer  la  Manche 

comme  un  golfe  de  longueur  -  fermé  pai-  le  Pas  de  Calais. 

On  observe,  en  elVet,  l'heure  cotidale  5  à  l'entrée  et  l'heure  1  i  au 
fond,  et  les  lignes  cotidales  sont  très  serrées  près  de  Cherbourg, 
dans  une  région  centrale  qui  correspondrait  à  la  ligne  nodale.  De 
plus,  on  constate  dans  cette  région  un  minimum  de  la  marée. 

Sur  la  côte  anglaise,  la  valeur  moyenne  de  l'amplitude  semi- 
diurne,  qui  est  de  3'", G  à  Falmoulh,  diminue  jusqu'à  i"',2  seule- 
ment à  l'ouest  de  l'île  de  \\  ight  pour  remonter  à  5"",-  à  Dun- 
geness. 

De  même,  sur  la  côle  française,  on  a  4"\ '^  à  Ouessanl,  puis  7'",  2  ; 
8"",  4  à  Saint-Malo;  4"'  à  Cherbourg;  5"", 2  au  Havre;  (3'", 6  à 
l'embouchure  de  la  Somme.  11  y  a  donc  bien  un  mininiuni.  quoique 
l'amplitude  reste  encore  considérable. 

La  superposition  d'une  onde  progressive  à  une  onde  slationnaire 
rend  bien  compte  de  l'ensemble  des  observations.  L  liypothèse 
d'une  onde  progressive  ne  soulève  ici  aucune  diflicultt-,  puisque 
cette  onde  peut  sortir  par  le  Pas  de  Calais.  La  présence  de  l'onde 
stationnaire  explique  le  décalage  mis  en  évidence  f)ar  les  obser- 
vations entre  la  marée  et  le  courant,  et  qui  ne  devrait  pas  avoir 
lieu  si  l'onde  progressive  existait  seule. 

La  force  de  Coriolis  produit  une  inflexion  des  lignes  cotidales. 
Il  en  résulte  que  sur  untî  certaine  rc'gion  de  la  côle  anglaise,  entre 
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Selsea-Bill   et  Dungeness,   la  marée   paraît  se  propager  de   lEst 
vers  rOuesl. 

2i4.  Considérations  générales  sur  l'état  actuel  de  la  théorie.  — 
Nous  ne  pousserons  j)as  plus  loin  l'exposé  de  l'intéressante  syn- 
tlièse  |)ar  laquelle  ]\J.  Harris  a  tenté  de  relier  d'une  manièie  plau- 
sible l'ensemble  des  observations  que  nous  possédons  actuellement. 
Sa  manière  de  voir  s'écarte  beaucoup  de  celle  de  \\  lieu  cil  et  ne 
se  lieurte  pas,  dans  ses  principes  généraux,  aux  mêmes  objections 
essentielles.  Il  est  vraisemblable  que  la  théorie  définiti\e  devra 
enqn'unler  à  celle  de  Harris  une  part  notable  de  ses  grandes 
lignes. 

Les  idées  qui  ont  guidé  M.  Harris  nous  permettent  de  mieux 
apercevoir  le  parti  qu'on  peut  espérer  tirer  de  la  méthode  de 
Fredholm. 

Ainsi  que  nous  l'avons  dit,  cette  méthode  dintégralion  fournit 
théoriquement  la  solution  du  problème  des  marées  ;  mais  la  néces- 
sité de  tenir  compte  analytiquoment  de  la  loi  de  profondeur  et  de 
la  forme  des  continents  conduit,  en  pratique,  à  des  calculs  inextri- 
cables. Même  en  se  contentant  d'une  loi  schémalique  grossière,  les 
calculs,  quoique  considérablement  simplifiés,  seraient  encore 
tellement  compliqués  qu'un  tel  labeur  serait  bois  de  proj)ortion 
avec  l'approximation  incertaine  du  résultat.  INous  ne  sommes  donc 
pas  encore  en  mesure  de  calculer  les  marées  d'un  bassin  océanique 
réellement  existant.  Mais  la  méthode  de  Fredhobn  pourrait  être 
néanmoins  très  utile  si  l'on  se  bornait  à  l'appliquer  à  un  des  bassins 
systématiques  de  M.  Harris. 

L'idée  directrice  de  la  théorie  de  M.  Harris  est  de  cherciier  à 
découper  dans  l'ensemble  des  mers  un  système  en  résonance  avec 
la  période  d'une  des  différenles  marées  diurnes  ou  semi-diurnes. 
11  est  donc  nécessaire  de  savoir  évaluer  la  période  d'oscillation 
j)ropre  d  un  b;issin  dont  les  limites  sont  plus  ou  nu)ins  im|)osées. 
I^our  cela,  M.  Harris  est  amené  à  faire  un  certain  nombre  d'hy|)0- 
thèses  simplificatrices.  11  assimile  le  bassin  considéré,  soit  à  un 
rectangle,  soit  à  un  triangle,  soit  à  une  autre  ligure  géométrique 
très  simple  et  plane  :  il  ne  tient  donc  pas  compte  de  la  sphéricité. 
D'autre  part,  il  néglige  également  l'action  de  la  force  centrifuge 
composée;  la  profondeur  est  supposée  constante,  on  ne  tient  pas 
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com|ile   (le   ce   que  les  limites   du    hassin   sont  souxont    lies    mal 
définies,  de  ce  qu'elles  sont  percées  d'ouvertures,  etc. 

Comment  se  rendre  compte  de  l'influence  de  toutes  ces  circons- 
tances si  diverses  sur  la  période  d'oscillation  j^ropre  du  hassin  ? 
M.  Harris  essaie  d'y  parvenir  à  l'aide  de  certains  lemmes  empruntés 
soit  à  la  lliéorie,  soit  à  rex|)érience,  soit  encore  à  1  obsei\alion, 
et  qui  indiquent  dans  quelle  direction  telle  ou  telle  circonstance 
fera  varier  la  période. 

Un  premier  parti  à  tirer  de  la  méthode  de  Fredlinlm  serait  de 
donner  à  ces  lemmes  un  fondement  plus  solide. 

Par  exemple,  en  négligeant  la  force  centrifuge  composée,  nous 
avons  jui  traiter  (  s:^  !2 11  )  le  cas  d'un  canal  présentant  en  son 
milieu  ou  vers  ses  extrémités  une  dillerence  de  profondeur; 
l'emploi  de  la  méthode  de  Fredholm  j)ermetlrait  de  se  rendre 
com[>le  de  rinlluence  de  la  force  de  Corudis  dans  des  cassimjdes, 
de  savoir  si  la  période  serait  allongée  ou  raccourcie,  et  de  combien. 

Même  on  pourrait  prendre  un  des  systèmes  de  M.  Harris,  et 
calculer  sa  période  jiropre;  il  suffirait  de  l'obtenir  à  une  décimale. 

En  second  lieu,  .M.  Harris  traite  ses  systèmes  indépendamment 
les  uns  des  autres,  comme  s'ils  constituaient  des  mers  fermées. 
Or  il  n'en  est  pas  ainsi,  puisqu'ils  se  superposent;  et  bien  souvent, 
pour  obtenir  la  concordance  avec  les  observations  dans  les  j)arties 
communes,  on  est  obligé  de  recourir  à  des  hypothèses  qui  ne 
s'imposent  pas.  La  méthode  de  Fredholm  permettrait  précisé- 
ment de  voir  dans  quelle  mesure  on  a  le  droit  de  traiter  chaque 
système  isolément,  et  quel  serait  l'elletde  la  suj)erposition. 

Une  autre  question  fort  importante  se  pose  encore  à  tout 
instant,  c'est  de  savoir  ce  qui  se  passe  dans  un  golfe  ou  un  détroit. 
Nous  a\ons  aflaiie,  dans  ce  cas,  à  une  aire  bien  délimitée,  et  l'on 
peut  considérer  comme  une  donnée  la  marée  observée  à  l'embou- 
chure. 11  serait  très  intéressant  de  faire  une  théorie  complète  à 
l'aide  de  la  méthode  de  Fredholm  et  de  la  comparer  aux  obser- 
vations, quitte  à  tenir  compte  dans  cette  comparaison  de  certaines 
circonstances  locales  susceptibles  de  troul)ler,  dans  le  voisinage 
des  inar('graj)hes,  la  marée  fpi'il  y  aurait  lieu  d'obser\er. 

Il  est  aisi'  d'a|)ercevoir  I  inqxirtanfM'  ipi  aurait  une  pareille 
théorie,  l'examinons,  en  ellèt,  (pndles  sont  les  inc(jnnues  qui  restent 
à  déterminer.  En  somme,  presque  tout  peut  être  considéré  comme 
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certain  J'avance,  et  le  doiile  ne  peut   |)as   porter  sur  les   {)oinls 
essentiels  de  la  théorie. 

Les  seuls  points  sur  lescpiels  on  puisse  avoir  doute  sont,  d'une 
part  l'action  du  frottement,  d'autre  part  l'action  des  marées 
internes  du  globe.  Analysons  brièvement  l'influence  possible  de 
ces  deux  inconnues. 

245.  En  ce  qui  concerne  le  frottement,  nous  avons  exposé 
précédemment  (§  1!21)  les  calculs  de  M.  Hou<;h,  H  en  résulterait 
que  l'influence  du  frotlenicnt  doit  être  considérée  comme  négli- 
geable dans  les  grands  bassins  [)rofonds. 

Mais  dans  quelle  mesure  les  coefficients  employés  par  M.  Hougli 
correspondent-ils  à  la  réalité?  Ici,  le  doute  est  permis.  Le  coeffi- 
cient de  viscosité  de  l'eau  a  été,  en  efl'et,  déterminé  expérimenta- 
lement dans  des  bassins  à  fond  plat.  Si  le  fond  est  accidenté, 
d'autres  phénomènes  peuvent  se  manifester;  il  peut  se  produire  des 
remous,  des  tourbillons  permanents  :  à  la  limite  de  ces  tourbillons, 
on  aurait  alors  un  frottement  jdus  considérable  et,  par  suite,  une 
absorption  de  force  vive.  Dans  quelle  mesure  la  marée  en  sera-t-elle 
aflectée,  c'est  ce  qu'il  est  assez  difficile  de  dire.  Pour  les  grands 
bassins,  il  n'y  a  certainement  rien  à  changer  à  la  théorie  ;  mais  il 
n'en  est  peut-être  pas  de  mêziie  pour  un  golfe  peu  profond,  et  il 
serait  très  intéressant  d'avoir  par  les  observations  un  movcn  de 
trancher  la  question. 

Assimilons  le  golfe  à  un  canal;  s'il  n'y  a  pas  de  frottement,  et 
si  nous  supposons  la  profondeur  constante,  la  hauteur  "C  de  la 
marée  doit  satisfaire  à  l'équation  différentielle  (§  23G) 

as- 

Au  fond  du  golfe,   nous  aurons  une  relation  exprimant  que  -— 

est  nul  et  d'où  nous  tirerons  la  valeur  de  -^  au  fond  du  golfe,  soit 
en  plaçant  l'origine  au  fond 

dX,  __2_? 
ds  f( 

Nous  j)ourrons  donc  intégrer  l'équation  et  comparer  les  résultats 
théoriques  avec  ceux  de  l'observation. 
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Si,  ;iu  conliiiire,  le  frollenicnt  est  sensible,  il  raiulrail  en  tenir 
compte  par  rialroducliijii  dim  terme  /,  —^  et  notre  é(|iiati()n  dilli'- 
renlielle  (lc\  ienclrail 

as-  (fs 

Il  peut  en  résulter  de  très  «grandes  dilIV-rences,  surtcnil  si  -y.  est 
né<;lij;eal)le. 

Kn  «'llet,  si  y.  e>t  nt;;lij^cahle,  et  s'il  n'y  a  pas  de  frottement,  on 
ne  pciii  avoir  (|u"iine  onde  stationnaire,  parec  qu'il  y  a  égalité 
entre  l'onde  réfléchie  et  l'onde  incidente. 

Il  n'en  est  pas  de  même  si  A*^  o,  même  si  a  =  o,  car  alors  I  onde 
réfléchie  n'est  pas  de  même  grandeur  que  l'onde  incidente.  Dans 
ce  ras,  nous  aurons  ^uper|)osltlon  d'une  onde  stationnaire  et  d'une 
onde  progressive. 

SeidemenI,  il  ne  faut  pas  croire  que  cela  donne  une  onde 
progressive  se  propageant  a\ec  la  vitesse  due  à  la  prttfondeur :  la 
vitesse  di'pendra  nécessairement  de  /■  et  se  trouvera  donc  mo- 
difiée. 

C'est  ce  qu'on  observe,  |)ar  exem|)le,  dan»  l'estuaire  d  un  lleuve. 
Dans  le  golfe  lui-même,  on  a  l'éipialion  ordinaire 

tlx- 

Un  peu  plus  loin,  dans  le  lleuve,  il  faut  introduire  le  terme  du 
fr(jttement.  Non  seulement  la  vitesse  de  propagation  se  trouve  mo- 
difiée, mais  lamplitude  va  en  diminuant  rapidement;  la  marée 
linil  par  s'annihiler  sans  se  réfléchir.  Il  n'y  a  donc  pas  d'onde 
rélléchie  et,  dans  le  golfe  même,  subsiste  seulement  l'onde  pro- 
gressive incidente  se  propageant  avec  la  vitesse  \/^h- 

Ou  pourrait  donc  se  rendre  compte,  |)ar  la  compaiaison  i\e> 
observations  avec  la  théorie,  s'il  est  légitime  de  considérer  dans 
un  golfe  le  frottement  commenégligeable  ou,  dans  le  cas  contraire, 
déterminer  son  coefficient. 

Mais  il  V  a  encore  une  autre  inconnue.  La  croûte  solide  du  globe 
n'est  pas  invariable,  elle  est  soumise  à  des  marées  dont  l'action  se 
combine  avec  les  marées  propres  de  la  couche  licpiide.  Si  l'on  possé- 
dait une  valeur  théoritpie   exacte  de   ces  dernières  dans  une  aire 
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bien  drilmitée,  il  serait  possible  de  déterminer  par  comparaison 
avec  les  observations  la  part  (jui  revient  aux  marées  de  l'écorce. 

Ces  considérations  suffisent  pour  montrer  combien  la  théorie  est 
loin  d'être  achevée,  et  dans  quel  sens  il  y  aurait  lieu  de  travailler  à 
la  perfectionner. 


QUATRIÈME  PARTIE. 


CHAPITRE  XVII. 

MARÉES    FLUVIALES. 


246.  Marées  dans  un  fleuve  de  section  rectangulaire.  —  .Jusqu'ici, 
nous  avons  toujours  supposé  (\ue  la  profondeur  était  suffisamment 
grande  pour  qu'il  n'y  evit  pas  lieu  de  tenir  compte  de  ses  \ariations 
dues  à  la  marée  elle-même.  Dans  les  rivières,  la  profondeur  est, 
au  contraire,  trop  faible  pour  qu'on  puisse  conserver  celle  hypo- 
thèse, et  les  équations  du  problème  ne  seront  plus  aussi  simples. 

En  premier  lieu,  nous  n'aurons  pas  le  droit  de  négliger  le  frotte- 
ment. 

De  plus,  les  déplacements  n'étant  plus  très  petits  par  rapport  à 
la  profondeur,  nous  ne  pourrons  plus  négliger  leurs  carrés,  et 
nous  n'obtiendrons  pas  des  équations  linéaires. 

Il  est  donc  nécessaire  de  recourir  à  une  analyse  plus  complète. 
INous  nous  bornerons  à  l'étude  d'un  cas  simple.  N{jus  supposerons 
un  neu\e  recliligne,  de  largeur  el  de  profondeur  constantes,  et 
dont  le  fond  est  constitué  |)ar  une  surface  plane  d'inclinaison  I 
constante.  S'il  n'y  avait  pas  de  marée,  la  surface  libre  serait  un  plan 
parallèle  au  fond  et,  en  couj)anl  le  fleuve  par  des  plans  \orticaux, 
on  obtiendrai!  comme  sections  des  rectangles  égaux.  i*ar  suite  de 
la  marée,  la  surface  libre  deviendra  une  surface  courbe. 

Prenons  le  plan  du  Tableau,  soit  le  plan  vertical  moyeu  de  la 
rivière,  comme  plan  des  xz  ijig.  60). 

Désignons  par  x,  y,  z  les  coordonnées  d'une  molécule  à  1  instant 
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zéro,  s'il  n'y  avait  pas  de  marée;  et  par  x',  y\  z'  les  coordonnées 
de  cette  même  molécule  à  l'instanl  t,  en  tenant  compte  de  la 
marée. 

Nous  aurons  d'abord  comme  dans  un  canal 

Le  plan  Ncrlical  projeté  sui\anl  VI)  découpe  dans  le  lleuve  une 
section  rectangulaire  appelée  tranche.  Sous  l'action  de  la  marée, 
celle  Iranclie  se  déplacera  et  viendra  occuj)er  la   position  A'B'. 


Nous  ferons  cette  liypotlièse  que  A'B'  est  comme  AB  un  pian 
parallèle  au  plan  ^;,  c'est-à-dire  que  x'  est  fonction  de  x  seule- 
ment. 

Cette  hypothèse  a  toujours  été  faite  jusqu'ici  :  la  fonction  'j 
était  constante  le  long  d'une  même  verticale  à  cause  de  la  |)etitesse 
relative  de  la  profondeur  de  la  mer  par  rapport  à  la  longueur 
d'onde.  Ici,  la  longueur  d'onde  devient  beaucoup  plus  courte,  mais 
l'hypothèse  continue  à  élre  légitime  parce  que  la  période  est  rela- 
tivement très  longue. 

Posons 

AB  =  A, 

A'B'=//', 

li  étant,  par  hypolhése,  une  constante. 
Soit  a  le  déplacement;  nous  aurons 


(I) 


X  =  X  -\-  u. 


[jorsque    nous    négligions    les    carrés  des   déplacements,    nous 
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avions  coiniiie  é(|iiali()n  du  iiioiiveinciil 

d-  Il       d(  \  —  p) 

II  était  alors  imliUérent  de  considérer  a  comme  fonction  de  t  et 
des  coordonnées  initiales  x,  j',  r  on  comme  l'onction  de  t  et  des 
coordonnées    actuelles   x\  y',    z' .    Ici,  il  est  nécessaire  de    faire 

d-  Il  ,  n  ,  I  ,         •  1     •        ,  •  ^  .     , 

attention  :  —j-j  représente    l  accélération,    u    doit   être    considère 

comme  fonction  de  t  et  des  variables  initiales  x^  y,  z  qui  restent 
les  mêmes  pour  la  molécule  considérée.  Dans  le  second  membre, 
au  contraire,  ce  sont  les  coordoniK-es  actnelles  cpii  doivent  inter- 
venir. ^Jous  devrons  donc  écrire  lécjuation  sous  la  forme 

(■,) 

Mais  de  (i)  on  tire 


doù,  en  portant  dans  (a), 

d^T        d{\—p) 


dul 

ô{\  ~p) 

df'  ~ 

ox' 

d-  x' 

dUi 

df'- 

-   df^  ' 

dt-  Ox' 

(  -r^l 

dx 


Multiplions  par  -7—  i^x'  est  fonction  de  x  et  de  t)\  il  viendra 


,„,  f/^a-'  dx   _  d(\ — p) 

Or,  \  —  p  est,  à  un  facteur  constant  près,  la  fonction  ■:>  cpii  a  la 
même  \aleur  tout  le  long  d'une  même  verticale.  En  B',  on  a 

V  — /?  =  Vo—  gz  ~ p^-^  W, 

^^  étant  le  potentiel  des  forces  perturbatrices  et  V^o  la  valeur 
constante  du  potentiel  dû  à  la  pesanteur  dans  le  [)]an  horizontal 
des  xy.  Par  conséquent, 

d(\  -p)  ^  d(\\  ~gz'} 
dx  dx 

JNous  avons,  d'ailleurs, 
(4)  z' =  C  H' =  x' liin"{ -r- h' , 
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d'où 

dz'  ,  dx'        flh' 

-j-  =  taiip:!- r-  -j- 

ax  (Ix         dx 


et 


d(\ —p)  _ _  ,^     „ I :^  ^  (/(  w  —  f^h') 

dx  ''         '^     dx  dx 


En  ])()rlanl  celle  valeur  dans  réqualion  (3),  nous  oblenons  llna- 

lemenl 

fd'-x'  ,\dx'       d(W-ffh') 

^    ^  \  dt^         ^         ^  j  'IX  dx 

De  plus,  nous  avons  réqualion  de  eonliniiilc'-.  Considérons 
deux  tranches  inlînimenl  \oisines,  elles  dcliniilciil  le  \oluine  d'un 
pclil  prisme  de  base  A  el  de  lianleur  d.r.  Par  suite  du  déjdaceincnl, 
la  hase  devient  h'  cl  la  hauteur  c/x'.  On  aura  donc 

(6)  hdx  =  h'dx'. 

:247.   Tenons  compte  maintenant  du  fiollement. 

11  faudra,  pour   cela,   introduire   un   terme   proporlionnel  à   la 

vitesse,  et  changer -^—-  en  -j—  ^  f'—jj-  '-'équation  (5)  deviendra 
alors 

/  f/2 x'         ^dx'  , \  d:r'         d { W  —  ,irh') 

(■)  (7ZFr+/i7r-^^'^"sV^-'= — d^ — 

Désignons  |)ar  Uo  la  vitesse  d'écoulement  ilu  lleuve  vers  la  mer, 
ahstraction  faite  de  la  marée.  C'est  une  vitesse  uniforme,  qui  se 
déterminera  par  cette  condition  qu'elle  doit  é(iuilihrer  le  frotte- 
ment. S'il  n'y  a  pas  de  marée,  le  second  membre  de  ré([ualion  [-) 
est  nul;  on  a,  d'autre  |)art, 

d-x'  dx'  dx'  _ 

dt'   ~  "'  ~dï  '~~     "'  ~dx  ~    ' 

Donc  la  vitesse  Uo  est  donnée  par  l'écpiaiion 

(8)  /Uo=iMangI. 

l'osons 

(9)  x'  =  X  —  UoitH-  ;■ 
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S'il  n'y  avait  pas  de  marre,  on  aurait  simplement 

ce'  =  .T  —  Uo/. 

Par  conséquent,  ç  représente  le  déplacement  dû  à  la  marée. 
Posons  également 

(lo)  h'  =  h  -+-  (V, 

iv  étant  la  hauteur  de  la  marée. 

ç  et  iv  sont  des  quantités  très  petites,  mais  qui  ne  sont  |)as 
négligeables  par  rapport  à  h. 

Nous  pourrons  en  général  faire  W=o,  c'est-à-dire  supposer 
que  le  lleuve  n'a  pas  de  marée  propre,  parce  qu'en  raison  de  la 
petite  étendue  du  fleuve,  le  potentiel  perturbateur  est  constant  sur 
toute  celte  étendue.  11  n'y  aura  pas  ainsi  d'autre  marée  que  celle 
qui  proviendra  de  l'extérieur. 

Dans  ces  conditions,  que  deviennent  nos  équations  ? 

De  (9),  nous  tirons 


dt 


d.v 
dx 

d[ 

dx 
dt    ~ 

-Uo- 

d^x' 

r/^t 

dt^-    ~ 

dr^  ' 

dh' 

diV 

dx 

dx 

et  de  (10) 


En  substituant  ces  valeurs  dans  (^),  nous  obtenons 

c'est-à-dire,  en  tenant  compte  de  (8), 

.    .  (d^'^        .d\\  (         d\\  d^v 

<")  \-dr--^^-dt)v-^irx)=-''^' 

Quant  à  l'équation  de  continuité  (6),  elle  s'écrit 
h  =  (h  -\-  w){\-^^-^ 


4r4 

c'esl-à-dire 

(12) 
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(-â)(-:)  = 


Les  deux  équations  (i  i)  et  <  i'.''.)  nous  délerniineionl  ç  et  tv  qui 
sont  les  deux  inconnues  du  pioMt  nie. 


t2i8.   Première  approximation.  —  N(»us  allons  d  ahord  supposer 
qu'on  néi;lii;e  le  fiotlcuient  et  les  carrés  des  inconnues;  par  suite, 

le  produit  ^-^  -t^*  ^«os  deux  éciuations  se  réduisent  alors  à 
'  at-  dx  ' 

d-  ^  dw 

HF  ~  ~  ^  "dx 


et 


d\         w 
dx         h 


On  déduit,  de  cette  dernière  équation, 


dw  _  (/-; 

d.r  dx'' 


d  où,  en  substituant  dans  la  preuiicre. 


€t 


df-        "      dx-^ 


d-  w  d-  w 

~dF  ^  '"  '  dx-^ 


C'est  l'équation  des  cordes  vibrantes;  elle  s'intègre  iimiK-dia- 
teinent  et  nous  donne 

iv  =  ¥{x~  tygTt)  -r-  F,(^-i-  ts/^t). 

On  |)eul  remplacer  x  par  sa  valeur  x'  -\-  IJat- —  ç,  et  comme,  à 
ce  degré  d'approximation,  nous  négligeons  ç  dans  l'expression 
de  «',  nous  aurons 

w  =  V'[x'—t{^i  —  \]ç,)]  +  v^[x'-^t{s/7n'i^  Uo)]. 

On  retrouve  bien,  comme  cela  devait  être,  deux  ondes  progres- 
sives :  l'une  se  propage  dans  le  sens  des  x  jiositifs,  c'est-à-dire 
vers  l'amont,    avec   la  vitesse  \jgli — U,,,   !  antre  se  propage  vers 
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l'aval  avec  la  vitesse  \^ gli+\jo-  I-es  deux  ondes  sont  donc 
entraînées  par  le  courant 

Mais  la  solution  complète  convient-elle,  et  quelle  \aleur  faut-il 
attribuer  aux  fonctions  F  et  F,  ? 

Si  nous  considcrons  la  rivière  comme  indéfinie,  il  n'y  aura  pas 
d'onde  réiléchie  et  Tonde  d'amont  subsistera  seule. 

En  réalité,  la  rivière  s'ari-ètc  et,  s'il  n'y  avait  pas  de  froltomcnt, 
l'onde  se  réfléchirait  totalement,  il  faudrait  faire  F  =  F,  et  l'on 
aurait  une  onde  stationnaire.  Seulement,  tout  se  passe  dans  la 
nature  comme  si  l'onde  se  pro[)ageait  en  diminuant  d'intensité  et 
se  trouvait  éteinte  à  l'extrémité.  On  s'étonnera  peut-être  que,  dans 
cette  première  approximation  où  nous  négligeons  le  frottement, 
nous  tenions  compte  néanmoins  d'un  des  effets  de  ce  frottement 
qui  est  d'annihiler  l'onde  rètléchie.  C'est  que  par  suite  du  frotte- 
ment l'onde  réfléchie  se  trouve  divisée  par  un  facteur  dt;  la 
forme  e/';  /  étant  une  longueur  de  l'ordre  de  la  longueur  de  la 
rivière.  Or,  ce  facteur  peut  être  très  grand,  bien  que  /  soit  assez 
petit  pour  ne  pas  influer  d'une  manière  sensible  sur  la  vitesse  de 
propagation.  P^ous  dexons  donc  admettre  qu'il  n'y  a  pas  d'onde  se 
propageant  vers  l'aNal,  et  prendre 


Quant  à  la  fonction  F,  on  la  déterminera  par  cette  considé- 
ration que  la  marée  est  donnée  à  l'embouchure  j;'=o;  nous 
devrons  avoir  en  ce  point 

u',=  F[-/(v/?Â-Uo)] 

et  la  fonction  F  se  trouve  ainsi  complètement  déterminée. 

Si  nous  comparons  la  solution  ainsi  obtenue  avec  les  résultats 
des  observations,  il  faut  naturellement  s'attendre  à  trouver  des 
discordances. 

13'après  la  théorie,  la  marée  se  propagerait  sans  s'affaiblir  ni  se 
défV)rmer,  c'est-à-dire  qu'on  retrouverait  la  même  fonction  F  en 
tous  les  points  de  la  rivière.  Or,  l'expérience  montre  d'abord  que 
la  marée  va  en  s'affaiblissant  ;  cela  tient  à  l'influence  du  frot- 
tement, comme  nous  le  verrons  tout  à  l'heure. 

En  second  lieu,  j)uisquc  la  forme  de  la  marée  n'est  j)as  altérée, 
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si  nous  sii|>|)()sons  à  1  enihoucluire  une  simple  marée  sinusoïdale, 
la   marée   restera  sinusoïdale  en  tous  les  points  de  la  rivière. 
Soit  ilonc 

W  ryj  COS  ;JL  (  .r  /  \^A'/<  ). 

La  mer  mclirail  alors  le  uKMue  temps  à  monter  (ju'à  tlescendre. 
Or.   l'ohserx  alion    montre  que   la    diiié-e   du    Ilot   est   inférieure 
à  celle  du  jusant. 

De    plus,  -j^  ('tant   pro|)orlionuel  à   o\    ç   sera   j)roj)nrlioniiel   à 

sin  'j.  {  .r  —  ^  V   ''/<  )  et  le  courant  -7^  sera  j)roijortionnel  à  la  marée  «■. 
'  '  '  (Il  *       ' 

Les  niaxiuia  et  niinima  du  couiant  correspondraient  à  ceux  de 
la  marée.  Ceci  n'esl  pas  véiifié  luiu  pins  :  il  n'y  a  jkis  maximum 
du  courant  de  Ilot  au  moment  de  la  pleine  uier. 

11  est  don{   impossible  de  se  borner  a  la  |)remière  approximation. 

2i9.  Deuxième  approximation.  —  \ou>  continuerons  à  néj^liger 
le  Irotteuicnt,  mais  nous  tiendrons  compte  du  carré  des  dépla- 
cements. 

Posons 


'^Tc=  k=''- 


L'étpialion  de  continuité  (  i  2)  s'écrit  alors 


dr 


Quant  à  l'é([ualion  (11),   elle  de\ient,  en  supjuimant  le  terme 
relatil  au  frotleuienl, 


d^  \   I    _        ^     f/r, 
dt-    r,  '       </./• 

Nous  avons  doue  linalemenl  à  résoudre  le  système  d'équations 

ax        f, 
les  deux  inconnues  étant  ;  et  r,.  Nous  ne  chercherons  pas  l'inlé- 
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grale  j^c'nérale,  mais  une  intégrale  parliciillèrc,  (|ui  a  été  indiquée: 
par  de  Saint-Venant,  et  qui  donne  la  solution  du  problème.  Pour 
cela,  nous  chercherons  si  l'on  peut  satisfaire  à  la  fois  aux  équations 
(i3)  et(i4)  et  à  l'équation 

a  et  jii  étant  des  constantes. 

Il   s'agit   de   montrer    que    ces    trois    équations    peuvent    être 
compatibles. 

Calculons  -,-4  \  nous  aurons,  de  deux  manières  différentes. 


De  même 


d-  \  'j.       dc^  ^     dr^ 

~dV-  "  ,,  ./T  dJ  ~  ^  ^   ^''dx 


d^c  'J-      dr,  I    di 


dx  dt        .,  ^/^   dx  T]^   dt 

D'où,  en  multipliant  membre  à  membre. 


a-    dr,   dr^         v^  dr^   dr^ 
4'r,    dt    dx         r,    dx   dt 


ce  qui  se  réduit  à 


Telle  esl  la  condition  que  doit  remplir  a  pour  que  les  trois 
équations  soient  compatibles.  Il  en  résulterait  deux  solutions  dis- 
tinctes corres|)ondant  à  deux  ondes  ;  mais,  les  équations  n'étant  pas 
linéaires,  leur  superposition  ne  donnerait  pas  l'intégi-ale  générale. 

Nous  prendrons 

a  =  ■?.'■'. 

ce  qui  correspond  à  une  onde  se  propageant  vers  l'amont  dans  une 
rivière  indéfinie. 

Alors,  toute  solution  du  système  d'équations 

#  =  --■ 

dx  Y) 

1'.  -  m.  27 
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satisfera  égaloinenl  ;i   I  ('(iiKition  (  k")  i,  ci  nous  aurons 

^  _  _     :;  ^ 

lit  ~'~  ''''  dx' 

I /inconnu*;  ■r\  est  donc  assujollic  à  salislaire  à  une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre 

L'intégration   de  celle   (''(|iialiou   se    ramène,   comme  on   sait,  à 

celle   d'un  système   décjualioiis   dillV-rcnlielles   ordinaires.    Ic(|nel 

est  ici 

dt       dx        dt^ 

Nous  avons  de  même 

d\  =  djrl--i]-^df{  ■>.  -;  v^  4-  ^), 

ce  qui,   en  remplaçant  dx  cl  dl   par  les   quantités   qui   leur   sonl 
proportionnelles,  nous  donne 

dt  _  dx  _  dt,  _  d\ 

Calculons  également  dx' .  De  (9),  on  lire 
dx'  =  dx  -  Uo  dt  ~r-  d^ 

el,  en  remplaçant  dx,  dt  cl   d\   \y.ir  les  (juanlités  respecli\emenl 
proportionnelles,  on  a  (inaicmeul 

dx'  dt        dx        dn  di 

(16)  „        _  _      '  _  s 


MaintcuanI,  (juelle  est  la  valeur  de  |3  ? 

ç  représente  une  fonction  pt'-riodique;  par  conséquent,  la  valeur 

moyenne  de  -j  sera  nulle.  Or, 

f>a  valeur  movenne  de  y,  est  sensiblement   1  ;  on  aura  donc  sen- 
siblement 

M -'Y- 
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!2oO.  iNoiis  venons  ainsi  dinlégrer,  non  pas  l'équation  diflé- 
renlielle  elle-même,  mais  le  système  équivalent.  Pour  passer  de 
Tnn  à  Taulie,  pi-enons  comme  variables  ri,  x'  el  t. 

Nous  aurons  d'abord,  puis(|ue  dr^  =  o, 


r,  =  consl. 


Or,  ji  est  une  conslante,  L^,  est  également  une  constante  :  on 
peut  donc  poser 

«■/<     "~    £  ' 

î  étant  une  l'onction  de  rj.  l)onc,  nous  avons 

(  T.  =  const., 

I    t  —  zx  -+-  const. 

Si  nous  considérons  Tj,  ./'  et  t  comme  les  coordonnées  rectan- 
gulaires d'un  point  dans  l'espace,  on  \oit  que  les  équations  (i") 
représentent  des  droites  qui  sont  toutes  jjarallcles  au  plan  71  =  0. 
Celles  de  ces  droites  qui  sont  dans  un  même  plan  sont  parallèles 
entre  elles  et  ont  pour  coefficient  angulaire  s  ;  mais  la  direction 
varie  d  un  plan  à  l'autre. 

Le  lieu  des  points  tj,  x',  l  est  donc  une  surface  réglée  à  plan 
directeur.  Toute  surface  réglée  engendrée  par  les  droites  du  sys- 
tème (1-)  satisfera  à  l'équation  aux  dérivc-es  partielles,  et  l'équa- 
tion générale  de  ces  surfaces  réglées,  c'est-à-dire  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  aux  dérivées  partielles,  se  mettra  sous  la  forme 

(18)  r,^f{t-x't). 

Cette  équation  nous  donne  à  un  instant  quelconque  /  la  hauteur 
de  la  marée  w  =  h  (ri  —  i)  en  un  point  quelconijue  x'  du  tleu\e. 
x'  détermine  bien,  en  effet,  le  point  du  fleuve  envisagé,  celui  où 
se  trouverait  un  observateui-  non  entraîné  par  le  courant  ;  c'est  le 
point  où  passe  à  l'instant  t  la  molécule  dont  la  coordonnée  était  x 
à  l'instant  initial  :  x'  représente  donc  la  localisation  du  phénomène 
dans  l'espace. 

La  solution  donnée  j)ar  l'('((uation  (18)  représente  une  onde  se 
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propageant  iivec  la  vitesse 

Celle  vitesse  est  variable  avec  yj  ;  elle  sera  plus  grande  si  r,  est 
plus  grand  :  par  conséquent,  la  pleine  mer  se  propage  plus  vite 
que  la  basse  mer.  Nous  venons  bientôt  une  conséquence  impor- 
tante de  ce  fait. 

Si  l'on  néglige  le  carré  de  (v,  r,  est  peu  dillerenl  de  un,  et  la 
vitesse  de  propagation  se  réduit  à  y  —  Uo  :  on  retrouve  le  résultat 
de  la  première  approximation. 

Il  reste  à  déterminer  la  forme  de  la  fonction  arbitraire  qui  entre 
dans  la  formule  (i8).  Pour  cela,  il  suflll  de  connaître  la  marée  à 
l'embouchure,  qui  est  la  cause  ilu  plit-iiomène.  Nous  devons  la 
considérer  comme  une  donnée  de  la  <piestion  :  à  rendjoucliure 
x'  =  o,  la  loi  de  la  marée  nous  fournil  donc  la  relation 

r,  =/(/) 

et  la  fonction  /est  complètement  déterminée. 

La  solution  particulière  de  M.  de  Saint-Venant  satisfait  ainsi 
aux  conditions  du  problème,  la  rivière  étant  toutefois  considérée 
comme  indéfinie. 

Quant  au  courant,  son  expression  est  celle  de  -r-.  mais  en  pre- 
nant X  comme  variable  indépendante,  soit 

On  voit  que  le  courant  est  encore  fonction  de  r\  seulement, 
c'est-à-dire  de  la  hauteur  de  la  marée  :  ses  maxima  et  minima 
coïncideront  donc  avec  ceux  de  la  marée,  tout  comme  en  première 
approximation.  C'est  au  frottement  qu'est  dû  le  décalage  qu'on 
observe  réellement. 

251.  Explication  de  la  formation  des  ondes  composées.  — 
Nous  avons  vu  (§  183)  que  l'analyse  harmonique  décelait  la  pré- 
sence d'ondes  composées.  F^a  formule  (i8)  rend  parfaitement 
compte  de  ce  j)h<''nomène. 
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ÎSous  ilNOnS 

donc 

ir  =  /?(rj  —  i)  =  çp(<  —  x'  z). 

z  est  une  fonction  de  •/),  donc  de  w.  Dé\eloppons  z  sui\ant  les 
puissances  croissantes  de  (v  : 

£    =   ÎQ  H-   £|  »'    -f-   £2  «'-  -f-  .   .   .  . 

Comme  (v  est  petit,  nous  pouvons  négliger  les  termes  du  second 
ordre,  et  nous  aurons 

Si  nous  faisons  3?'==  o,  nous  aurons 

w  =  çp(<) 

et  cette   formule  représentera  la  loi   connue   de  la  marée  à  l'em- 
bouchure. 

Supposons  que  cette  marée  se  compose  de  deux  ondes  simples, 
Ma  et  S;,  par  exemple,  et  prenons 

w  ■=  A  sin  a/  -4-  B  sin  3  /. 
Posons 

t  —  x'  tyi  =  -. 

Il  viendra,  pour  l'expression  de  la  marée  dans  la  rivière, 

IV  :=  (û  (  T  x'  tiW  }, 

ou,  en  développant, 

w   =  Ci  C  -  )  —  x'  £  1  tV  o'  (  T  ) , 

c'est-à-dire,  en   remplaçant  dans  le  second  membre  w  par  sa  va- 
leur approchée  .p  (t), 

w   —  o(z)  —  .7-'£i  'f  (T)cp'(T). 

Or 

■S (-)  =  A  a  cosa-:  -t-  B  ^  00s  3-:. 

Nous  aurons  donc  à  l'intérieur  de  la  rivière 
tv  —  A  sinaT  -t-  B  sin  ^T  —  j?'£i(  A  sin  at  -f-  B  siii  3-c  )  (  Aa  cosa-:  -f-  B  p  co?  St). 
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I!ii  ellecluaiil  le  |)r(i(liiii,  nous  (ililieiidrons  tles  k-niirs  en 

sin»aT,  sin  '.  3- 

el  des  termes  en 

sinia-^[i)T,  ■^infa  —  3)-:. 

Les  (leii\  pieinuMs  donneal  des  ondes  sii|)fiit'iiics.  tlonl  l;«  pé- 
riode esl  deux  tois  moindre  que  celle  des  nndes  principales:  les 
deux  autres  termes  donnent  des  ondes  ("omposces. 

252.  Explication  du  mascaret.  —  Nous  avon>  dit  (pic.  la  vitesse 
de  propaijation  de  I  onde  ('-lanl 

3y/t,  —■>.'(  -  b'o, 

cette  vitesse  sera  plus  grande  pour  IOikIc  de  pleine  mer  que  pour 
l'onde  de  basse  mer. 

Considérons  ronde-niaiéc  à  rcnihinicliiirc  :  (die  >uil  la  loi  océa- 
nique et  sera  senslhicmeiit  sinusoïdale  :  la  iiiei  iiieUra  le  même 
temps  à  monter  et  à  descendre,  le  Ilot  cl  le  jusant  auront  la  même 
durée.  Prenons  comme  instant  zéro  llieure  de  la  basse  mer  à 
l'embouchure;  la  pleine  mer  se  produira  à  l'heure  6  et  la  basse 
mer  suivante  à  l'heure  lu.  Considérons  maintenant  une  station 
€n  amont,  dans  le  lleuve,  et  supposons  (jue  la  basse  mer  mette 
4  heures  à  se  propager  et  la  pleine  mer  seulement  o  heures. 

En  cette  station,  la  première  basse  mer  se  |)roduira  à  Iheure  4' 
la  pleine  mer  à  l'heure  y  et  la  seconde  basse  mer  à  Iheure  iti. 
f^a  durée  du  Ilot  sera  de  5  heures  seulement,  tandis  que  celle  du 
jusant  sera  de  -  heures. 

11  n'y  aura  plus  égalité  de  durée  (U)mme  à  lembouchure,  et, 
dans  l'intérieur  de  la  rivic-re,  le  flol  sera  toujours  plus  court  que 
le  jusant.  Ce  résultat  est  parfaitement  conforme  à  l'observation. 

Mais  il  peut  même  se  faire  (pie  la  pl(;ine'  nier  raltiape  la  basse 
jner  j)r(''cédente.  (^ue  \a-t-d  se  passer  aloi-s? 

Pour  nous  v.n  l'endre  compte,  considc-rons  la  siirlaee  réglée  à 
plan  dire(t(Mir  dont  les  coordonnées  courantes  sont  r,.  .r'  et  t. 

Les  génératrices  de  cette  surface  se  projet leni  loule>  sur  le  plan 
des  ta-'  suivant  des  droites 

/  —  a-'î  =  (B(rj, 


MARKKS    FLUVIALES.  4>i 

donl  réquiition.  puisque  t,  est  fonclion  de  :,  peut  aussi  s'écrire 

t  —  x'z  =  ^{i). 

Le  louii  (le  eliacune  de  ces  générauices,  r,  est  une  constante  ; 
<"('st-à-dire  que,  si  nous  envisageons  tous  les  points  du  lleuve  donl 
les  distances  à  reniljoucluire  sont  données  par  les  ordonnées  x' 
des  ilirterents  |)oints  de  la  projection  d'une  de  ces  génératrices,  la 
liiiuteur  tr  de  la  nhirée  v  deviendra  la  même  à  des  époques  respec- 
ti\emenl  données  |)ar  les  abscisses  correspondantes.  Cette  hau- 
teur w  se  déduira  d'ailleurs  immédiatement  du  coefficient  angu- 
laire £  de  la  droite  par  la  relalion 

7  =  •)■,'  \/^  — ■-'-T—  Ll,,. 

Pour  connaître  la  fonction  •]/,  il  suffit  de  connaître  la  loi  de  la 
marée  à  rembouchure;  celle-ci  nous  fournit,  en  eflet,  pourx'  =  o, 
entre  t  et  r,  et,  par  suite,  entre  t  et  s,  une  relation  ^=  '}(î),  qui 
est  une  donnée  de  la  question.  Si  nous  construisons  la  courbe 
/=:'j((£),  nous  aurons  une  espèce  de  sinusoïde  qui,  entre  les 
points  correspondant  à  un  maximum  et  un  minimum  successifs 
de  £,  présentera  certainement  un  point  dintlexion. 

Ceci  posé,  supposons  tracées  dans  le  plan  des  tx'  toutes  les 
droites 

<I9  )  (  —  x'z  —  <b{z), 

dont  l'équation  dépend  du  paramètre  £,  et  considérons  leur  enve- 
loppe; nous  l'obtiendrons  en  éliminant  i  entre  l'équation  (ig)  et 
I  i(juation 

{  ••'.o  )  a?'  -!-  '!'(£)=  o. 

Les  |)oints  dinilexion  de  la  courbe   ^  =«];($)  étant  donnés  par 

il  résulte  des  trois  équations  (19),  (20)  et  (21)  que  renveloj)pe 
considérée  adiucllia  des  points  de  rebroussement  D  {fjg.  61), 
pour  les  valeurs  de  t  qui  correspondent  aux  points  irinllcxion  de 
la  courbe  t  =  '\{t). 

De  [>liis,  il  est  évident  que  lenNcloppe  aura  pour  asymptotes  les 
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droites  de  coefficient  angulaire  £  iniiiimum  et  inaMimini.  La  pre- 
mière corresjjondra  à  la  basse  mer  et  coupera  Taxe  des  t  en  A, 
C)A  étant  l'époque  de  la  basse  mer  à  1  embourhure  j'=  o.  Chaque 
point  de  cette  droite  nous  fera  connaître  par  son  abscisse  /  Ibeure 
de  la  basse  mer  au  point  du  canal  dont  la  distance  à  reinboucliure 
est  égale  à  l'ordonnée  C(jrrespondante  x' . 

Fig.  Oi. 

(2') (3')    (V)    (S') 


De  même,  la  deuxième  asymptote  correspond  à  la  pleine  mer 
et  coupera  O^  en  B,  OB  étant  l'heure  de  la  pleine  mer  à  l'embou- 
chure. Cette  deuxième  asymptote  est  plus  inclinée  sur  l'axe  des 
If-nips  (pie  la  première,  quelle  rencontre  en  G  :  le  point  C  cor- 
respond donc  à  un  point  du  ileuve  qui  serait  atteint  en  même 
temps  par  l'onde  de  basse  mer  et  l'onde  de  pleine  mer  suivante, 
la  hauteur  de  la  marée  devant  alors  avoir  à  la  fois  deux  valeurs 
dillerentes. 

Par  tout  point  du  plan  des  Ix'  extérieur  à  l'env(;lo[)pe,  on  ne 
pourra  mener  qu'une  seule  tangente  à  cette  enveloppe  :  nous 
aurons  donc  pour  le  |)oinl  corrcspondanl  ./ '  du  llciixc  une  seule 
valeur  bien  déterminée  de  la  liaiilenr  de  la  marée  à  I  épocpie  /. 

Mais  si  nous  eonsidi-rons  un  point  situé  dans  la  région  du  plan 
«•ouverte;  de  liaeluires,  inléneiiiciiieni  à  remeloppe,  on  pourra 
de  là  mener  trois  tangentes  aux  dillerentes  branches  de  la  courbe. 

iJans  celte  région,  plusieurs  nappes  de  la  surface  réglée  se  pro- 
jettent l'une  sur  l'autre,  et  r\  n'est  plus  déterminé. 
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Nous  aurons  donc  dans  le  lleuve,  aux  points  et  aux  instants 
correspondants,  la  superposition  de  plusieurs  ondes  se  propageant 
avec  des  vitesses  différentes.  11  en  résultera  un  phénomène  com- 
pliqué, produisant  des  mouveinenls  irréguliers  et  constituant  la 
perturltalion  ("onnue  sons  le  noui  de  /noscarrl. 


Fig. 

(il   (jis. 

n 

-4-^ 

y 

"'^ï^'^^^^--^^ 

Kn  amont  de  la  région  atteinte  par  la  perturbation,  nous  aurons 
basse  mer;  en  aval,  pleine  mer;  dans  l'intervalle,  les  mouvements 
tumultueux  du  mascaret. 


2o3.  Pour  analyser  le  phénomène  d'un  [)eLi  plus  près  encore, 
supposons-nous  en  différents  |)oints  .r'  du  lleuve,  et  voyons  quelle 
est  en  ces  points  la  loi  de  variation  de  la  marée.  Nous  obtiendrons 
la  courbe  représentative  de  cette  loi  en  coupant  notre  surface  ré- 
glée par  les  difierents  plans  x'=  const.  Supposons,  par  exemple,  à 
l'embouchure  une  sinusoïde  régulière.  Un  peu  en  amont,  la  durée 
du  flot  étant  inférieure  à  celle  du  jusant,  la  sinusoïde  se  déformera 
et  nous  obtiendrons  une  courbe  telle  que  celle  de  la  figure  61  bis. 
Les  points  où  la  droite  ûc' ^=  const.  rencontre,  dans  le  plan  des  t.r', 
les  asymptotes  de  lenxeloppe,  correspondent  aux  heures  de  basse 
mer  et  de  pleine  mer,  c'est-à-dire  aux  tangentes  horizontales  de  la 
courbe  de  marée  en  f'onctiou  du  temps. 

En  tout  point  où  la  droite  x'  touchera  lenveloppe  elle-même, 
nous  aurons  deux  \aleurs  de  la  marée  confondues  en  une  seule, 
par  suite  une  tangente  verticale  pour  la  courbe  de  marée  (  flg.  62). 

l^our  la  valeur  de  .x'  correspondant  à  l'ordonnée  du  point  de 
rebroussement  D,  nous  aurons  trois  valeurs  confondues.:  donc 
tangente  verticale  et  point  d'inflexion,  courbe  (2). 

Plus  en  amont,  nous  aurons  deux  tangentes  verticales,  la  roui'be 
de  marée  se  repliera  sur  elle-même,    courbe  (3).  Il  J  a  tout   un 
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intervalle  de  Icinps  piiidaiit  lr(|iiol  l;i  iii.iii-c  (It'Niail   |trcuilre  trois 
Videurs  dilléreiUes. 

\  une  «iistancc  de  1"  cinljoiicliurc  ('•^aic  ;i  {"ordonnée  du  point  (, 
où  se  cou|)cnl  les  asyinptoles  de  l'enveloppe,  nous  avons  la 
courbe  (' 4  )  :  à  un  certain   inst.ml.   la   pleine  uici-    rattrape  la  hasse 

nier. 

Fis.  (i.>. 


IMus  en  ainon!  encore,  on  lenconiic  d  ahord  ren\elop|>e  a\anl 
ses  asjmplot<;s  ;  les  poinls  où  la  eourhe  de  marée  a  ses  tanyenles 
horizontales  sont  compris  entre  ceux  où  les  tanj^entes  sont  verti- 
cales ;  on  aurait  hruscpiement  pleine  mer  avant  mé'iiie  que  la 
basse  mer  précédente  ait  eu  Ir  temps  de  se  produire  :  courbe  (  5  ) 

On  obtient  des  r(;sultats  tout  à  lait  analoi;ues  si,  au  lieu  de 
cherclier  la  loi  de  la  marée  en  (Jillérents  points  du  lleuve,  on 
clierclie  la  forme  ([lu-  picnd  l'onde  de  marée  dans  le  lleuve  à 
dilb-rents  instants. 
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Cola  revient  à  couper  la  surface  réglée  par  des  plans  /  =  const. 
Vax  se  bornant  à  figurer  le  profil  de  l'onde  dans  les  régions  du 
fleuve  atteiiites  par  le  mascaret  aux  dilTérenls  époques  considé- 
rées, on  obtient  facilement  les  courbes  (a'),  (3'),  (4')  et  (5') 
correspondant  à  des  époques  l  données  par  les  abscisses  des  plans 
sécants. 

Fis.  03. 


(2"J 


La  surface  de  leau  ne  peut  évidemment  aflécter  de  pareilles 
formes.  C'est  qu'en  réalité-,  l'Iiypothèse  des  tranches  ne  s'ap- 
|)lifpie  plus. 


!2oi.  Troisième  approximation.  —  Jus(|uici,  en  deuxième 
(ommc  en  jiiemirre  approximation,  nous  obtenions  une  onde  ijui 
se  pr(>|)ageait  sans  s'alfaiblir. 

De  plus,  le  courant  était  maximum  en  même  temps  que  la 
marée.  Ces  deux  résultats  ne  sont  pas  vérifiés  par  l'observation  et, 


dn    •'  d't 

d»' 

'  ^'  dr 

d'z         IV 
dx        h 

■  0.. 

d-^i            d^ç        . 
df^        ■'  dt 
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pour  expliquer  (  es  divergences,  nous  sommes  obligés  de  recourir 
au  Irolleuienl. 

Toutefois,  pour  ne  pas  compliquer  le  prohième.  nous  suppo- 
serons (|u"on  peut  alors  négliger  les  carrés  des  déplacements. 

Dans  ces  conditions.  I  équation  (  i  i  )  de\ienl 


et  r<''(|uation  {\'J.) 


On  a  donc 

{■11) 

[  On  reconnaît  ll'équation,  dite  des  télégraphistes,  que  l'on 
rencontre  dans  l'étude  de  la  propagation  d'une  perturbation 
électri(jue  le  long  d'un  fil  conducteur  :  on  sait  que  cette  pertur- 
bation s'alVaiblit  et  s'étale,  la  tète  se  propageant  avec  la  vitesse  de 
la  lumière  et  la  queue  avec  une  vitesse  moindre. 

Nous  intégrerons  très  simplement  l'équation  (22),  sans  nous 
préoccuper  de  l'intégrale  générale,  en  cherchant  ici  à  j  satisfaire 
par  une  expression  de  la  forme 

A  et  7.  étant  des  constantes  imaginaires.   L'écpialion.  étant  linéaire 

.,   .  .   ,.  .  ,  dP     .      . 

et  à  coelficients  constants,  sera  satisfaite  également  par  ^  ainsi 

(|ue  par  tr. 

Mettons  en  évidence  les  coordonnées  /  et  .r';  nous  aurons 

Au  degré  d'approximation  ad()|)té.  il  sullil  de  prendre 

.r'=  .T  —  Uo^ 

Nous  aurons  donc  <'ii  ideiililiaiil 

A  =  X'-i-  a'Uo, 
a  =  a'. 
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L  éqii.ition  ditFérentielle  sera  satisfailf  si  nous  avons 

(  23  )  (  À'  -H  a  bo  )2  _^y,  >/  _(-  a'  L'o  )  =  '('^  ^''  ^ 

)/  est  purement  imaginaire  :   c'est   une   donnée  de    la    question, 
connue  par  la  loi  de  la  marée  à  l'embouchure. 

L'équation  (23)  déterminera  donc  x'  de  manière  que  l'équa- 
tion (9,2)  soit  satisfaite.  Nous  obtenons  ainsi  pour  a'  deux  valeurs; 
mais  une  seule  convient  au  prol)lème,  car  nous  devons  avoir  une 
onde  se  propageant  \ers  les  jc'  positifs.  Si  nous  posons] 


[jL  étant  réel  et  positif,  nous  aurons 

a'  =  —  îv  —  |3, 

V  et  ^  étant  également  réels  et  positifs. 
Alors 

i  =:  ç—'^x'  gi'.[Lt—yx'} 

et,  en  prenant  la  partie  réelle,  ce  qui  est  légitime,  puisque  l'équa- 
tion est  linéaire,  on  aura  la  solution  réelle 

;  =  e^?*'  C0S(  [JLf  —  vx'). 

Elle  représente  une  onde  se  propageant  avec  la  vitesse  uniforme 
—  >  mais  allant  en  s'afïaiblissant  à  cause  du  coefficient  d'alïaiblis- 

sèment  e"^-^'. 

Ceci  est  bien  conforme  à  1  observation.  De  plus,  si  nous  consi- 
dérons la  hauteur  w  de  la  marée,  et  le  courant  de  marée  -7^»  il  n'y 
aura  plus  concordance  de  phase  comme  précédemment.  En  effet, 
«•  est  proportionnel  a  -7^,  et  nous  avons 

d- 

d.T  ^' 

dt  ^ 

Jl  y  aura  donc  concordance  ou  discordance  de  phase  entre  ces 
deux  expressions,    selon    que    le   rapport  -  sera  réel    ou    imagi- 
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naiif.    (  )i' 

'•il  '•il  'M-  ri  ' 

-   =   Uu-4-  —  =t  Un—   -. ^-77    =  Uo  — 


Si  dt)iic    j  :^  o,  il  V  aura  (Iccalaiie. 


•X  a 


CINQUIÈME  PARTIE. 

ÉTUDE  DE  L'INFLLEiNCE  DES  MARÉES 
SUR  LES  CORPS  CÉLESTES. 


CHAPITRE  XVIII. 

MARÉES  DU  NOYAU  INTHHNE  DU  GLOBE. 


!2oo.  Nous  consacrerons  celle  dernière  Parlie  à  l'élude  sommaire 
de  quelques  questions  accessoires,  lelles  que  les  marées  du  nojau 
inlerne  du  globe,  et  l'action  séculaire  exercée  par  le  frottement 
des  marées  sur  la  rotation  de  la  Teri'e,  le  mouvement  de  la  Lune 
et  celui  des  corps  célestes  en  général. 

Jusqu'ici,  dans  l'étude  des  marées  océaniques,  nous  avons  tou- 
jours procédé  comme  si  le  noyau  terrestre  était  un  solide  inva- 
riable. Or.  il  n'en  est  pas  ainsi.  Plusieurs  considérations,  d'ordres 
divers,  conduisent  à  admettre,  soit  un  noyau  liquide,  soit  un 
noyau  constitué  par  un  solide  élastique.  L'attraction  de  la  Lune 
s'exercera  donc  sur  ce  noyau,  qui  va  se  déformer  et  sera,  comme 
la  mer,  soumis  à  des  marées.  La  marée  océanique  observable  ne 
sera  que  la  ditlerence  des  marées  de  l'Océan  et  du  noyau  interne. 
C'est  surtout  à  sir  (1.  Darwin  que  nous  devons  les  travaux  théo- 
riques les  plus  importants  sur  celle  question.  Nous  alhjns  en 
donner  un  court  résumé. 

l2o6.  Marées  d'une  sphère  homogène  élastique.  —  Supposons 
d'abord  le  noyau  constitué  par  une  sphère  parfaitement  élasli(|ue. 
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Consicl»''rons  à  rinlérieur  de  celle  splière  un  élément  de  suriacc  dui 
perpendiculaire  à  Taxe  des  x;  la  pression  sur  cet  élément  sera 
gériiéralement  oblique  et  ses  trois  composanles  seront 

l'or  '-i^'^i       l'.cv  dM,       I'.,;  di<i. 

De  même,  pour  un  élémenl  dui  perpendiculaire  à  Ojk?  nous 
aurons  les  composantes 

et  poui'  un  élémenl  cIm  perpendiculaire  à  O;: 

P;,    rfcO,         P-v  rf(0,  P;-    di<>. 

Dans  ces  expressions,  le  premier  indice  indique  l'axe  perpendi- 
culaire au  [)Ian  sur  lequel  s'exerce  la  pression,  le  second  l'axe 
parallèle  à  la  composanle. 

En  vertu  de  la  tliét)rie  de  l  élasticilé,  si  Ion  lulerverlit  les  deux 
indices,  la  composante  conserve  la  uième  \  aleur  : 

P.r,  =  P,x. 

La  théorie  de  Télaslicité  nous  l'ail  connaître  également  les 
expressions  de  ces  composantes.  Désignons  par  m,  i ,  w  les  compo- 
santes du  déplacement,  et  posons 

du 

dx 


'^=2 


8  représentant  la  dilatation  cubique. 
Nous  aurons 

"xx  =  (  m  —  n  )  0  -4-  a  n  -7- , 
dx 

i  du        dv  \    ■ 

>  ^■^y  =  ''[dj^-d^)' 

(  du         dw  ' 
'  <lz         dx 

les  autres  expressions  se  déduisant  do  celles-ci  par  symétrie.  Afin 
de  conserver  les  signes  habituels,  nous  considérerons  Vxx  comme 
une  pression  et  non  une  traction  :  les  coefficients  d'élasticité  /// 
et  II  sont  alors  négatifs. 

En  désignant  par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  extérieure 
rapportées  à  l'unité  de  masse,  nous  aurons  trois  équations  d'équi- 


dr. 
\     '"dJ- 

d\ 
dx 

]        do 

J   m  — 

d\ 

dZ 
'  "'  d^. 

d\ 

dz 
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lihic  (le  la  forme 

d\\,..,-      ,      ^/l'.,v   _^   dVrz    _    ^r_    ^^ 

dx  dj  dz  '         dx 

y  claiiL  le  potentiel  d'où  (léri\e  la  force  extérieure. 

Il  est  inutile  de  tenir  compte  des  forces  d'inertie,  car,  pour  d(.'s 
raisons  que  nous  allons  bientôt  faire  connaître,  il  nous  suffira  de 
faire  nne  théorie  |>urement  statique  [voir  §  l26o ). 

En  remplaçant  les  composantes  delà  pression  |)ar  leurs  \aleurs, 
les  équations  de  r(''(|inld)re  s'écri\ent 


(2) 


257.  Le  |)Otenliel  A  se  compose  de  trois  parties,  et  nous  pou- 
vons écrire 

V  =  W  + V'-h  V". 

Le  premier  terme  \^^  est  le  |)otentiel  dû  à  1  action  de  la  Lune; 
le  deuxième  V  représente  lattraction  de  la  sphère  non  déformée; 
le  troisième  terme  \"  représente  l'attraction  du  bourrelet,  en 
partie  positif,  en  partie  négatif,  compris  entre  la  sphère  ,.  on 
déformée  et  la  sphère  déformée. 

En  général,  dans  l'étude  des  marées  océaniques,  on  pou\ail 
négliger  le  terme  analogue,  désigné  par  II",  parce  qu'il  s'agissait 
alors  d'un  bourrelet  Inpiide  de  densité  bien  inférieure  à  celle  de 
la  partie  solide  tlu  globe;  mais,  ici,  nous  avons  allai re  à  une  s|)hère 
entièrement  homogène,  et  il  faudra  tenir  compte  du  bourrelet. 

Nous  poserons 

(3)  A2cp  =  V  — »i8. 

Les  équations  d'équilibre  deviennent  alors 

~  o  do 
a  \u  =  a2  — i- , 
dx 

(4)  ''    n\^    =X2^, 

dy 

f   n  liv  =  X2  _I . 

P.  —  m.  i,s 
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Ces  équations  étant  linéaires,  nous  pourrons  tenir  compte  sépa- 
rément de  V  et  tle  W  -h  \".  Le  premier  terme  donnera  certaines 
valeurs  poui-  //,  i-,  (v ;  nous  en  aurons  d'autres  avec  ^^  -h  \'";  il 
suffira  d  addiliduiier  pour  ohlenir  la  soliilion. 

258.  Occupons-nous  d  alxji'd  de  \  ;  \  «'laul  une  toncluju  de  la 
seule  dislance  /•  du  point  considéré  au  centre  de  la  sphère,  nous 
pourrons  satisfaire  aux  éipialions  (2)  en  posant 

_  (iU  ,  _  1^  _  ^ 

djf  dy  dz 

H  étant  une  fonction  de  /•  à  déterminer. 
En  efl'et,  nous  aurons  alors,  d'une  part, 

puis,  en  substituant  dans  (2)  et  réduisant  le  potentiel  au  terme  \'', 


c'est-à-dire 


ainsi  que 


d     „  d\\       d\' 

m  -7-  Ali  -^  n  \  —j—  =  —. —  , 
dx  dr         ax 

dY{        d\' 
^"'^"^^d^  =  ^' 

d\\        d\" 

(m  -^  n)\  -r-  —   —r-  , 

dy         dj 

dtt        d\" 

{m  -^  n)\  -y-  —  —j-  • 
dz         dz 

Ces  écpialions  seront  satisfaites,  si  l'on  pose 
(  m  -H  n  )  AU  =  \\ 

Les  expressions  des  composaules  de  la  pression  deviennent  alor> 

V    ,.=  (m  —  /o  Ali  -+-  ■). Il  — — - , 
dx- 

P,^  ■2.:i    '^'" 

■'  ■'  dx  dy 


dx  dz 
Ce  cpie  nous  avons  besoin  de  «oniiaitre,  ce  sont  les  trois  coin- 
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jxjsantes  ;,  r,  et  "^  de  la  pressKui  (jiii  s'exerce  sur  iiu  élénienl  île  la 
surface  même  de  la  sphère.  Si  nous  prenons  le  rayon  de  la  sphère 
comme  unité  et  si  nous  désignons  par  .r,  y,  z  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  de  l'élément  superficiel,  x,  >',  :;  représenteront 
également  les  cosinus  directeuis  de  la  normale  à  cet  élément,  et 
nous  aurons 

c'est-à-dire,   en  remplaçant  les  composantes  i^  j)ar  leurs  valeurs, 

ï  =  x{m  —  n  }  Ali  -+-  2/iU, 

après  avoir  posé  pour  abréger  (§  2o9) 
d'H  cP-U 


dx'^        -^   dxdy  drdz       ^^      dxld.-) 


Or,  si  nous  considérons  la  dérivée  de  la  fonction  II  suivant  un 
rayon,  nous  avons 


dH  dli  dll  dll 

X 

c'est-à-dire 


dx  dy  dz  dr 


On  en  déduit 


V       ^"  H' 


-^r-ir^-—        —         ^-H  dm  __  du 

dx  dx  dx-  dx  dy       "  dx  dz  ~  dx  ' 

d'où 

U  =  !^(,H')-  ^  =  'l\\'^x\\"—\V-  =x\\". 
dx  dx        r  r 

Par  conséquent, 

ï  =  (//i  —  /i),r  Ail  -h  inxVl". 

Mais,  la  fonction  H  ne  dépendant  que  de  /',  on  a,  pour  l'expres- 
sion de  son  laplacien  en  coordonnées  polaires, 

AH  =  H"-i--H', 

et  il  vient  alors 

.       /                    ..1  nx ,,,         ,.,      4  fi^ .., 
î  =  (m  H-  n)x  m  — H'  =  .zV—  ~ II'. 


436  ci.Nyï  iî:.Mh:  i>autii;.  —  ciivitiuk  xviii. 

A  l;i  surface  d'équilibre  de  la  splière,  pour  /•  =  i  ,  celle  expres- 
sion doil  être  nulle;  nous  avons  donc,  sur  celle  surface,  II'  pio- 
poriionnel  à  \  '. 

D'aulre  pari,  on  a 

i  =  ^  =  ^, 
X        y        z 

el,  par  suile,  la  [)ression  sur  loul  élénienl  sphéricpie  à  la  dislance  /• 
du  centre  esl  normale  à  cet  élément. 

Si  nous  considérons  un  point  liés  voisin  de  la  surface  d'équi- 
libre, à  la  distance  R  de  celle  surface,  de  telle  sorte  qu'on  ait  pour 
ce  point 

les  composanles  de  la  pression  sur  1  élément  spbérique  passant  pai- 
le  point  considéré  seront  données  |)ar  les  expressions 


y 


I:.V'-AiiH' 


et  elles  s'annuleront  pour  v  =z  \ .   Si  donc  on  suppose  II  petit,  il 
suffira,  pour  connaître  les  composantes  de  la  pression,  d'avoir  la 

valeur  — *'  pour  /•  =  i  de  la  dérivée  de  la  fonction  ^  ' —  '■ — 11'  |)ar 
il  ,.1 

rapport  à  /".  11  en  résultera  alors 

$=  — vR^. 

Le  calcul  de  y  se  fera  d'ailleurs  très  simplement  en  obscr\ant 
que  pour  une  sphère  homogène  de  rayon  ?//?,  dont  la  densité  est 
prise  pour  unité,  on  a  à  la  surface 

V  =  -3-  =  s-  ' 

Dans  le  cas  d'une  sphère  sensiblement  incompressible,  n  serait 
très  petit  par  rapport  à  m\  l'expression  de  -  se  réduira  à  V  et, 
comme  —j-  =■  S  ''  1^  surface  d'écpiilibre,  on  aura  simplement 

En  résumé, 

(5)  $=_.^R^., 

Y  étant  proportionnel  à  g,  et  égal  à  g  pour  —  1=  00. 
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230.  Considérons  maintenant  le  groupe  de  termes  W  -+-  V". 
W,  le  potentiel  de  l'astre,  est  une  fonction  spliérique  du  second 
ordre;  on  aura  donc 

et 

AW  =  o. 

Nous  chercherons  à  satisfaire  aux  équations  du  problème,  en 
posant 

0  =  &W, 

u  =  A xW  -h  B r-  —j i-  C  -j— , 

dx  dx 

a,  |j,  A,  B,  C  étant  des  coefficients  à  déterminer. 
Nous  aurons 

du       ,^,.       ,     d\\       ,„    .,      p,f/*W         ,^     f/W 

-—  =  AW  -H  A  a-  — ; 1-  (  B  ; -^  -{-  C)  -j-—  -i-  2  B  a?  — ;— , 

dx  dx  dx^  dx 

d'où 

et,  par  conséquent, 

(6)  p  =  5A-f-4B. 

Calculons  é2:alement  A?/.  On  a,  d'abord, 


puis 
d'où 


A(  a"  W  )  =    X  A^\    H-  2  — ;—    =  2  -j—  > 

^  dx  dx 


d'  I    dw  \        d\\      ,     ^nv 

=  2  —5 1-  ^  .r  ■ 


dx'^  \       dx  /         '  dx  '    dx  dx  ' 


Cette  dernière  notation  ^  .r-,    ,   .    >   sienifie    que,  dans  les   deux 

autres  termes  de  la  somme,  on  doit  changer  ^  enj>^  et  en  c  et  de 
même  le  premier  dx  non  soulig;né  en  dy  et  dz,  mais  que  l'on  doit 
conserver  le  \(/.x  souligné. 


43S  CINUIIÈMK    P.VRTIK.    —    CIIAI'ITIU-:    XVIII. 

Mais,  — T—  étant  une  fonction  lioniojit-ne  du   premier  degré  en 
X,  X,  c,  on  a 


..^  ■    (/.r  Ijlr   ~    ils   ' 

donc 

\       iLc  /  dx 

Le  troisième  terme  de  a  ne  donnant  rien,  puis(jue  W  est  du 
second  degré,  on  a 

\u  =  —, —  (  a  A  -i-  I o  B  ). 
a.r 

l\n  suljsli tuant  dans  (4),  il  \i<i)l 

(7)  0L  =  n{zX-T-ioB). 

Désignons  |)ar  R  l'expression 

R  =  .r  «  —  j'  (•  +  z  <r  =  A  /-^  W  ^  '2  B  /•=  W  -^  2  GW  ; 

r> 

—  est  la  composante  du  déplacement  sui\ant  le  rayon  vecteur.  Sa 

valeur  à  la  surface,  pour  /•  =  i ,  représentera  donc  la  liaulour  de 

la  marée,  soit 

K  =  \\(X^  aB-t-^-C), 

c'esl-à-dire  une  fonction  spii(ri(pie  du  second  ordre. 

Le   bourrelet  d'épaisseur  R  engendrera  un  potentiel  A  ".  dont 
l'expression  en  un  point  de  la  surface  sera 

V"  =  ±^  R  =  4^  w ,  A  -^iB-^  ■>. C ). 
j  j 

Les  deux  fonctions  V"  et -^R,   (lul  ont  la   même  valeur  sur  la 

surface,  satisfont,  en  outre,  dans  l'intérieur  de  la  sphère,  l(uiles 
deux  à  l'équation  de  Laplace;  elles  sont  donc  identirpies  en  tous 
les  points  de  la  sphère,  et  nous  a\ons,  en  substituant  dans  l'équa- 
tion (3), 

(8)  a  =  n-  ^(A-T- v.B  +  V.C)— /n3. 

260.  Nous  avons  ainsi  les  trois  relations  (()),  (7)  et  (8)  entre 
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les  cinq  coefficients  qu'il  sagit  de  déterminer;  nous  en  obliendrons 
doux  autres  en  clierclianl  à  calculer  les  pressions.  Nous  avons 

d'où,  en  reinplaçanl  les  composantes  par  leurs  valeurs  tirées  de  (i), 


d\2!_         v^      du 
ç  =  (  /«  —  n}X'-j  ^  n  ^  X 

Or 


ç  =  (  /«  —  n)x'-j  ^  n  ^  X  —, h  /i  7  x  — -j —  . 

^  '  ^^       dx  A^      d\x 


^^      d\2^  du 

^   X  ■ ^=  /■  —  \ 

jÊ^       dx  dr 


et,  en  diflerentiant 


on  obtient 


:  ^  .r», 


Doi 


^     du  _  ,m 

jL^  '"  d^  ~    d^ 


du  /dR 

=  (  ni  —  n  )xo  -u  nr— h  n     —, u 

dr  \  dx 

lu  \  f/R 


=.{m-n)xo-^n[r-^  -u     ^ '\^^ 


Reportons-nous  à  l'expression  de  //, 


Il  =  A  X  \\  -f-  15  /•- C  — ; 

dx  dx 

Les  termes  en  A  et  en  B  sont  du  troisième  degré  et  le  terme 
en  C  est  du  premier.  Si  la  \alcur  de  u  était  réduite  à  ses  deux 
premiers  termes,  nous  aurious  donc 


du       v^      du 

'':77  =  X^:7::  =  ^«' 


dr       ^U      dx 
et,  par'  suite, 

du 
'di- 


De  même,  si  //  ne  comprenait  que  le  terme  en  C,  on  aurait 


du 
r 

et 


'■^=" 


du 

— u  ^  (). 

dr 
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Il  sulfit  donc  de  tcnii-  coinplc  îles  termes  en  A  el  1)  |i<)iir  loriner 
le  second  terme  de  l'expression  de  ;;  on  anra 


n    r  — "     =  '  A  n  .r  \x  -+-  ■?.  n  /ir — -—  • 

((r  /  (Lr 


D'an  Ire  [)arL, 


4^  =  ■.>.,rW(  A  ^  ■>.E)  --  (A/--Î-:-  ^.B/î-i-  aC)-^. 
d.i-  d:r 

On  a  donc  finalemenl 

dW 

z  =  (m  —  n  ).r  3  W  —  i  A  /i  r  W     -  >.  I>  /(/-  — ; — 
'  it.i' 

.    d\W 

-+-  9.nx\\(K  -f-  oB)  -t-  rt(A/--i-^  •^.  B/-2-+-  2<0-T—  • 

Or,  que  doit  êli'e  la  pression  ^?  Si  nous  considérons  nn  (dément 
de  la  surface  déformée,  la  pression  totale  doit  y  être  nulle.  Celle-ci 
comprend  d'abord  la  pression  provenant  du  potentiel  \  ',  et  dont 
l'expression,  donn<'e  par  (5),  est  —  ^'}\x;  pnis  la  pression  prove- 
nant des  termes  en  W  +  A  ",  cpie  nous  venons  de  calcnler.  Pour 
avoir  l'expression  de  cette  dernière  à  la  surface  libre,  il  faudrait 
faire  ;•  =  i  -j-  R  ;  mais  on  peut  négliger  R  parce  que  ^  "  et  W  sont 
beaucoup  jiius  petits  (|iie  \  '.  L'ex|)ression  précédente  doit  donc  se 

réduire  à 

^=  +  7R.r 

|)Our  ;•  ^  I . 

En  identifiant,  nous  obtenons  les  deux  autres  relations  clier- 
cliées,  à  savoir 

(9;  A-^.iB-+-2G  =  o, 

(10)  (m  — /03  +  4n(A  -4-  B)  =  y('-^  -+- '^^^  +  ^C). 

Comme  y  est  connu,  les  cinq  équations  (fi),  (y),  (8),  (9) 
et  (10)  détermineront  les  cinq  coefficients  A,  B,  C,  a  el  j3. 

2(51.   Cas  d'une  sphère  sensiblement  incompressible.  —  Dans  ce 

cas,  m  est  très  grand  |);ii-  rappoil  ;"i  // :  o  e>l  inliniiiH-nl  j)elil  et  l'on 

peut  négliger  [i  ainsi   ([ne  /?  |j  ;   mais  /no  est  liiii  ainsi  (pie  ///  j.  Si 

nous  posons 

mo  =  p, 
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les  composantes  des  pressions  ont  pour  expressions 

du 


ay        dx 


et  l'on  a  pour  l'équilihre 


dp  dN 

-/ — I-  n  S.n  —  -r-  • 
dx  dx 

Les  équations  qui  délerniinent  les  coefficients  deviennent  alors, 
puisque,  d'autre  part,  v  =  o-, 

/  5  A  -h  4  B  =  o, 

l  a  =  «(/iA-f-  loB), 

(II)  ]  a+ /»p  =  1+ ^(A -f-2B-i-2C), 

\  A  -+-  4  B  -f-  -3  C  =  o, 

1  m  [3  -+-  4  «  (  A  -r-  B  )  =  ^(  A  -+-  2  B  -h  '2 G ). 

On  peut  satisfaire  à  ces  équations  en  prenant 
A  =  4£.         B=— 5£,         G  =  8£, 

z  étant  fourni  par  la  relation 

et  la  hauteur  de  la  marée  à  la  surface  aura  pour  expression 

B  =  ioeW. 


Posons 


et 


Q,  =  i^^ll 


3,8/i 
I 


Il  viendra 


G 


«=    G 


Remar(juons  que  le  coefficient  /  est  inférieur  à  ///?,  car  en  consi- 
dérant, comme  nous  l'avons  fait,  les  pressions  comme   positives, 
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on  a 

/(  <  o. 

Si  l;i  s|)hrre  était  entièrement  incompressible,  on  aurait  n  =o 
(t.  |)iu-  stiilc,  /•  =  I  ;  on  retrouverait  l)ien  pour  la  hauteur  de  la 
marée  l'expression 

(jui  con\it;nl  à  une  splirre  licjuide. 

I.a  hauteur  de  la  marée  est  donc  jilus  fad)Ie  pour  uue  spliéic 
soliiie  (pie  pour  une  sphère  liquide. 

202.  Marées  d  une  couche  liquide  recouvrant  un  noyau  solide 
élastique.  —  Nous  considérerons  seulement  la  marée  slatupie,  en 
négligeant,  à  cause  de  la  diflerence  des  densitc-s,  riniluence  du 
bourrelet  liquide;  mais  il  faudra  tenir  compte  du  bourrelet  solide, 
d'où  provient  le  potentiel  V".  En  désignant  par  R'  la  hauteur  de 
la  marée  liquide  absolue,  nous  aurons  donc,  \'  étant  constant. 

jXous  a\  ions,  d'autre  |)arl .  pour  la  marée  du  noyau, 

/.  W  /,  ^\ 


d'où 

Mais 
donc 


I^-    G 


^R_  1::r  =  /,w. 

D 


4^  R  =  V  ; 

3 


V"-t-/.W. 


La  marée  ol)ser\ée  sera  la  dillérence  11' —  R  de  la  man'c  li(|uide 
absolue  et  de  la  marée  du  noyau;  elle  sera  donnée  par 

^-(R'-R)  =  (i-/OW. 

Si  le  noyau  était  un  solide  invariable,  on  aurait  /»•  =  o,  et  la 
marée  relative,  égale  dans  ce  cas  à  la  marée  absolue,  serait  —  • 
Dans  le  cas  général,  la  marée  relative  est  donc  égale  à  la  marée 
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-\\r  noA"au    inviiriahie   nmlliplirc    par    i  — /  :    elle    est,    |)ar   suite. 


(hminuee. 


!2()3.  Marées  dans  le  cas  d'un  noyau  constitué  par  un  fluide 
incompressible  et  très  visqueux.  —  Suppos(»ns  maintenant  qu'au 
lien  (1  une  splirre  élastique,  nous  aAons  un  nojau  sphéri(|ue  formé 
dun  lluide  \isqueux.  Soit  v  le  coefficient  de  viscosité. 

En  posant  toujours  nio  =p,  o  étant  irifinin)ent  lietit,  les  comj>o- 
santes  des  |)ressions  seront 

^  d    du 

'  dx    dt 

_      rf  Ida        rtV \ 
^■^'-^'  dt\dy'^  dxj' 

et  Ton  aura  pour  ré(]nilil)re 

dp  du        d\ 

dx  dt        dx 

En  supposant  une  marée  isochrone,  on  aura 

u  ~  e'-', 

À  étant  purement  imaginaire,  et,  par  suite, 

du 

—-  =  i.u. 

dt 

Alors  les  équations  du  problème  seront 

dp         .  d\ 

dx  dx 

Nous  retrouvons  donc  exactement  les  mêmes  équations  que 
dans  le  cas  d'un  noyau  solide  incompressible,  avec  cette  seule  dif- 
férence que  /?  est  devenu  purement  imaginaire.  Pour  avoir  alors 
les  expressions  du  coefficient  /.  et  de  la  jjauteur  de  la  marée,  po- 
sons 

3, 8  VA 
Q      =  i  tan-f,. 

Il  viendra 

k  =  : =  r-^ —  =  cosr,  e"i. 

t  —  t  lanj^r,         cosr,  —  i  buir, 
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\)c  même,  à  un  lacleiir  consUiiil  pn's,  nous  avons 

N\'  =  e>', 
(1  (lù.   |i()iii"  la  niari'C  ilii  novaii. 

Si  l'on  compare  celte  marée  à  celle  friinc  splière  ealièreinenl 
lirjuide,  on  voit  donc  que  lamplilinle  est  miiIti|>liéo  parle  coelli- 
cient  de  rédiidion  cosr,,  et  qu'il  v  a  une  dillV-iencc  de  phase  égale 
à  r,. 

Si  noîis  una^uions  iiiainlenani  cpif  (c  iinvau  \is(pieuxest  ro- 
cOMNcrl  (111110  eourlif  li(|ni(le,  la  iiiaivW,'  relati\<'  de  celte  couche 
sera  donnc'e  |iar 

On  a 

I  —  A  —  e"l('e-"i —  cosT,  )  = —  i  «in  /,  e"'é  =  sinr,  e  '    . 

Donc 

'(■'■.-t)+'' 
^(R  —  R  )  =  sinr,  e 

L('  coefficienl  de  réduction  est  ici  sinv,   cl  la  dilVérence  de  phase 


Le  cas  d'un  noyau  conslilué  par  un  solide  inipai-lait,  à  la  lois 
élastique  et  vis([ueux,  a  été  é}j;alemenl  hailé  par  Darwin  :  le  coef- 
ficienl /}  esl  alors  complexe. 

!2()i.  Résultats  numériques.  —  Pour  que  la  \iscosilé  du  noyau 
produise  un  ellel  sensible,  c'est-à-dire,  par  exemple,  pour  que  r, 
soit  de  /\^'\  11  faudrait  que  l'on  ait  un  coefficient  de  viscosité  égal 
à  .'^i3.  lo'"  s'il  s'agit  d  uiu'  marée  semi-diurne  et  à  83o(),  lo'o  s'il 
s'agit  d'une  marée  semi-mensuel  le 

Or,  le  coellicienl  de  viscositi'  de  la  poix  est  seidemcnt  de 
1,3.  lo**. 

;\u  contraire,  si  JOu  suppose  le  novau  constitué  par  un  corps 
élasticjtie,  le  calcul  donne  pour  la  réduction  de  la  marée  apparente 
une  valeur  très  notable.  Va\  attribuant  au  novau  terrestre  la  rigi- 
dili'  du  Mire,  on  lidu\<'  qiu'  la  marée,  com])arée  à  la  marée  sur 
noyau  in\ariable,  dcNU'udra  o.^ijS;  elle  de\  icndrait  o.r)-()  pour 
une  rigidité  égale  à  celle  de  l'acier. 
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t2Go.  Dans  loiile  la  lliroric  prcccdenle,  nous  avons  néclii:*'' 
rincrlie  et  la  force  ccnli-iliii;c  coin  posée.  On  est  en  droit  de  le 
faire  l()rs([ue  la  période  d  ()S(  ilhition  contramlc  est  heaucDiip  plus 
Ionique  (pie  la  période  d  oscdialion  |)ropre.  Or,  il  s'agit  ici  d'une 
sjihère  entière  et  nous  avons  vu,  j)ar  l'analyse  des  travaux  de 
M.  Hough,  (jue,  dans  le  cas  d'une  mer  licpiide,  les  périodes 
d'oscillations  propres  sont  d'autant  plus  courtes  (|uela  profondeur 
est  plus  grande.  Pour  la  sphère  tout  entière,  les  périodes  d'oscil- 
lations [)ropres  seront  donc  très  courtes.  11  est,  par  suite,  légitime 
de  traiter  les  marées  du  noyau,  même  à  courte  période,  comuic 
des  marées  statiques;  et  comme,  d'ailleurs,  des  courants  perma- 
nents ne  peuvent  prendre  naissance  dans  cette  masse  rigide,  les 
marées  du  noyau  seront  des  marées  statiques  de  la  première  sorte. 

!2(50.  Comparaison  des  résultats  avec  les  observations.  —  i.a 
théorie  des  marées  semi-diurnes  ou  diurnes  de  l'écorce  terrestre 
n'était  pas,  jusqu'à  ces  dernières  années,  assez  a\ancée  pour 
qu'on  pût  en  tirer  des  conclusions  précises.  Dans  ses  recherches 
antérieures  sur  ce  sujet,  M.  Darwin  a  donc  du  s'adresser  aux 
marées  à  longue  période,  en  particulier  aux  marées  semi-men- 
suelles. 

Supposons  que  la  marée  théorique  soit  donnée  par    ■» 

A  cos(  'it  -H  s), 
et  la  marée  observée  par 

.T  A  cos  (  a  /  -I-  £  )  -+-  y  A  si n  (  ;jl  ^  -i-  £  )  : 

X  donnera  la  diminution  d'amplitude  et  j'  le  retard  de  phase:  par 
suite,  X  mesurera  l'élasticité  el  y  la  viscosité  du  noyau. 

En  traitant  un  grand  nombre  d'observations  par  la  méthode  des 
moindres  carrés,  Darwin  a  trouvé 

X  =  <),()'j'),  erreur  probable  :   iiio,o56 

y  =  o,o7.o,  »  ±  0,05") 

Nous  ne  sommes  donc  pas  surs  du  tout  que  le  novau  terrestre  pré- 
sente une  viscosité  quelconcpie.  \^e  coeflicienl  de  réduction  est 
exactement  celui  (pie  fournirait  la  rigidité  de  I  acier,  résultat  (|iii 
est  peu  favorable  à  1  hj|)Othèse  d  un  noyau  interne  lliiide. 
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Si    fun    tient    compte    uui([uemeuL  des    marées  de    I  Inde,    on 

ol)lienl 

a- =  (),()•}  I, 

ce   qui   corres|)ondruil   à    une   r)i;idil(''    liien   suju-iienre  à   C(dle   de 
l'acier. 

De  plus,  il  laul  renianpicr  (|ii('  l)at\\iu  a  laiL  porter  ses  compa- 
raisons sur  les  marées  stali([ues  de  la  piemière  sorte.  Or,  d  après 
les  travaux  de  M.  Hougli,  le  frottement  serait  assez  faible  pour 
qu'on  doive  prendre  les  marées  statiques  de  la  deuxième  sorte, 
qui  sont  notablement  plus  faibles  que  celles  de  la  première.  On. 
trouverait  alors  <pie  la  marée  observée  est,  au  contraire,  trop 
grande.  Il  est  difficile  den  tirer  une  conclusion  bien  certaine  : 
toutefois,  l'observation  des  marées  océaniques  à  loni;iie  |)ériode 
semblait  prouver  (pie  le  nojau  terrestre  est  beaucoup  plus  inva- 
riable cjue  l'acier,  et  qu'il  n'y  a  pas  de  marée  interne  du  tout,  l^es 
mêmes  calculs  repris  par  Darwin  avec  des  données  plus  récentes 
ont  conduit  à  d'autres  conclusions,  la  rigidité  du  globe  send)lanl 
voisine  de  celle  de  l'acier.  Depuis,  IlecUert  a  opéré  d'une  autre 
manière.  Il  a  observé  à  Polsdam,  au  fond  d'un  puits  profond,  les 
déviations  dun  pendule  borizontal  sous  l'innuence  de  la  Lune  et 
du  Soleil.  I^es  résultats  des  exj)ériences  correspondent  à  une  ré- 
duction d'un  tiers,  c  est-à-dire  que  les  marées  du  nojau  terrestre 
seraient  les  mêmes  que  si  le  globe  était  en  acier.  Nous  remar- 
querons ici  que  le  calcul  des  paragraplies  i2o6  et  suivants  a  été  fait 
en  regardant  les  marées  comme  statiques  et  négligeant  la  force 
centrifuge  com|)osée.  Cela  était  b'gilime  parce  qu'il  s'agissait  de  la 
vérilicalion  des  expériences  de  Dar\in  et  des  marc-es  à  très  longue 
p(  riode.  Il  semble  qu'en  ce  (|ui  concerne  les  marées  à  courte  pc'- 
riode  observées  par  Heckert,  rnilhience  de  la  force  eeiilri(iii;e 
conqjosée  ne  sont  pas  non  plus  très  grande. 

207.  Relation  générale  entre  la  marée  océanique  et  le  potentiel 
perturbateur  lorsqu'on  tient  compte  de  la  déformation  de  la  Terre. 
—  l*>n  supj)Osant  le  noyau  terrestre  «onslitué  par  un  solide  iina- 
rlable,  nous  avons  établi  au  |)aragrapbe  l'.Vi  la  foiiniile  générale 
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dans  laquelle  N  représente  la  composante  du  déplacement  suivant 
la  normale  intérieure  à  l'élément  de  surface  r/o-  d'un  volume 
IkjukIc  (|iielcon(jue. 

Lorsque  nous  considérions  un  volume  licjuide  limité  par  une 
portion  du  lond  de  la  mer,  la  valeur  de  N  sur  cette  [partie  de  la 
surtace  limile  élait  coustauimenl  nulle.  Il  n  en  sera  plus  ainsi, 
puis(jue  nous  admettons  ([ue  le  lond  lui-même  est  soumis  à  des 
marées.  Voyons  alors  quelle  conséquence  on  peut  tirer  de  la  for- 
mule générale. 

Pour  conserver  les  notations  employées  dans  les  précédentes 
Parties,  désignons  par  Z  la  marée  observée  et  par  "C'  la  marée  du 
globe  solide,  ces  quantités  étant  conqjtées  positivement  vers  le 
bas,  dans  le  sens  des  ^  positifs.  La  dénivellation  absolue  de  la 
surface  de  la  mer,  conq)tée  positivement  dans  le  même  sens,  sera 
alors  i:^  H-  ^'  et  nous  aurons,  avec  les  notations  du  présent  Chapitre, 
les  relations  de  concordance 

r  =—  (  R  —  R',), 

r'  =  —  R. 

Représentons  toujours  par  V  "  l'accroissement  de  potentiel  dû  à  la 
déformation  du  globe  solide,  les  mers  conservant  leur  profondeur, 
et  par  FI"  le  potentiel  provenant  du  bourrelet  liquide  de  hauteur  v. 
Nous  aurons,  à  la  surface  libre. 

Considérons  alors  l'intégrale 


/■' 


777 


,h 


étendue  à  tous  les  éléments  de  la  surface  d'un  volume  liquide 
limité  par  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface  libre,  par 
le  fond  et  par  la  surface  latérale  d'un  cône  ayant  pour  directrice 
cette  courbe  et  |)our  sommet  le  centre  de  la  Terre  ;  cette  dernière 
surface  n'existe  d  adleurs  pas  lorsque  le  volume  liquide  considéré 
comprend  un  bassin  océanique  tout  entier. 

Ce  cas  est  le  seul  qui  nous  intéresse,  et  nous  aurons  à  distinguer 
deux  portions  dans  l'intégrale.  Nous  aurons,  dune  part,  à  la  sur- 
face libre, 
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cl,  (lauliT  jiarl.  au  fond, 

N  =  — r. 

Coinnu'  (1  "ailleurs  -^  esl  ron>lanl  sur  une  nièiuc  verticale  (§  137), 
on  a 

dL  dZ 

lu'iui)la(ons  '^  par  sa  valeur:   les  tenues  en  i!^ -r^  et  II" -r  étant  les 
'      "  '    *  '  dt  al 

tlérivées  de   fonctions   périodiques   auictnl   des   valeurs   moyennes 

nulles  (s;  1315  ),  et  il  restera  la  lelation 


/[ 


(^C- 


A\  ) 


<1   / 

-—       ,/7   =  O. 
dt\ 


<  )r,  la  niaiée  du  noyau  solide  pouvant  se  tiaiter  coiuuir  une  marée 
statifjue,  nous  a\ons  (§  259)  pour  chaque  conij)osante  isochrone 


\\ 


V": 


W  *"'  w  ^^'"'^  donc  constants,  et  nous  pouvons  poser 


W 


\N 


.^l'^\" 


W 


1)  où  la  fornude  iiénérale 


/ 


I  —  -y  ,  W 


di 


di  =  o, 


rintégrale  étant  étendue  à  tous  les  éléments  de  la  surface  liltre. 

Si  le  novau  terrestre  était  constitué  par  un  solide  parfaitement 
élastique,  il  n'y  aurait  pas  de  diftérencc  de  piiase  entre  la  marée 
du  noyau  et  le  potentiel  (§  2()1  )  ;  par  conséquent,  le  coeflicienl 
a  serait  réel.  On  retombe  alors  sur  la  loinudr  oïdinaire 


J'IK 


d7   z= 


Mais,  si  le  noyau  terrestre  présente  un  certain  dej;ré  de  viscosité, 
la  constante  a  ne  sera  plus  réelle,  et  sa  partie  imaginaire  repré- 
senleia  la  mesure  de  la  viscosit('.  Considérons  alors  deux  com- 
])Osantes  isochrones  imaginaires  conjugU(''es,  de  Icllc  sorte  que  W 


MAIIKKS    l>U    NOVAl     IMIillNE    DU    GLOBE. 


4  19 


dl 


et  -T^  soient  tle  la  forme 
dl 


^\  =  \\\  -f-  Wo  =  3o  e'  +  %  e~>\ 


d^ 
dt 


d^o        d^o 
dt  dt         ' 


).<. 


\i 


j^o,  [Jo  ainsi  c[ue  Yo5  Yo  étant  respectivement  imaginaires  conjugués. 
Nous  aurons 

w  ^^  =  ?o  Yo  c-'-t  +  fo  >  e-2  A'  +  (  ^,  :^  +  ^,  .^  j . 

Or,  nous  avons 

[e2).<]  ^  [e-2X<]  =o. 

Il  reste,  par  conséquent, 

en  désignant  par  le  symbole  A(X)  la  partie  réelle  de  la  cpiantité 
complexe  X.  Mais 

On  a  donc  finalement 


Wo 


dt 


(h  =  o. 


Nous  obtenons  ainsi  une  relation  à  laquelle  doit  satisfaire  a;  Wo 
représente  la  composante  en  é^^^  du  potentiel,  et  ^o  1^  composante 
en  e~'^  de  la  marée  correspondante. 

Si  donc  on  avait  observé  !^  en  tous  les  points,  on  pourrait  calculer 
la  précédente  intégrale  et  reconnaître  ainsi  si  le  noyau  terrestre 
présente  de  la  viscosité. 


P.  —  III. 


«y 
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CHAPITUE  \IX. 

INFLUENCE  DES  MARÉES  SUH  LES  ArOUVEMENTS 

DES  COHPS  CÉLESTES. 


268.  Retard  de  la  rotation  terrestre  dû  aux  marées.  La  (liirce 
de  la  rotation  terrestre  est  l'iinilé  de  tenij)s  qui  nous  sert  à  évaluer 
la  durée  des  mouvements  des  corps  célestes  ;  c'est  elle  qui  constitue 
notre  montre.  Mais  nous  ne  sommes  pas  certains  que  la  iiiarclie 
de  cette  montre  soit  invariable  :  si  elle  retarde,  les  mouvements 
célestes  i)araîtront  s'accélérer.  Or,  l'explication  de  certains  phé- 
nomènes astronomiques  paraît  devoir  être  précisément  cherchée 
dans  un  ralentissement  de  la  rotation  terrestre.  C'est  ainsi  qu'on 
a  observé  depuis  longtemps  que  la  Lune  subissait  une  accélération 
séculaire  de  lo"  ou,  pour  parler  plus  correctement,  qu'à  la  fin  de 
chaque  siècle,  la  longitude  moyenne  de  la  Lune  surpassait  de  lo" 
la  valeur  qu'elle  devrait  avoir  si  le  moyen  mouvement  de  l'astre 
était  resté  constant.  D'après  Laplace,  cette  accélération  aurait  été 
due  à  la  variation  séculaire  de  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre, 
et  le  calcul  lui  a\ait  fourni  la  valeur  théorique  de  12".  Mais 
Laplace  avait  omis  un  facteur  ^->,  de  sorte  que  la  véritable  valeur 
calculée  ne  serait  plus  que  de  (3"  :  il  resterait  donc  avec  l'obser- 
vation un  désaccord  de  4"?  qu'on  peut  impulcr  à  un  ralentissement 
de  la  rotation  terrestre. 

L'action  des  marées  est-elle  capable  d'expliquer  ce  ralentisse- 
ment? A  priori,  il  n'est  pas  douteux  qu'un  semblable  eflet  doive 
avoir  lieu;  car  le  frottement  des  marées  absorbe  nécessaireimut 
de  lénergie,  qui  ne  saurait  être  empruntée  qu'à  la  force  vive  de 
rotation  du  globe. 

Quant  au  mécanisme  du  ralentissement,  on  en  rend  compte  de 
la  façon  suivante  :  par  suite  du  frottement,  la  marée  est  en  retard 
sur  le  passage  de  la  Lune  au  méridien,  et  la  protubérance  formée 
par  les  eaux  soulevées  ne  se  trouve  pas  dans  le  même  ni.éridien  que 
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la  [^une.  Il  s'ensuit  que  la  résullantc  de  rallraclion  lunaire  sur  ce 
bourrelet  ne  passe  pas  par  Taxe  de  la  Terre,  et  possède  par 
rapport  à  cet  axe  un  moment  qui  tend  à  ralentir  la  rotation. 

Mais  cette  explication  très  simple  suggère  les  réllexions  sui- 
vantes :  c'est  parce  quil  v  a  décalage  de  la  marée  qu'il  existe  un 
■couple  retaidatpur.  Or,  nous  savons  que  le  frottement  n'est  nulle- 
ment la  cause  principale  de  ce  décalage  el  que  son  intluence  est 
même,  pour  ainsi  dire,  inapprécial)lc.  Dans  ces  conditions,  on 
peut  donc  se  demander  d'abord  si,  alors  nicrne  qu'il  n'y  aurait 
pas  de  frottement^  l'action  de  la  Lune  sur  le  bouYrelet  ne  va  pas 
avoir  une  résultante  ne  rencontrant  pas  l'axe  el  ne  va  j)as  tendre 
.à  faire  varier  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre. 

La  réponse  doit  être  négative. 

Considérons,  en  elïet.  un  élément  du  hourrelet;  on  peut  l'assi- 
miler à  un  petit  prisme  de  base  dn  et  de  hauteur  ^.  Quelle  est  la 
valeur  du  cou])le  agissant  sur  cet  élément?  Si  nous  supposons  que 
nous  imprimions  au  globe  terrestre  une  rotation  virtuelle  O'!/,  le 
travail  du  couple  sera  égal  au  produit  de  O'h  par  la  valeur  du 
<îouple;  d'autre  part,  l'expression  de  ce  travail  sera  î^â^T.oW.  On 
aura  donc  pour  l'action  de  la  Lune  sur  l'élément  du  bourrelet 

^^^^^' 
Aj  étant  la  longitude  du  lieu,  et  le  couple  total  sera 


I  IK 


ch. 


Je  dis  que  la  valeur  moyenne  de  celte  intégrale  est  nulle.  En  ellet, 
supposons  d'abord  que  W  se  réduise  à  une  composante  isochrone 
quelconque  réelle;  nous  savons  (pie  cette  composante  est  de  la 
forme 

^  étant  la  colatitudc  et  s  u\\  miuibre  entier  pouvant  prendre  les 
valeurs  o,  i  ou  s*. 

Ainsi  donc,  chacun  des  termes  de  W  satisfait  à  une  é(jt-Kilion  de 

la  forme 

^W  _  si  d\\ 
lïU  ~  T  1k' 
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On  aurait,  par  conséquent,  si  W  se   réduisait   à   un   seul  ternie, 

J     d'I   ■  t.  ,1      lit    • 

Or,  on  a 

J      dt    ■  J        dt  dt  J   ■ 

et,  l'intégrale  du  second  membre  étant  une  fonction  périodi(|ue  du 
temps,  la  valeur  moyenne  de  sa  dérivée  est  nulle. 
Par  suite, 

Nous  avons,  en  elVet.  démontré  (§  136  )  que  la   valeur  moyenne 


de  l'intégrale 


/ 


wg.„ 


étendue  à  la  surface  libre  de  lOcéan  tout  entier,  était  rigoureuse- 
ment nulle. 

Supposons  maintenant  que  W  se  compose  de  plusieurs  termes; 
et,  pour  fixer  les  idées,  réduisons  ces  termes  à  deux  seulement,  le 
raisonnement  qui  va  suivre  s'élendant  sans  peine  au  cas  d'un 
nombre  quelconque  de  termes.  Soient  W,  et  W^  ces  deux  termes 
et  ^1  et  ^o  les  termes  corres|)ondaiits  de  ^.  Nous  aurons 


La  première  et  la  quatrième  intégrale  du  second  meMd)re  ont 
leur  valeur  moyenne  nulle,  d'après  ce  qui  précède. 

Je  dis,  de  plus,  que  la  deuxième  intégrale  (  de  même  (|ne  la  troi- 
sième) a  également  sa  valeur  moyenne  nulle. 

Supposons,  en  ellet,  que  l'on  ait 

W'i  ~  COS(  |J.|  <  -i-  5|  ly  ). 
Wj  ~  COS  C  'Xi  t  —  Si  <\  ). 

La  marée  partielle  î^a  serait  alors  proportionnelle  à  cos  (uo  /  -h  a), 
de   sorte    que    notre  deuxième   intégrale    se  présenterait    sous    la 
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forme  d'une  somme  de  deux  termes,  le  premier  proportionnel  à 
une  ligne  trigonométrlque  de  (ij.,  —  ^-2)^»  '^  second  à  une  ligne 
Irigonométrique  de  (u.,  -t-a^)/.  Comme  nous  supposons  que  les 
deux  composantes  W,  et  Wo  sont  distinctes,  ni  a,  —  ixo  ni  li.,  -+-  pij 
ne  sont  nuls;  par  suite,  les  valeurs  moyennes  de  ces  deux  termes 
sont  bien  nulles. 

Ainsi  donc,  le  moment  de  la  résultante  de  l'action  de  la  Lune 
sur  le  bourrelet  des  eaux  soulevées  a  toujours  sa  valeur  moyenne 
nulle,  de  sorte  que,  s'il  n'y  avait  pas  de  frottement,  il  ne  pourrait 
y  avoir  aucun  changement  dans  la  durée  de  la  rotatlou  de  la 
Terre. 

Soyons  maintenant  si  l'action  du  frottement  suffit  à  expliquer 
lavance  séculaire  résiduelle  de  q"  que  présente  la  longitude 
moyenne  de  la  Lune.  Un  déplacement  de  4"  de  la  Lune  sur  son 
orbite  correspond   à   une  rotation  d'environ  1  20"  de  la  Terre;  au 

bout  d'un  siècle,  la  Terre  devrait  donc  retarder  de  — —  sur  une 
montre  dont  la  marche  serait  restée  invariable. 

Si   nous   envisageons  un  intervalle  de  2000  ans,  ce  retard  sera 

de : :   et,  par  suite,   le   mouvement  de  rotation  de  la  lerre, 

ij  ' 

supposé  égal  à  i  à  lépoque  zéro,  sera  de\enu 


1 3 . 1 00 . 36o . il . 60 . Go 
soit  environ 


I 10-^. 

2 


Pour  nous  rendre  compte,  d'autre  part,  de  l'influence  des 
marées,  comparons  leur  force  vive  avec  celle  de  la  rotation  ter- 
restre.  En  admettant  pour  les  molécules  un  déplacement  de  5'" 

efl'ectué  en  (i  iieures,  on  trouve  à  peu  près  ^'  io~'  '  pour  le  rapport 

des  forces  vives.  Or,  d'aj)rès  M.  Hough,  il  faudrait  environ  20  ans 

pour  que   l'ctlet  du  frottement  réduisit  les   mouvements  à  -  ■   SI 

nous  ado|)tons  ce  chlflVe,  on  v()it<|u";ui  bout  de  2000  ans,  Je  retard 

jjroduit  serait  de  -  io~'-,  taudis  (luil  devrait  être      lo"'. 

L'action  de  la  Lune  par  riutermédiairc  des  marées  est  donc  plus 
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de  I  o()  (too   luis    Iroj)   liiihic    pour   leinlrc   ('(iiiiplt,'    ilii    jilirnoinùne 
oljser\c. 

Mais  nous  n'avons  considéra  dans  Imil  ceci  i|nc'  les  marées 
océaniennes.  Si  on  fail  inlervenir  !<■  m)\;m  IcitoxIk;,  rien  n'em- 
pêche de  lui  alliihucr  la  \i>r<»sil<''  nt-cessairc  |)Oui-  u!)l('nir  laiig- 
mcnlalion  nouImc  de  la  durée  du  jour  sidt'-ial.  Cesl  la  I  li\|)olh('se 
(|uc  Darwin  a  soumise  au  calcul. 

!2Gt>.  Action  sur  la  Lune  du  bourrelet  soulevé  par  les  marées.  — 
Mous  venons  de  voir  tjue  laclion  de  la  Lime  sur  le  hourridel  sou- 
levé par  les  marées  pouvait  produire  un  relard  de  la  rotalion  ter- 
restre. Il  ne  s'agit,  bien  entendu,  (|ue  du  hourielet  du  noyau 
solide,  puisque  le  hourrelel  licjuide  ne  peut  a\oir  (prune  aetu:)i^ 
négligeable. 

Inversement,  celte  action  de  la  Lune  aura  une  réaction,  et 
l'attraction  du  bourrelet  solide  sur  la  Lune  produira  une  perlur- 
i)ali()n  séculaire  dans  le  mouvement  de  cet  astre. 

Pour  étudier  cette  perturbation,  nous  appliquerons  la  méthode 
générale  de  détermination  des  perlurbations  planétaires.  Nous 
exprimerons  toutes  les  quantiti's  en  loiietion  des  éléments 

L  =  v^> 

H  =  v/â(i  — v/i— eO. 


e  =  \/a{t  —  e* )  ( I  —  cos f), 

les  trois  autres  variables  conjuguées  étant 

/,    longitude  moyenne, 

^,   longitude  du  périhélie  changée  de  signe, 

0,    longitude  du  no-ud  changée  de  signe. 

Si   nous  désignons   alors   j)ar    il    la    lonetiou    [jcrlurbatrice,   les 
équations  dilTérenlielles  du  nu»uvenicnl  seront 

dL  _  fjQ 
in  ~  d/' 
dH  _dil 
dt  dm 
de  _  dQ 
17  "  di)' 
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Pour  foniicrQ,  considérons  le  poLcnliel  Wi;énéraleiir  des  marées  : 
^^  est  une  fonction  du  temps  /  et  des  coordonnées  x,  )',  z,  rap- 
portées à  des  axes  mobiles  entrainc's  par  le  mouvement  de  la  Terre. 
iNous  pouNons  décomposer  \\  en  <omposantes  isochrones,  sous  la 
forme 

^^■  =  :i:  C/,  e^t^ 

les  )./,  étant  purement  imaginaires,  et  les  C/,  ne  dépendant  pas  du 
temps,  mais  seulement  de  x,  y,  z  :  ce  sont  des  j)oljnomes  sphé- 
ric[ues  du  deuxième  ordre  en  x,  y  et  z.  Chacune  de  ces  compo- 
santes isochrones  produira  dans  le  noyau  solide  une  marée  R/te^^^', 
telle  que  l'on  ait  (§  !261) 

Ra- =  iosaG/,.; 

et  la  marée  totale  sera 

R  =  i:R/,  e>^'. 

T.e  potentiel  V"  du  à  l'attraction  de  ce  bourrelet  sera 

V"=  ZV'/,  €'■>•'. 

Ra  est  une  fonction  sphérique  du  second  ordre  ;  nous  aurons 
donc,  à  la  surface, 

d'où 

V"  :=  ±1  V  R/,  e'^kt  =St.:ù  £/, C/,  e>kt. 

Mais  ce  qui  nous  intéresse  ici,  c'est  le  |)olentiel  du  bourrelet  sur 
un  point  extérieur  à  la  dislance  /■  du  centre;  son  expression,  en 
ce  qui  concerne  chaque  composante,  .>>era 

VI.  =  -^Ra/-^=.S-£/,C,i./-î, 

les  coordonnées  x,  y,  z  qui  entrent  dans  la  fonction  sphérique  Ra 
étant  remplacées  par  les  coordonnées  du  point  potenlié. 
Par  consé(juent,  notre  fonction  perturbatrice  sera 

à  condition  <\' y  remplacer  x^  y,  z  par  les  coordonnées  du  corps 
troublé. 
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^/O.  Nous  considérerons  à  I  e\('iii|)lf  <l('  l)iii\\in  deux  satellites. 
Vun  produisant  les  marées,  et  ([iie  j"a|>|)eilerai  Soleil  dans  le  cas 
des  marées  solaires,  JJiane  dans  le  cas  des  maiées  lunaires;  l'autre 
qui  sera  le  corps  iroiihlt-,  c'est-à-dirc  la  i>iinr.  j'our-  éindicr  l'action 
sur  la  Lune  du  bourrelet  soulevé  par  les  marées  lunaires,  nous 
ferons  le  calcul  comme  si  Diane  et  la  l^une  étaient  deux  astres 
distincts,  coïncidant  par  hasard  à  l'instant  considéré.  Ainsi,  Q  sera 
fonction,  non  seulcuifiit  de  /.  loii^iludc  moveniie  de  la  Lune, 
mais  encore  do  /  ,  longitude  moyenne  de  iJianc  On  aura  donc 

r/Q 

^  =/(',/■), 

et  il  faudra  faire  1=1,  après  avoir  dillércnlié  seulement,  et  non 
pas  dans  ù. 

Soient  D  Diane,  L  la  Lune,  O  le  centre  de  la  Terre,  M  le  point 
de  la  surface  terrestre  dont  les  coordonnées  par  rap|)ort  à  des  axes 
mobiles  liés  à  la  Terre  sont  x,  r,  ^  ;  ^'  la  distance  OM. 

Désignons  par  tïI,  g  l'ascension  droite  et  la  distance  polaire  de 
la  Lune,  par  L,  /,  II,  nr,  0,  h  ses  éléments  elliptiques.  Soient,  de 
même,  M\  o';  L',  /',  H',  ro',  0',  h'  les  éléments  correspondants  de 
Diane;  ic',y'^  5' et  /•'  les  coordonnées  et  la  distance  de  son  centre; 
et  T  l'angle  DOM. 

Le  j)Otentiel  du  corps  troublant  (Diane  )  au  point  Ai  de  la  Terre 

est 

_  K  (  3  cos-  a  —  I  )  /"2 
,.'3 

On  a  donc 

,.-.-,  \Y  _  /  3  cos-a  —  I  1. 

D'ailleurs,  si  nous  considérons  maintenant  le  point  M  comme 
étant  le  centre  du  corps  troublé  (Lune),  on  a 

cosa  =  coso  coso'-f-  si  11  0  si  no'  cos(  M  —  .R'). 

En  substituant  cette  valeur  pour  cos  t,  W  se  trouvera  décom- 
posé en  trois  groupes  de  termes  :  les  termes  semi-diurnes,  les 
terme    diurnes  et  les  termes  à  longue  période,  sous  la  forme 
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s  esl  un  entier  j)oii\ant  prendre  les  \aleurs  ±2,  ±  1 ,  o,  et  les  U 
sont  des  fonctions  de  /■  et  0,  dont  les  valeurs  sont,  à  un  facteur 
constant  près, 


,  sin-o  .,,  sin-o 

f.i  ,-  i 


r 


Uo      = »  IJn 


r.'3 


L'exj)ression  de  /•   ''^^'   peut   s'écrii-e   de  deux   manières  dilTé- 
rentes.  Nous  avons,  d'abord, 


/-5\V  =  SU,  e'*-ï^U;e- 


is^' 


et,  dans  cliaque  produit,  le  premier  facteur  dépend  imicpiemenl 
des  coordonnées  0,  ^î\,  /•  de  la  Lune  par  rapport  à  des  axes  fixes^ 
tandis  ([iie  le  second  dépend  des  coordonnées  0',  ^',  /'  de  Diane 
par  rapport  à  ces  axes. 

Mais  nous  pou\ons  également  écrire 

/-3  \V  =  s  U,ç  e'ii-«-w«)  u;  e-^c^ft'-w/)^ 

w  étant  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre;  et,  sous  cette  forme, 
on  voit  que  le  premier  facteur  dépend  seulement  de  0,  i\  iî\  — -  co/, 
coordonnées  de  la  Lune  par  rapport  à  des  axes  mobiles  entraînés 
parla  Terre,  tandis  que  le  second  dépend  de  5',  ;■',  /R' —  to/,  coor- 
données de  Diane  par  rapport  à  ces  mêmes  axes,  l^ar  conséquent, 
le  premier  facteur  dépend  de  .r,  r,  z  et  le  ueuxième  de  x\  y  ^  z\ 
c'est-à-dire  seulement  du  temps  et  |)as  de  .r,  y,  z. 

Remplaçons  maintenant  /■,  0,  .R  ;  /■',  0',  .-R'  par  leurs  \aleurs  ou 
fonction  des  éléments  clllpli(|ues  de  la  I^une  et  de  Diane.  Nous 
aurons 

M  étant  une  fonction  de  L,  H,  6  tandis  (pie  'z>  esl  une  combinaison 
telle  que 

o  =  ml  -l-pTîT  -r-  <7  0, 

où  m,  p,  q  sont  des  entiers. 
De  même 
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M'  éliinl   nue  fuiicliun  de  L'.  M  ,  H  ;  et  -J  une  cuinl)inaisoii  lelle 

que 

ç'=  m' l  ^ p  m' -r-  q'  0'. 
Il  vient  alors 

Le  premier  laclciir  <\v  la  sceonde  cxj)ression  dépend  seulement 
de  x^  y,  z.  Quant  au  sectind  l'acteur,  il  dépend  de  oc\  y\  z',  donc 
du  temps  seulement  :  M'  sera  une  constante,  mais  ':;',  au  contraire, 
\arie,  puiscjue 

n'  étant  le  moyen  mouvement  de  Diane.  \  un  facteur  constant 
près,  l'exponentielle  relali\e  au  corps  troublant  se  mettra  donc 
sous  la  forme 

gi'sM  -m' n')t 

et  l'on  aura.   ])ar  suite, 

A/^.  =  i{  sio  —  /n'  n'). 

Il  en  résulte  que  l'expression  de  la  fonction   perturbatrice  sera 
o  ^  S  8-£/,MM'e'''?-?^ 

"21  \ .  Nous  supjjosous  ([lie  nous  avons  alfaire  à  un  noyau 
visqueux;  par  conséquent,  nous  aurons  (§  261,  263) 

A 

8-î/,  =  —  cosr,/,.  e'1*, 

avec 

3, 8  VA/, 


l  laii'ir,/. 


4tc 4^ 

3  5 


Kemaripions  ([iifl  suftit  de  considérer  l'action  des  termes  sécu- 
laires. A  une  constante  près, 

o  —  ç;'  =  /n/  —  ni'  /'. 

Le  coefficient  de  t  sera  /nn  — -ni'/t'  et  les  termes  séculaires  cor- 
respondront à 

/un  —  i>t'  n'  =  o. 

Si    les   deux    satellites   sont   dillerenls  (Soleil  et  Lune),   n  et  // 
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sonl    inconiincnsiirables.  el   l'on   u  aura  de  leiines  séculaires  que 


m  =  m  =  o. 


ce  (|ui  correspond  aux  marées  Ko  et  Iv,. 

Si  les  deux  satellites  sonl  idenlicjues  (Diane  et  Lune),  la  con- 
dition se  réduit  à 

m  =  m' . 

Or,  poiii'lous  les  termes,  on  a,  la  fonction  pei'tiii'hatrice  ne  clian- 
j^eant  |)as  lorsque  les  axes  tournent, 

m  — p  —  q  =  ni  —  p  —  q  . 
li  faut  donc  que  Ton  ait 

p^q  =p'^q'. 

Nous  ne  considérei'ons  pas  de  termes  contenant  à  la  fois  l'excen- 
tricité et  l'inclinaison;  on  aura  donc,  soit  p  =p',  soit  q  =^  q' .  Par 
conséquent,  dans  les  termes  qui  nous  intéressent. 


Si  nous  remplaçons  syi  par  sa  valeur,  l'expression  de  la  fonction 
perturbatrice  devient 

VA 
..  _  ^     —  MiM   cosr,x-e''?-?'^-'1i', 

c'est-à-dire^  les  termes  étant  imaginaires  conjugués  deux  à  deux, 

Q  =  V  AMM'cosYiA-cos(c;  —  ç  -+-  r,^.). 

En  écri\ant  les   trois  équations  du   mouvement  sous   la  forme 

abrégée 

d(L,  H,  0)  _        f/o 

c/t  ~  d(  /,  CT,  0)' 

et  remarfjuant  que 

(h 

-  =  {m,p,q), 


d(  /,  m,  0  ) 
on  auia  donc 


d(]..  H.  (-)) 
d} 


—  —  >  A  .M.M'  oosr,  (m,  p,  «7)  sin(G  —  (p  -+■  rj  ;. 
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Ka  faisant  iiiaiiilcnanl  's.  ^  ■:,',  uii  a  les  liois  (''(Hialions 
-j = —  ^    —  MM  ( /^/, /),  <7  j  sin  ur, . 

On  voit  que  le  bourrelet  soule\é  par  raclion  du  Soleil  sur  la 
Terre  n'aura  aucune  influenee  sui-  le  grand  axe  de  lorhile  lunaire, 

|iiii-([iie  alors  ni  =  o. 

27':2.    La  seule  dillieuhé  proxienl  du  lacLeur 

•2  lan';r, 

SI  n  ■>.  r.  =  ^^ • 

I  — langer, 

Considérons,  a\ee  Darwin,  deux  cas  extrêmes  de  viscfisité.  Si  la 

viscosité  est   (aihle.  sin:>y,  est  proportionnel  à  tanj;/,.  eest-à-dire 

•   >'^       •  j    I 

a  —>  \itesse  delà  niaree. 

Si,  au  contraire,  la  viscosité  est  forte,  sin  •>.^r^  est  proportionnel 

à ,  donc  inversement  propoitionnel  à   la  \itessc  de  la  marée. 

tang-r,  i       ^ 

Il  convient  de  faire  la  première  liypollièse,  vm-  une  viscosil*-  faible 

correspond   à  des   propriétés  élasticpies  comparables  à  celles  de 

l'acier. 

Supposons  alors  (|u"il  n  y  ail  à  rorii;ine  ni  oblicpiih'-.  ni  excen- 
tricité, ni  inclinaison. 

11  est  clair,  tlabord,  (jue  linclinaison  restera  nulle,  car  il  n'existe 
aucune  raison  d'écart. 

Je  dis  qu'il  en  sera  de  même  de  l'excenlricilé.  Posons,  en  eflTet, 

V/2  II  C0S7TT  =  ï, 

^  i  H  siriM  =  Tj, 

et  prenons  pour  variables  L,  /,  ç,  t..  Les  équations  restent  cano- 
niques, et  nous  aurons 


'/; 

du 

lit 

^ 

d-n 
dt 

du 

(  )n    peul    (léselopper  li  >ui\a;it    le.s    |)uissances   croissantes  de; 
et  r,,  et  la  partie  séculaire  ne  contiendra   cpie  des  termes  de  degré 
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pair  en  ç  et  Tj.  Alors,   les  dérivées-^  el-rj-ne  rentermeronl  que 

des  puissances  d'ordre  impair  et  nolaininent  aucun  terme  constant. 
L'orbite,  circulaire  à  l'origine,  le  restera  donc  constamment. 
Nous  ne  savons  pas  toutefois  encore  si  cette  forme  de  l'orbite,  sans 
inclinaison  ni  excentricité,  constitue  une  position  d'équilibre 
stable. 

273.  Pour  élu  lier  cette  ([uestion,  nous  n'avons  qu'à  écrire 
l'équation  des  moments  de  rotation. 

Soient  X  et  y  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  de  la 
Lune  et  le  moment  de  rotation  de  la  Terre.   On  peut  choisir  les 


unités  de  telle  sorte  que  les  moyens  mouvements  de  révolution  de 
la  Lune  et  de  rotation  de  la  Terre  soient  x~^  et  y.  On  a  alors,  en 
écrivant  que  le  moment  total  de  rotation  est  constant, 


Quant  à  l'énergie  totale  du  système,  comprenant  la  force  vive  de 
rotation  de  la  Terre,  celle  du  mouvement  de  la  Lune,  et  l'énergie 
potentielle,  son  expression  sera 


y  — 


Cherchons  les  maxima   et  minima   de  celte  énergie.  Ils  seront 
donnés  par  les  deux  é(piations 

dx  -T-    dy    =  o, 
,  9.  d.r 


4^91 
il   où 
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'r  =  l- 


Celle  é([ualion  ex|M'inie  (juc  les  tieiix  moyens  iiioiiveinenlïi  sont 
é{;aux,  c'esl-à-dirc  (|iie  le  mois  esl  éj;al  au  jour. 

Les  deux  corps  se  niciivciil  iilors  comme  s'ils  faisaieal  partie  d  un 
même  l'nscmhie  rij;icle  :  c'est  l'(''(piali()n  tle  nf.;iilitc. 

("-('tto  loi  reste  eiicorf  vini<'  si  Ton  lient  e()in[ite  des  variations  de 

I  aplatissement. 

En  ellet,  désij^uons  par 

\\  0  I  énergie  polenlielle  |»ro\eiiaiil  de  I  alliaelioii  iiiiiliiellc  des  élé- 
ments de  la  Terre; 

W  ,  I  éner{;ie  poU'ntielle  pro\enant  de  1  attraction  de  la  Terre  sur 
la  Lune  ; 

II  le  moyen  moincmenl  de  i-é\oliition  de;  la  Lune  et  .1  le  moment 
d'inertie  correspondant  ; 

to  et  1  les  (juantilés  analogues  dans  le  niou\ement  de  rotation  de  la 
Terre. 

L'exj)ression  de  lénergie  totale  sera 

n-^         (0-1 

Wo  -H  ^\  1  -)■ H 


L'équation  des  moments  donne 

/«  J  -f-  (O  I  =  // . 

d'où,  en  difTércn liant. 

«  oJ   -T-  J   rjll  -i-  '•)  oi   -r-   I   0(1)  —  o 

Ecrivons  <pie  1  énei'gie  esl  maximum 

o     '^  I 

«2  0.1 


a\V(,^-.:\v, 


(-)-  cl  ^ 

Il  ^jII  -î- i-  1  (0  010  =  o. 


Or,  lors(pic  la  vitesse  de  rotation  \arie.  ra|)lalissenienl  varie  de 
telle  sorte  (juil  y  ail  équilibre  entre   le  lra\ail  \irluel   — o  \\  ,,  des 

forces  de  gravitation  el  le  travail  \irhiel   -)-(.)'-  —  de  la  l'orée  cen- 


trifuge ;  d'où 


oWoH =  o. 
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De  même,  sur  l'orbite  circulaire  que  décrit  la  Lune,  il  y  a  ('(|ui- 
lihre  entre  la  force  cenlrifuf;e  et  l'attraction;  donc 

—  o\\  1  -I-  — =  o. 

■X 

\a\  conililion  des  maxima  et  niininia  de  l'énergie  est,  |)ar  suite, 

n{ n  oJ  -!-  J  rtn  )  -i-  oj((o  oF  -i-  I  C(o)  =  o, 

et,  si  on  la  compare  à  l'é([uation  des  moments  diiFérentiée,  on  ob- 
tient 

T. a  loi  reste  donc  bien  la  même. 

274.   Négligeons  maintenant  les  variations  de  l'aplatissement,  el 

revenons  à  l'équation 

x^  y  =  I. 

Construisons  la  courbe  représentative  de  celte  équation  :  elle 
rappelle  grossièrement  une  hyperbole  équilatère  ayant  les  axes 
pour  asymptotes.  Si  nous  supposons  que  lat[tiantité  h  soit  positive, 

la  droite 

X  -\- y  ^=  h, 

inclinée  à  45"  sur  chacun  des  axes,  ne  passera  pas  dans  le  troisième 
(pia<lrant.  Ou  bien  donc  elle  ne  couinera  pas  la  courbe,  ou  bien  elle 
la  couj)era  en  deux  points  seulement  situés  dans  le  premier  <pia- 
drant. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  la  droite  coupe  la  courbe  en  deux 
points  A  et  B. 

Chaque  abscisse  x  donne,  en  vertu  de  la  troisième  loi  de  Kepler, 
la  racine  carrée  de  la  distance  de  la  Lune  à  la  Terre,  ou,  plus  gé- 
néralement, du  satellite  à  la  planète.  Pour  cette  distance,  l'ordonnée 
correspondante  de  la  droite  donne  la  \itesse  de  rotation  de  la  pla- 
nète. 

Pour  les  positions  représentées  par  les  points  A  et  B,  il  y  a 
maximum  ou  minimum  de  l'énergie.  Or,  d'après  l'expression  de 
l'énergie,  si  le  pointa;,  j^  parcourt  la  droite  AB  en  partant  de  l'iniini, 
vers  la  gauche,  la  valeur  de  l'énergie  est  d'abord  H-  oo;  elle  devient 
—  ce  au  point  G  où  la  droite  coupe  Taxe  O)',  j>uis  on  retrouve  -\-  v. 
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pour  les  gr;indes  valeurs  positives  de  x.  11  v  a  donc  un  maximum 
de  lénerf^ie  pour  la  position  A.  et  un  minimum  pour  la  position  H. 

Dans  le  premier  (piadrant.  x  d  y  sont  positifs,  c'est-à-dire  que 
les  dt'ux  roliilions  ont  lieu  dans  le  srn^  direi'l;  dans  le  second  cpia- 
drant.  la  rolalion  de  la  l'erre  a  lieu  dans  le  sens  direct,  mais  la 
révolution  de  la  Lune  s'elleclue  dans  le  sens  rétroijrade;  c'est  le 
contraire  <|ui  se  |)rodiiit  dans  le  fpiatricmt'  cpiadranl. 

Supposons  alors  que  nous  partions  dune  position  initiale,  le 
point  .r,  y  se  trouvant  quelque  part  sur  la  droite  AB. 

Par  suite  du  frottement  causé  par  les  marées,  l'énergie  va  dé- 
croître, le  luoiiieiil  total  de  rotation  //  re->laiil  constant,  lui  ce  (pii 
concerne  le  système  ierre-Liine,  on  doit  admettre  que  le  point 
représentatif  est  parti  de  A,  à  l'origine  des  tem[)s,  le  satellite  toiir- 
nant  alors  rapidement  aiitoiii-  de  la  planète  (pu  lui  iiionlrail  tou- 
jours la  même  face,  puisque  le  mois  était  égal  au  jour;  puis,  ce 
point  a  tendu  constamment  vers  W.  C'est  le  cas  le  plus  intéressant. 

Si  le  point  représentatif  se  trouve  entre  l'asymptote  et  la  courbe 
(entre  les  points  A  et  G),  la  rotation  et  la  lévolution  sont  de  même 
sens,  mais  le  mois  est  plus  petit  tpie  le  jour;  tel  est  le  cas  de  l'un 
des  satellites  de  Mars,  le  plus  voisin  de  la  planète. 

Le  point  représentatif  se  déplace  alors  de  A  vers  G,  et  le  satel- 
lite tend  à  tomber  sur  la  planète. 

Si  le  point  représentatif  se  trouvait  à  droite  de  15,  la  révolution  et 
la  rotation  seraient  d'abord  de  sens  contraires;  mais  le  point  se 
rapprocherait  de  B,  la  distance  du  satellite  à  la  planète  diminuerait, 
la  rotation  s'annulerait,  puis  deviendrait  de  même  sens  que  la  révo- 
lution, et  l'on  arriverait  finalement  à  légalité. 

Si  la  droite  ne  rencontrait  pas  la  courbe,  quelle  que  soit  la 
position  initiale,  comme  il  n'y  a  plus  de  minimum,  l'énergie  décroî- 
trait constamment  jusqu'à  la  valeur  —  x  (pii  corresj)ond  à  .r  ^  o  : 
le  satellite  tendrait  donc  à  tomber  sur  la  planète. 

En  résumé,  le  système  solaire  nous  oflVe  deux  cas  intéressants  : 
celui  de  la  Lune  et  celui  du  satellite  de  Mars. 

f^es  valeurs  numériques  qui  conviennent  actuellemont  au  cas  de 
la  Lune  sont 

a-  =  3,>.,         ^^  =  0,8. 

Donc 

h  =  i. 


iNKM'KNr.i-:  \)i:s  makkks  si  h  i.i:s  moi  vemkms  I)i;s  coups  cklkstks.      |6> 

l.es\iilcurs  relall\es  au  ina\iiiumi  d  an   ininimiiiii  ilt'  I  (''neri;i(3 
sont  alors  doniu'O  par  rôqualioii 

.i'* —  j.r^-f-  I  =  o. 

qui  a  deux  racines  réelles.  On  trouve,  pour  le  point   !>  cpii  corres- 
pond au  niininiiini, 

I  I 

bi  f), 

el  pour  le  i)oiul  \  correspondant  au  niaxiininn 

.r  =  0,7,         )'  =  î ,  î. 

Le  point  _V  représente  létat   initial  du  sjslcnie;  on  axait  alors 
mois  =  jour  =  5''')()"'. 

et  la  xaleui-  de  I  aplatissement  était  d  enxiron   — 
'  1 1 

Le  système  tend  vers  un  étal  (inal  représenté  par  le  point  H  el 

pour  lequel  on  aura 

mois  =  jour  =  53'  ô. 

275.    Nous  a\on>  dit  (|ue  rinclinaison  et  lexeentiicilé  demeu- 
raient constantes.  Ucmandons-nous  maintenant  si  I;i  position 


est  une  position  d'écjuiiibre  stable.  Nous  nous  placerons  toujours 
dans  riijpothèse  d'une  viscosité  faible,  qui  correspond  à  l'acier,  et 
paraît  être  le  cas  de  la  nature. 

Si  l'on  désigne  par  n  =  x^^  le  mojen  mouvement  de  la  Lune,, 
par  to  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre,  par  /  l'oblicpiilé  de  l'écpia- 
teur  el  /  l  inclinaison  de  l'orbite  lunaire  sur  le  plan  inxariable 
de  tellesorte  que  l'angle  de  l'équateur  et  de  l'orbite  soit  i  +j\  |)ar 
/.  enfin  un  coefficient  proportionnel  k  x~^'-  el  eontenant  en  facteur 
le  coeflicient  v  de  viscosité,  on  a,  en  sup|)osant  (piOn  puisse  né- 
gliger les  carrés  de  l'exeentricilé  et  de  l'inclinalsoii.  les  ('quatioiis 

</./■  /        /)  \ 

a  __!i  ''  -^ ./ 

I   de  _/'"'/'  I  î^  "  \ 

e  dt         :>.  x\  0)    / 

I'.  -  lit.  3o 
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[Cf.  On  thc  seriiliir  clinngi'fi  in  tlir  c/c/nr/ils  of  thc  nihtt  of  a 
satellite  resohind  abolit  a  lididly  (iistorlcrl  [ilanet  (I)ai!\vi.\, 
Pliilosopliical  Tiansartions,  Piirl  II,  i8S(»).J 


Fi".  65 


Représenltins  le   nioinciil   <■>  de  l.i   inhiiion  iciTfstre,  celui  ,/•  de 
la  révululion  lunaire,  el  leur  icsullaiilc  iu\iiiial>lr  h  |)('r|»cmli(u- 
laire  an  |)lan  invariable  des  aires. 
On  a 

(o  siii  i  =  .T  siiiy, 
10  cost  -I-  X  cosy  =  /<, 

c'esl-à-dire,  en  négligeant  les  lernies  du  second  ordre, 

oj  i  =  xj\ 

l,}  -i-  X  —  Il . 

De  la  seconde  de  ces  é(|ualions,  on  di'diiil 

•  <l(<)  _         (l.r  _         ,  /  Il  \ 

Itt  ~~  'dt  ~  ~  '\'"~(^/ 

el  de  la  preniirre 

(o  (li  =  .r  c/j  -r-  y  il.r  —  i  ih»  ; 

d  où,  en  IcnanI  compte  dc>  \alcurs  |)rce(''denles, 

o.^=-^.^-y,^.-y/(.-£)-.,7.(.-;j). 

c'esl-à-dire 

r/i  _  /•  /  -1-  /  /         »/!  \ 


INFLLKNCK    DKS    MAUKKS    SI  II    I.KS    MOI  VKM  KN IS    DKS    (:()»I>S   CKLKSTES.      /\6- 

Gnnsidcidiis    ilahord    rexcenlricité,     t-l    sii|)|)(>S()iis    (jiie    celle 
excentricih'.  |)riiiiili\  ciiicnl  nulle,  |>rrnnc  une  \;ileiir  |Hi>ilive. 

^.  de 

Si  -7-  ">  (),  ('  iiiiiJinciilfi.i  el  il  V  iiiira  iii^lahllilé. 
(/t  ' 

Tout  (K'peiul  donc  du  sliine  de    i  i '■ — • 

Si 

1 1 10  >  iS/î,  instabilité, 

et  si 

I  I  w  <  i8rt,         stabilité. 

Construisons  la  courbe 

.T^  y  =     -; 
II 

elle  coupe  en   V  el  B'  la  droite  .r  +  r  =  /i. 

riir.  6G. 


Si  l'on  iMiaj;ine  (jiie  le  point  représentatif  .r.  )' du  couple  planète- 
satellite  se  déplace  de  A  vers  B.  on  \oit  qu'il  v  aura,  en  ce  qui 
concerne  Texcenlricité, 


De  A    on  V. 

A'       ir. 
B'         B. 


stabilité 

instabilité 

stabilité 


c'est-à-dire  instabilité  si    i  (S  jours  sont   |>iu>  courts  cpie   ii   uujis. 
Occu|)ons  nous  niainlcnanl  de  roblicpiil»'  totale  /  -^  / . 
On  a 


'lii^j)  ^A^. 


(it 


La  conditiiui  de  stabdilt'  est  donc 
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c'est-à-dire,  en  leinpliiciuil  n  |t;ii'./"'  i-l  (•>  p.tr  //  — J", 
•> t'^  —  5  /(  T^  —  h- r"-  -+-  ■?.  >  ù. 

Si  nous  fiiis(jns  ./=.],  //  -=  1,  ce  (|iii  (itricspoïKl  à  j)cu  jurs  à 
l'étal  actuel  du  svslcnic  Jcrre-Lune,  on  ohlienl  jxuir  le  |)r<'iiiicr 
membre  de  rincj;alilc  la  valeur  —  i(i  :  il  \  a  donc  inslahililé. 

Au  contraire,  pour.r=ro  et  pour./-  =  //  =  \.  on  obtient  +  2  : 
donc  stabllilc. 

En  résuuic.  à  l'origine,  b)rs([uc  hi  Lune  s'est  sépar('e  de  la  Terre 
(point  A),  les  deux  \ites.ses  de  rotation  étaient  les  mêmes,  l'excen- 
tricité et  l'obliquité  étaient  nulles  et  stables.  A  un  certain  moment, 
l'excentricité  et  l'obliquité  ont  cesse  d'être  stables  et  se  sont  écar- 
tées de  zéro. 

Puis  elles  diminueront  et  tendront  vers  zéro.  A  la  lin,  les  deux 
vitesses  de  rolati(jn  redeviendront  les  mêmes,  tandis  que  l'excen- 
truité  et  1  oblnpiité  redeviendi'ont  nulles  et  stables. 

Cx'l  état  final  est  celui  aufjuel  la  Lune  est  d(''jà  par\enue  :  elle  est 
arrivée  à  l'égalité  entre  les  durées  de  sa  ré\()lution  et  de  sa  rotation, 
et  linclinaison  de  son  orbite  est  très  peu  sensible. 

27G.  Darwin  a  cherclié  quelles  bypollièses  il  conviendrait  de 
faire  pour  rendre  compte  de  l'accélération  séculaire  du  mouvement 
de  la  Lune. 

Une  première  solution  correspond  à  une  viscosité  très  faible  et 
donne,  pour  les  marées  semi-diurnes, 

Tj   =  9.S'. 

En  su|)[)Osant,  au  contraire,  une  viscosité  forte,  la  solution  serait 
donnée  par  les  valeurs 

T,  =  —    -       iG'         (iiKoées  semi-diurnes), 

r,  =  — —      3  >.'         (maiées  diurnes  j, 

r,  =  —  — 7"  >•)'  (minées  séculaires). 

Il  faudrait  ooo  millions  d'années  j)0ur  amenei'  diins  rdlilKpiitt' 
une  diminution  de  1". 
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Le  teni|)s  iiiiiiimiiiim  nécessaire  pourque  puisse  se  produire  tonte 
la  série  des  (•liani;;en)ents  du  système  Terre-Lune  correspond  au 
niaxiniuni  du  fadeur  sin^.r,  :  l'action  des  marées  semi-diurnes 
exigerait  un  lemps  minimum  de  .')  i  iiiillioiis  d  années. 

!277.  Il  V  a  lieu  de  considérer  également  I  action  du  Soleil, 
laquelle  deviendrait  prédominante  dans  le  voisinage  des  j^oints  A 
et  1^.  Ln  ertet,  dans  ces  deux  positions  du  (uiiiple  Terre-Lune,  le 
mois  étant  égal  au  jour,  il  n'y  a  |)lus  de  marées  lunaires;  mais  les 
marées  solaires  subsistent  et  ralentissent  la  rotation  terrestre.  Leur 
action  est  particulièremenl  sensible  sur  rohiicpiilé. 

L'action  des  marc'cs  solaires  sur  les  |)lanètes  a  été  aussi  étudiée 
par  Darwin  :  il  résulte  de  ses  calculs  cpie  Mercure  et  Vénus  sont 
déjà  parvenus  à  l'état  (inai. 

Enlin,  le  frottement  des  marées  produisant  de  la  chaleur,  on 
peut  se  demander  si  les  marées  ne  seraient  pas  la  cause  de  la  cha- 
leur interne  du  globe  :  on  trouve  que  la  chaleur  dégagée  suffirait  à 
entretenir  la  chaleur  interne  pendant  3  inilllaids  :j()o  millions 
d'années. 


FIN    DU   TOM1-:    IH. 


TABLK  DliS  MATIÈRES 


Pages. 
Intuodlctiox I 

PHEiMIÈKK  PARTIE. 

Théorie  générale  des  marées. 

CiiAriTiu:  I.  —  OscillaLioiis  d'iiii  syslèiuc  riiéciiiii(|iir 3 

CnAi'iTitt:  II.        —  Application    des    principes    f;énéiaux   au    pliéiKuiiciie   des 

marées 4'^ 

CiLMiTUE  III.      —  Elude  des  inarces  à  longue  péiiode 60 

CiiAPiTHii  IV.  —  Etude  des  marées  à  courte  période  «tu  marées  dyna- 
miques        67 

Chapitre  V.  —  Influence  de  la  courbure.  Oscillations  d'un  liquide  re- 
couvrant une  sphère  attirante  non  tournanle 101 

CHAPiTiiE  VI.      —  Iiilluence    de    la  force  centrifuge  composée.  Oscillations 

d'un  liquide  pesant  dans  un  vase  tournant m 

CiiAi'iTiiE  VII.    —  Oscillations  d'un   liquide  pesant    recouvrant  une  sphère 

tournante 1.36 

CiiAPiTUE  VIII.   —  Elude  des  marées  slaliqiies  de  la  seconde  sorle.  Influence 

du  frottement 182 

Chapitre  I.\.  —  Elude  des  marées  se  produisant  dans  un  réseau  de  ca- 
naux étroits 2o5 

Chapitre  X.  —  Etude  des  procédés  d'intégration  des  équations  du  pro- 
blème des  marées 233 

DELAIÈ.ME  PAHIIE. 
Mctitndcs  pratiques  de  prédiction  des  marées. 

Chapitre  .\I.      —  .\nal yse  harmonique 3oJ 

Chapitre  XII.     —  .Mélhodc  de  Laplacc 337 

IHoISlEiME  PARTIE. 

Syntlièae  des  observations.  Comparaison  ai  er  ta  l/woric. 

Chapitre  XIII.  —  itésultats  des  observations 333 

Chapitre  XIV.  —  Résullats  expérimentaux 347 

Chapitre  XV.  —  Essais  de  synthèse  des  observations.  Théorie  de  Whewell .  3)S 

Chapitre  XVI.  —  Théorie  de  Marris 1'' 1 


)7'  TABI.K    DKS    MATIKUKS. 

(JUATIUIMI;   l'AUlIi;. 

Marces  yiin-ialcs. 

l'age 

r.iiArrriu:  WII.    —  Maiocs  tluvi.ilcs 


•^"9 


CINQLIK.MK  l'AIVriK. 

I\liule  de  l'in/Iuence  des  marées  sur  les  corps  célestes. 

CiiAriTBic  WIII.  —  .Marées  du  noyau  iiiiernc  du  j;lolic /|.'^i 

Chapitre  XI\.      —  Influence  des  marées  sur  les  niriuveinenls  des  rorps  cé- 

lesles !\-io 


Plainhc  I.  Li;;n('s   (  otidales    iK'    la    marée   scmi-diiu  ne,    daiins    M.    KciHn 

A.   llarris. 
PUinclie  II.  —  Systèmes  semi-diurnes,  d'après  M.  I{i)ilin-A.  llarris. 


i-IN    DE    I.A   ï.vni.E    DES   MATIERES    l)lj    TOME    III. 


Iiiipiliurrie  )/Vl  i  IIILII-VILI.AItS.  )•,  Uual  Ueii  (;ruiiil>Aiisusliiis,  Paris. 


3 


QB 
351 
P73 
t.3 


Poincaré,  Henri 

Leçons  de  mécanique  céleste 
professées  à  la  Sorbonne 


P&A  Soi 


PLEASE  DO  NOT  REMOVE 
CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 

UNIVERSITY  OF  TORONTO  LIBRARY 


